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ΓΕΩΜΕΙΤΡΙΑΣ 
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(345) στην ελληνική οἰκογένεια 97]2018 
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ἹΜΡΕΙΜΕΙΒΒ - ΕΡΙΤΕΌΕΒ5 ΓΙΒΕΑΙ͂ΒΕ, ΒΒ ΟΑΒΘΕΤΤΕ, 13 


ΕΥ͂ ΟΗΕῈΖ 1185 ΡΕΙΝΟΙΡΑΟΧ ΓΙΒΒΑΙΒΕΒ 
Τουτε ἀγο δ εἐτοοσνέβ. 
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ΦΟΛΑΙ ΑΙ ΓΕΩΜΕΤΙΡΙΚΑΙ ΜΕΘΟΔΟΙ 


ΥὙπῸ Ε,6.-Μ. 


ΠΛΗΡΗΣ ΚΑΙ ΠΙΣΤῊ ΜΕΤΑΦΡΑΣΙΣ 
ΕΚ ΤΗΣ Ε’' ΓΑΛΛΙΚΗΣ ΕΚΔΟΣΕΩΣ 
ΥὙΠῸ ΤΟΥ ΚΑΘΗΓΉΤΟΥ Δ. Γκιόκα 
Τ. ἘΕΠΙΛΜΕΛΑΗΤΟΥ ΕΜ. ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟΥ 


ΟΟΚ5 ὈῈ ΜΑΤΗΕΜΑΤΙΟΟῈ5 ΕΙΕΜΕΝΤΑΙΒΕΞ 


ἘΧΕΝΟΙΟΘΕΒ 
5Ὲὴ ΟΕ ΟΜΕΤΊΤΕΙΑ 


ΟΟΜΡΒΕΝΑΝΤ 


1: ἘΧΡΟΒΕΒ. ΕΒ ΜΕΤΗΟΡΕΒ ΟΕΟΜΕΤΕΙΟΟΕΒ 
ΕΥ͂ 2000 ΟΥΈΕΒΤΙΟΝΘ ΒΕΒΟΓΌΕΒ 


ραῃ ἢ. σ.-μ. 


ΟΕἸΝΟΌΙΣΜΕ ΕΌΙΤΙΟΝ 


ΕΚΑΟΣΕΙ͂Σ ἢ. ΧΙΩΤΕΛΛΗ 
ΑΘΙΝΑΙῚΙ 


ΠΡΟΔΟΓΙΓΟΣ 


᾿Επὶ τῆς ἀξίας τοῦ παρόντος βιβλίου, ϑὰ ἧτο περιττὴ νομίζο- 
μεν πᾶσα, μακρὰ ἢ βραχεῖα, σχετικὴ διαφώτισις τοῦ ἀναγνώστου, 
ἐπειδὴ ἀμφιβάλλομεν ἐὰν ὑπάρχουν πολλοὶ ἐπιστήμονες τῶν 
Θετικῶν ᾿Επιστημῶν τῆς τελευταίας πεντηκονταετίας, οἴτινες νὰ 
μὴν εἶναι εὐχαρίστως πρόϑυμοι νὰ ὁμολογήσουν τὰς ὑπηρεσίας 
τὰς ὁποίας τοὺς προσέφερεν, κατὰ τὰς προπαρασχεναστικὰς με- 
λέτας των διὰ τὴν σπουδὴν τοῦ εἰδιχοῦ χλάδονυ ὃν ἠχολούϑησαν 
ἀργότερον, τὸ τόσον ἐπαγωγικόν, τόσον μεϑοδικὸν καὶ τόσον 
πλῆρες εἰσαγωγικὸν αὑτὸ βιβλίον εἰς τὴν Γεωμετρίαν. 

"Αλλὰ καὶ ἀργότερον, ὅσοι ἔκ τούτων ἐπεδόϑησαν εἰς μελέτας 
ϑεωρητικωτέρας ἐπὶ τῆς Γεωμετρίας --- ἢ καὶ στενώτερον ἐπαγ- 
γελματικάς, ὡς οἱ καϑηγηταὶ τῶν Μαϑηματικῶν τῆς Μέσης ᾽Ἔκ- 
παιδεύσεως --- ἐπανειλημμένως, πιστεύομεν, ϑὰ ἀπέσπασαν τῆς 
βιβλιοϑήκχης τῶν τὸν ὀγκώδη αὑτὸν τόμον καὶ μετὰ ἀγάπης, 
προσοχῆς καὶ πολλῆς πάντοέξε ὠφελείας ϑὰ διεξῆλθον μερικὰς 
σολίδας τοῦ ἔργου, ἢ ϑὰ συνεβουλεύϑησαν μερικὰς προτάσεις 
του καὶ μάλιστα, ἰδιαιτέρως, τὰς ἀπὸ πάσης ἀπόψεως περιφή- 
μους καὶ πολλάκις ἐξονυχιστικὰς τοῦ ζητήματος σημειώσεις, αἱ 
ὁποῖαι συνοδεύουν τὸ πλεῖστον σχεδὸν τῶν διαλαμβανομένων ϑε- 
μάτων εἷς τὸ βιβλίον αὑτό. 

Διὰ τυὺς λόγους αὐτούς, περιοριζόμεϑα ἡμεῖς ἐνταῦϑα εἷς με- 
οικὰς ἅπλᾶς μόνον ὑποδείξεις, ἐπὶ τοῦ τρόπου καϑ᾽ ὃν νομίζο- 
μεν ὅτι ἣ μελέτη τοῦ βιβλίου αὐτοῦ ϑὰ ἀποβῇ ὠφελιμωτέρα. 

α) Κατ᾽ ἀρχήν, ἣ Εἰσαγωγὴ ϑὰ πρέπει νὰ μελετηϑῇ κατόπιν 
μιᾶς, ἀρκετὰ πλήρους, προηγουμένης μελέτης ἑνὸς καλοῦ διδαχτι- 
κοῦ βιβλίου τῆς Στοιχειώδους Γεωμετρίας --- καὶ μάλιστα, κατὰ 
τὸ δυνατόν, καὶ τῶν στοιχείων ἐπὶ τῶν κωνικῶν τομῶν καὶ τοῦτο 
ἐπειδὴ πλεῖσται ὅσαι τῶν μεϑόδων ἀποδείξεως ϑεωρημάτων, λύ- 
σεως προβλημάτων κλπ., ἀναφέρονται ἐπὶ τοῦ συνόλον τῶν προ- 
τάσεων Στοιχείων τῆς Γεωμετρίας, ὡς καὶ ἐπὶ ϑεμάτων ἀνηκόν- 
των εἰς τὸ ΝΤΙ1Ι βιβλίον (κωνικαὶ τομαΐί). 

β) Αἴ ἀσκήσεις τῶν ἑπομένων βιβλίων (Ι --- ΝΤ]), δύνανται 
νὰ μελετῶνται κατόπιν τῆς ἀναγνώσεως τοῦ ἀντιστοίχον βιβλίου. 
Αἱ κατὰ τὴν λύσιν αὐτῶν παραπομπαὶ εἷς ἑπόμενα βιβλία καλὸν 


εἶναι νὰ χρατῶνται εἷς σημειώσεις, ὥστε, προϊούσης τῆς μελέτης, 
γὰ καϑίσταται ὅ ἀναγνώστης ἐνήμερος τῆς σημασίας τῶν προη- 
γουμένων αὑτῶν παραπομπῶν. 

Υ) Εἶναι αὐτονόητον, ὅτι ὁ ἀναγνώστης τοῦ βιβλίου, ὁ ἐπι- 
ϑυμῶν νὰ προσπορισϑῇ ἐξ αὐτοῦ τὴν μεγίστην δυνατὴν ὠφέ- 
λειαν, δὲν ϑὰ πρέπει νὰ παραλείπῃ νὰ δίδῃ καὶ ὃ ἴδιος συμπλη- 
ρωματικὰς ἀποδείξεις, ὅταν τοῦτο τοῦ εἶναι δυνατόν, τῶν μελε- 
τωμένων ἀσκήσεων, παραλλήλως πρὸς ἐχείνας τοῦ κειμένου, 
ἐπειδὴ καὶ ὅταν αὗται ὑστευοῦν τῶν ἀναγραφομένων εἷς βραχύ- 
τητα ἢ κομψότητα, ἀναπτύσσουν πάντοτε τὴν πρωτοβουλίαν καὶ 
ἀσφαλίζουν τὴν κατοχὴν τοῦ ϑέματος. 

Θὰ πρέπει ἀκόμη νὰ σημειωϑῇ ὅτι ἧ παροῦσα ἐργασία εἶναι 
μετάφρασις ὅσον τὸ δυνατὸν πιστὴ τοῦ γαλλιχοῦ κειμένου καὶ 
ἀπηλλαγμένη πάσης προσωπιχῆς ἐπεμβάσεως τοῦ μεταφραστοῦ (ἢ), 
ἐπειδὴ μίαν τοιαύτην πρωτοβουλίαν καὶ ἀνεπιϑύμητον ϑὰ τὴν 
ἐϑεώρει οὗτος ἀλλὰ καὶ ἀσέβειαν πρὸς τὸ χείμενον καὶ εἷς τὴν 
παμψηφίαν σχεδὸν τῶν περιπτώσεων τονλάχιστον περιττήν. 

᾿Επιβεβλημένην ξξαίρεσιν τοῦ κανόνος τούτον ἀποτελοῦν αἱ 
πολυάριϑμοι ὑποσημειώσεις εἷς τὸ κείμενον (Σημ. μετ.), τὰς 
ὅδκοίας ἐϑεωρήσαμεν ἀπαραιτήτους διὰ τὴν σαφήνειαν, κατανόη- 
σιν πληρεστέραν τῶν ἀναγραφομένων ἀλλὰ καὶ πρὸς ἀπόδειξιν 
μερικῶν ἀναποδείκτων προτάσεων, Τὰς τοῦ τελευταίου τούτου 
εἴδους ὑποσημειώσεις παρεϑέσαμεν μόνον ὁσάκις ἠδυνήϑημεν νὰ 
δώσωμεν ἀποδείξεις τῶν ἐν λόγῳ προτάσεων συντόμους ("). 

᾿Ιδιαιτέρως εὐχαριστοῦμεν τὸν σεβαστὸν συνάδελφον κ. Θεό- 
δωρον Γεροντόπουλον, Διευϑυντὴν Κοργιαλενείον καὶ ᾿Λναογυ- 
ρείου Σχολῆς Σπετσῶν, μεταφράσαντα τὸ ΝῚ] Βιβλίον τοῦ παρόν- 
τος ἔργου καὶ τὴν Δίδα “Ἑλένην Τσιόκον, ᾿Επιμελήτριαν Ε.Μ.Π. 
ἥτις μετέφρασεν τμῆμα ἐκ τῆς εἰσαγωγῆς (μέχοι σ. 96). 

Τέλος ἐξαιτούμεϑα τὴν ἐπιεικῆ κρίσιν τοῦ ἀναγνώστου διὰ 
τυχὸν μικρὰς τυπογοαφικὰς ἀβλεψίας --- μοιραίας ἄλλωστε εἷς 
ἔργα τοιαύτης ἐκτάσεως. 


ἃ. ΓΚΙΟΚΑΣ 


(ἢ ᾿Εκτὸς σπανιωτάτων τινῶν ἐξαιρέσεων --- ὡς ἐπὶ τὸ ἐλληνικώτερον 
ἀποδόσεως φράσεων τινῶν, συντομεύσεων, ἐπεξηγήσεων (τῶν τελευταίων 
ἐντὸς ἀγκυλῶν) κλπ. 


("5 ᾿Εκιτὸς δύο ἢ τριῶν ἐξαιρέσεων (Βλ. εἰς τὸ τέλος τοῦ ΝῚ] βιβλίου) 


ΙΣΤΟΡΙΚΑΙ ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ 


Εὐθὺς ὡς ἤρχισαν οἱ ἄνθρωποι νὰ σκέπτωνται, ἐδημιουργήθη 
ἡ ἀνάγκη νὰ ἐκτιμήσουν διάφορα μεγέθη καὶ ἐξέλεξαν πρὸς τὸν 
σκοπὸν αὐτὸν καταλλήλους μονάδας. Δὲν εἶναι ἀνάγκη νὰ ἀνα- 
ζητήσωμεν τὴν ἀρχὴν τῶν ἐννοιῶν τοῦ χώρου, τοῦ μεγέθους, τοῦ 
ἀριθμοῦ καὶ εἶναι ἀδύνατον νά προσδιορίσωμεν τὴν ἡμερομηνίαν 
τῶν πρώτων ἀνακαλύψεων τῶν σχετικῶν μέ τὰς ἰδιότητας τῶν 
ὀχημάτων. ᾿Εν τούτοις, πιστεύεται γενικῶς ὅτι ἡ λεγομένη Γεωμε- 
τρία ἔσχε τὴν γένεσίν της παρὰ τοῖς Χαλδαίοις καὶ τοῖς Αἰγυ- 
πτίοις. “Ο Ἡρόδοτος, ὁ πατὴρ τῆς "Ιστορίας, ἀναβιβάζει τὴν ἀρχὴν 
τῆς ἐπιστήμης ταύτης εἰς τὴν ἐποχὴν καθ᾽ ἣν ὁ Σέσωστρις κατέ- 
νειμεν τὰς γαίας μεταξὺ τῶν κατοίκων τῆς Αἰγύπτου. .Ο ᾿Αριστο- 
τέλης τοποθετεῖ ὁμοίως εἰς αὐτὴν τὴν χῶραν τὸ λίκνον τῶν μα- 
θηματικῶν. 

᾿Οφείλομεν νὰ εἴπωμεν ἐν τούτοις ὅτι ἡ Ἑλλὰς εἶναι ἡ ἀλη- 
θὴς «πατρὶς τῆς Γεωμετρίας», διότι εἰς αὐτὴν ἡ Γεωμετρία ἐκαλ- 
λιεργήθη ἐντατικῶς, ἐν αὐτῇ εἶδον τὸ φῶς σημαντικαὶ ἀνακαλύ- 
ψεις καὶ ἐταξινομήθησαν τὰἀ ἐπιτευχθέντα ἀποτελέσματα, εἰς τρό- 
πον ὥστε νὰ σχηματίσουν ἕν ἐπιστημονικὸν (") σύστημα. 


Κατὰ τὸν ΣΤ’ αἰῶνα π. Χ. ὁ Θαλῆς, ὁ ἐκ Φοινίκης, μεταβαίνει 
νὰ διδαχθῇ εἰς τὴν Αἴγυπτον, ὅπου καὶ μετρεῖ τὸ ὕψος τῶν πυρα- 
μίδων διὰ τῆς σκιᾶς των. Φέρει τὴν Γεωμετρίαν εἰς τὴν Ἑλλάδα, 
ἱδρύει εἰς Μίλητον τὴν ᾿Ιωνικὴν σχολὴν καὶ πλουτίζει τὴν ἐπιστή- 
μην μὲ πολλὰ θεωρήματα ἐπὶ τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου, τῆς ἐγγεγραμ- 
μένης γωνίας καὶ τῶν ὁμοίων τριγώνων. 


Πνυϑαγόρας (γεννηθεὶς εἰς Σάμον, περὶ τὸ 580 π. Χ.). Εἶναι ὁ 
πλέον ἔνδοξος ὁπαδὸς τοῦ Θαλοῦ. ᾿Εταξίδευσεν καὶ αὐτὸς εἰς 
Αἴγυπτον καὶ Ἰνδίας καὶ κατόπιν ἀπεσύρθη εἰς ᾿Ιταλίαν, ὅπου 
ἵδρυσεν τὴν περίφημον Σχολήν του. Εἰς αὐτὸν ὀφείλεται ἡ ἀπό- 
δειξις τοῦ ἀσυμμέτρυυ τῆς διαγωνίου ἑνὸς τετραγώνου, συγκρινο- 
μένης πρὸς τὴν πλευρὰν αὐτοῦ, ἡ θεωρία τῶν κανονικῶν σωμάτων, 
τὸ θεώρημα τοῦ τδεραγώνου τῆς ὑποτεινούσης τοῦ ὀρθογωνίου τριγώ- 
νου καὶ τὸ πρῶτον σπέρμα τῆς θεωρίας τῶν ἐσοπεριμέτρων. 


(5) Σημ. μετ. Δί γνώσεις τῶν Χαλδαίων, ᾿Ασσυρίων. Αἰγυπτίων καὶ 
τῶν ἄλλων ᾿Ανατολικῶν λαῶν ἦσαν ἐμπειρικαί. ὄχι μόνον ὅσον ἀφορᾶ 
τὴν Γεωμετρίαν ἀλλὰ καὶ τὴν ᾿Αστρονομίαν καὶ τας ἄλλας θΘετικὰς Ἔπι- 
στήμας. Ἢ ᾿Επιστήμη, μὲ τὴν σημασίαν τὴν ὁποίαν ὁ ὄρος ἔχει σήμερον, 
ἐγεννήθη εἰς τὴν ᾿Ελλάδα" εἰδιχώτερον ἡ Γεωμετρία. ὁ κλάδος οὗτος τῶν 
Μαθηματιχῶν ᾿Επιστημῶν, θεμελιοῦτα: ὡς κατ᾽ ἐξοχὴν ἐπιστήμη, αὑτοτε- 
λῆς. πλήρης, στερουμάνη ἀντινομιῶν χαὶ στηριζομένη ἐπὶ πρώτων ἐν- 
νοιῶν καὶ ἀξιωμάτων. Αἱ πρῶται αὗται ἔννοιαι ἔχουν ἀφορμὴν τὴν 
ἐμπειρίαν, ἀπὸ τὴν ὁποίαν προχύπτουν διὰ συνεχῶν ἀφαιρέσεων, τὰ δὲ 
ἀξιώματα εἶναι προτάσεις αἴτινες ὀρίζουν σχέσεις μεταξὺ τῶν πρώτων 
ἐννοιῶν. 


ιν 


᾿Δναξαγόρας ὁ Κλαζομένιος (θανὼν περὶ τὸ 430 π. Χ.). Εἶναι ὁ 
πρῶτος ἀσχοληθεὶς μὲ τὸν τετραγωνισμὸν τοῦ κύκλου. 


Ἱπποκράτης ὁ Χῖος (περὶ τὸ 450 π. Χ.). ᾿Ησχολήθη μὲ τὰς αὐ- 
τὰς ἐρεύνας, καθὼς ἐπίσης καὶ μὲ τὴν μελέτην τοῦ προβλήματος 
τοῦ διπλασιασμοῦ τοῦ κύβου, καταστὰς ἔνδοξος διὰ τοῦ τετραγωνι- 
σμοῦ τῶν μηνίσκων, τοὺς ὁποίους ἐπενόησεν. 


Πλάτων (430 -- 347 π. Χ.). ᾿Εμαθήτευσεν κατ᾽ ἀρχὰς ἐν Αἰγύπτῳ 
καὶ κατόπιν πλησίον τῶν Πυθαγορείων. Ἐπανελθὼν εἰς ᾿Αθήνας 
ἵδρυσεν τὴν ᾿Ακαδημίαν. Εἰσήγαγε εἰς τὴν Γεωμετρίαν τὴν ἀναλυ- 
εικὴν μέθοδον, τὰς κωνικὰς τομάς, τὴν θεωρίαν τῶν γεωμετρικῶν 
τόπων καὶ ἔδωσε μίαν γραφικὴν λύσιν τοῦ προβλήματος τοῦ 
διπλασιασμοῦ τοῦ πύβον. ᾿Εθεώρει τὸν Θεὸν ὡς ἀεὶ γεωμετροῦντα καὶ 
ἀνέγραψεν ἐπὶ τῆς θύρας τῆς Σχολῆς του «Οὐδεὶς νὰ εἰσέλθῃ ἐὰν 
δὲν εἶναι γεωμέτρης» (5). 


"Αρχύτας ὁ Πυθαγόρειος (γεννηθεὶς εἰς Τάραντα, περὶ τὸ 430 
π. Χ.). Εἶναι ὁ πρῶτος ἀσχοληθεῖς μὲ καμπύλην διπλῆς καμπυλότη- 
τος, ἀπ’ εὐκαιρίᾳ τοῦ προβλήματος τῶν δύο μέσων ἀναλόγων, εἰς τὸ 
ὁποῖον ὁ Ἱπποκράτης ἀνήγαγεν τὸ πρόβλημα τοῦ διπλασιασμοῦ 
τοῦ κύβου. 


Κατὰ τὴν αὐτὴν ἐποχὴν ὁ Δεινόστρατος, μαθητὴς τοῦ Πλάτω- 
νος, ἔλυσεν τὸ πρόβλημα τῆς τριχοτομήσεως τῆς γωνίας, τῇ βοη- 
θείᾳ μιᾶς καμπύλης, τὴν ὁποίαν ὠνόμασεν τετραγωνίζουσαν, 


Περσεὺς. ᾿᾽᾿ἩΗρεύνησεν τὰς ἰδιότητας τῶν σπειροειδῶν, δηλ. τῶν 
γραμμῶν κατὰ τὰς ὁποίας ἕν ἐπίπεδον τέμνει τὴν δακτυλιοειδῆ 
ἐπιφάνειαν τὴν καλουμένην σπεῖραν. 


Εὐκλείδης (περὶ τὸ 285 π. Χ.). ᾿Εδίδαξεν εἰς ᾿Αλεξάνδρειαν καὶ 
συνέταξεν τὰ Στοιχεῖα τῆς Γεωμετρίας, εἰσαγαγὼν τὴν μέθοδον τῆς 
εἰς ἄτοπον ἀπαγωγῆς. 

Τὰ Στοιχεῖα περιλαμβάνουν δέκα τρία βιβλία, εἰς τὰ ὁποῖα 
πρέπει νὰ προσθέσωμεν ἕτερα δύο, ἀποδιδόμενα εἰς τὸν “Ὑψι- 
κλῆν, ᾿Αλεξανδρινὸν γεωμέτρην, ζήσαντα 150 ἔτη μετὰ τὸν Εὐ- 
κλείδην. Τὰ ἕξ πρῶτα βιβλία πραγματεύονται τὰ ἐπίπεδα σχήματα, 
τὰ τέσσαρα ἑπόμενα, ὀνομαζόμενα ἀριϑμηειχά, πραγματεύονται 
ἰδιότητας τῶν ἀριθμῶν καὶ τὰ πέντε τελευταῖα ἀναφέρονται εἰς τὰ 
ἐπίπεδα καὶ στερεὰ ΤΑ στο: Εἰς τὰ Γυμνάσια διδάσκονται τὰ ἔξ 
πρῶτα βιβλία καὶ τὰ ἐνδέκατον καὶ δωδέκατον. 

᾿᾽Οφείλεται ἐπίσης εἰς τὸν Εὐκλείδην ἕν βιβλίον, φέρον τὸν 
τίτλον περὶ δεδομένων. ΓἜγραψεν ἐπὶ τῶν κωνικῶν τομῶν καὶ ἄφησε 
τρία βιβλία περὶ Πορισμάτων, τὰ ὁποῖα δὲν ἔφθασαν μέχρις ἡμῶν. 


᾿Αρχιμήδης (287 - 212 π. Χ.). ᾿Ησχολήθη εἰδικῶς μὲ τὴν ΠεἙωμε- 
τρίαν τῆς μειρήσεως. ᾿Ετετραγώνισεν τὴν παραβολήν, ἐμελέτησεν 
τὰς σπειροειδεῖς, ἔδωσεν τὴν ἔκφρασιν τῶν ὄγκων τμημάτων 
ἐλλειψοειδῶν καὶ ὑπερβολοειδῶν, τὴν πρότασιν τῆς σφαίρας 
καὶ τοῦ περιγεγραμμένου κυλίνδρου καὶ τὸν λόγον τῆς περι- 
φερείας πρὸς τὴν διάμετρον. Κληροδοτεῖ εἰς τὰἀς ἑπομένας γενεὰς 


(5) Σημ. μετ. Ἢ ἀναγραφὴ πλήριοςς εἶχεν ὡς ἑξῆς : “Μηδεὶς ἀγεω- 
βμέτρητος εἰσίτω μου τὴν στέγην. ἤγουν μηδεὶς ἄδιχος παρεισερχέσθω 
τῇδε, δίκαιον γὰρ καὶ ἰσότης ἐστὶ Γεωμετρία». 


ν 


ὄχι μόνον ἕνα μεγάλον ἀριθμὸν νέων θεωρημάτων, ἀλλὰ καὶ τὴν 
μέϑοδον δι" ἐξαντλήσεως. 


"Απολλώνιος (περὶ τὸ 247 π. Χ.)). ᾿Επραγματεύθη τὴν Γεωμετρίαν 
εῆς Θέσεως, δηλαδὴ τῆς μορφῆς καὶ τῆς σχέσεως τῶν σχημάτων. 
Εἰς αὐτὸν ὀφείλεται τὸ ἔργον περὶ κωνικῶν, εἰς ὀκτὼ βιβλία. Ἐξ 
αὐτῶν ἑπτὰ ἐσώθησαν’ τὸ ὄγδοον ἀπεκατεστάθη ὑπὸ τοῦ ἀστρονό- 
μου Ηα]1εν, τὸ 1646, βάσει πληροφοριῶν τοῦ Πάππου. Τὸ ἔργον 
του ὑπῆρξεν ἡ αἰτία νὰ τοῦ δοθῇ ἡ ἐπωνυμία τοῦ «κατ᾽ ἐξοχὴν γεω- 
μέτρου». Ἐῤρίσκει τις ἐκεῖ τὰς κυριωτέρας ἰδιότητας τῶν ἑστιῶν, τὸ 
σπέρμα τῶν θεωριῶν τῶν πολικῶν, τῶν ἐξειλιγμένων, τῶν μεγίστων 
καὶ ἐλαχίστων. 


Μετὰ τὰ μεγάλα ὀνόματα τοῦ ᾿Αρχιμήδους καὶ τοῦ ᾿Απολλω- 
νίου πρέπει νὰ περιορισθῇ τις εἰς τὸ νὰ ἀναφέρῃ ταχέως μερικοὺς 
ἄλλους γεωμέτρας. 


Νικαομήδης (150 π. Χ.). Εἶναι γνωστὸς ἀπὸ τὴν κογχοειδῆ καμπύ- 
λην, ἡ ὁποία ἐπιτρέπει τὴν λύσιν διὰ μιᾶς μηχανικῆς μεθόδου τοῦ 
προβλήματος τῶν δύο μέσων ἀναλόγων, ὡς ἐπίσης καὶ τοῦ τῆς τρι- 
χοτομήσεως τῆς γωνίας. 


Ἵππαρχος (περὶ τὸ 150 π. Χ.). ᾿Εθεώρησεν τὴν στερεογραφικὴν προ- 
βολὴν καὶ ἠσχολήθη μὲ τὰ σφαιρικὰ τρίγωνα. 


Μενέλαος (περὶ τὸ 80 π. Χ.). Εἰς τὸ βιβλίον του περὲ σφαιρικῶν 
ἀνεκάλυψεν πολλὰς τῶν ἰδιοτήτων τῶν σφαιρικῶν τριγώνων καὶ 


ἔδωσεν ὡς λῆμμα τὸ θεμελιῶδες θεώρημα τῆς θεωρίας τῶν δια- 
τεμνουσῶν. 


Πτολεμαῖος (περὶ τὸ 125 π. Χ.). Εἰς τὴν μαθηματικήν τοῦ σύντα- 
ξιν, ἔδωσεν τὸ πρῶτον σύγγραμμα εὐϑυγράμμου καὶ σφαιρικῆς τριγω- 
νομοτρίας καὶ τὸ ὁποῖον διεσώθη μέχρις ὑμῶν. 


Πάπσπος (περὶ τὸ τέλος τοῦ δου μ. Χ. αἰῶνος). Συνεκέντρωσεν 
εἰς τὰς μαϑηματικὰς συλλογάς του τὰς ἀνακαλύψεις τῶν πλέον δια- 
σήμων μαθηματικῶν καὶ πλῆθος προτάσεων καὶ λημμάτων, 
προοριζομένων νὰ εὐκολύνουν τὴν ἀνάγνωσιν τῶν ἔργων του. 
Τοῦ ὀφείλομεν τὸ περίφημον θεώρημα τῶν (Πάππου - Ου]:") καὶ 
τὴν πρώτην μνείαν τοῦ ἀναρμονικοῦ λλόγου. 


Διοκλῆς. ᾽Ε φευρίσκει τὴν κισσοειδῆ, διὰ νὰ λύσῃ τὸ πρόβλημα τῶν 
δύο μέσων ἀναλόγων' ἀλλὰ ἡ μηχανικὴ γραφὴ τῆς καμπύλης ταύ- 
της ὀφείλεται εἰς τὸν Νεύτωνα. 


Τοὺς μεγάλους γεωμέτρας διαδέχονται μερικοὶ σχολιασταί. κατὰ 
τὸ μᾶλλον ἢ ἧττον πρωτότυποι καὶ φθάνομεν εἰς τὴν περίοδον 
οταοιμότητος, ἥτις διήρκεσεν μέχρι τοῦ δου αἰῶνος. 


Μιῥίε (1540 -- 1643). "Ἥνοιξε τὴν νέαν ἐποχὴν τῆς ἐπιστήμης, συ- 
νεπλήρωσε τὴν ἀναλυτικὴν μέϑοδον τοῦ Πλάτωνος τῇ βοηθείᾳ τῆς 
᾿Αλγέβρας, κατεσκεύασε γραφικῶς τὰἀς ἐξισώσεις τοῦ δευτέρου 
καὶ τρίτου βαθμοῦ, προπαρασκευάσας οὕτω τὸν δρόμον εἰς τὸν 
ἙΚαρτέσιον καὶ ἐτελειοποίησε τὴν σφαιρικὴντριγωνομετρίαν. 


Αἰερίον (1571 -- 1631). Εἰς τὸ ἔργον του Νοιιυείίς διόνέοτπέίτιε 
εἰσήγαγε τὸ πρῶτον τὴν ἔννοιαν τοῦ ἀπείρου εἰς τὴν Γεωμετρίαν, 
ἔκαμε παρατηρήσεις ἐπὶ τοῦ μηδενιομοῦ τῆς αὐξήσεως μιᾶς μετα- 
βλητῆς εἰς τὸ μέγιστον ἢ εἰς τὸ ἐλάχιστον αὐτῆς καὶ ἔδωσε μίαν 


γι 


γραφικὴν μέθοδον διὰ τὸν προσδιορισμὸν τῶν συνθηκῶν μιᾶς 
ἐκλείψεως τοῦ ἡλίου. 


(αναϊἑενὶ (1598 --- 1647). ᾿Εδημοσίευσε τὸ ἔργον Θέονιῤί τὶς ἀδς 
ἐπαϊυϊδιδίοα (Γεωμετρία τῶν ἀδιαιρέτων). Εἰς τὸ ἔργον τοῦτο ἐθεώ- 
ρησεν τὰ στερεὰ ὡς ἀποτελούμενα ἀπὸ μίαν ἀπειρίαν ἐπιπέδων 
καὶ τὰ ἐπίπεδα ὡς συνένωσιν μιᾶς ἀπειρίας γραμμῶν. Ἢ γόνιμος 
αὕτη ἰδέα, παρὰ τὴν ἀνακρίβειαν τῆς ὑποθέσεως ἐφ᾽ ἧς στη- 
ρίζεται, ἐπιτρέπει νέους ὑπολογισμοὺς τῶν ἐπιφανειῶν, τῶν ὄγκων 
καὶ τὸν γεωμετρικὸν προσδιορισμὸν τῶν κέντρων βάρους. 


Ουϊάϊη (1577 -- 1643). ᾿Ανεκάλυψε τὰ περίφημα θεωρήματα τὰ 
ὁποῖα φέρουν τὸ ὄνομά του καὶ τὰ ὁποῖα βραδύτερον εὑρέθησαν 
εἰς τὸ ἔργον τοῦ Πάππου. 


Ονέφοϊνε ἄε 8αἑπί- Μίπεεπέ (1584 -- 1667). ᾿Ετελειοποίησε τὴν μέ- 
θοδον δι᾽ ἐξαντλήσεως τοῦ ᾿Αρχιμήδους καὶ δυνάμεθα εὐλόγως 
νὰ εἴπωμεν ὅτι τὸ μικρὸν διαφορικὸν τρίγωνον, τὸ ὁποῖον ἐμφα- 
νίζεται μεταξὺ τῆς καμπύλης καὶ τῶν δύο διαδοχικῶν πλευρῶν 
τοῦ ἑνὸς ἐκ δύο πολυγώνων, ἐγγεγραμμένον ἢ περιγεγραμμένον, 
ὡδήγησε τοὺς Βαττον, [κε η12 καὶ τὸν Νεύτωνα εἰς τὸν ἀπειροστι- 
κὸν λογισμόν. 


Κοδενυαί (1602 --- 1673). "Εδωσεν μίαν μέθοδον, διὰ τῆς ὁποίας 
δυνάμεθα νὰ φέρωμεν ἐφαπτομένας πρὸς ὡρισμένας καμπύλας. 
Ἧ μέθοδος αὕτη στηρίζεται ἐπὶ τῆς θεωρίας τῶν συνθέτων κινή- 
σεων, εἰσαχθείσης εἰς τὴν μηχανικὴν ὑπὸ τοῦ Γαλιλαίου. 


εγπαι (1590 -- 1663). ᾿Εδημοσίευσεν τὴν ὡραίαν μέθοδον τῶν 
μεγίστων καὶ ὁλαχίστων, εἰσαγαγὼν διὰ πρώτην φορὰν τὸ ἄπει- 
ρον εἰς τοὺς ὑπολογισμούς, ὅπως ὁ Κερῖετς τὸ εἰσήγαγεν εἰς τὴν 
καθαρὰν Γεωμετρίαν. ᾿Επίσης ἀνυπέρβλητον ἔργον αὐτοῦ εἶναι ἡ 
ΤἈέονις ἀ68 πογιῦτεοϑ. 


ὥεσαγσιες (1593 --- 1662). ᾿Επεξέτεινεν εἰς τὰς κωνικὰς τομὰς 
τὰς ἰδιότητας τοῦ κύκλου, αἱ ὁποῖαι χρησιμοποιοῦνται ὡς βάσεις 
τοῦ κώνου, τοῦ ὁποίου μελετῶμεν τὰἀς τομάς. ᾿Εθεώρησεν τὰς πα- 
ραλλήλους ὡς τεμνομένας εἰς τὸ ἄπειρον καὶ ἔδωσεν τὸ θεμελιῶ- 
δες θεώρημα τῆς ἐνελίξεως ἔξ σημείων, θεωρῶν μίαν εὐθεῖαν τέ- 
μνουσαν μίαν κωνικὴν τομὴν καὶ ἕν τετράπλευρον ἐγγεγραμμένον 
εἰς αὐτήν. Εἰς αὐτὸν ἐπίσης ὀφείλεται καὶ τὸ θεμελιῶδες θεώρημα 
τῶν δύο ὁμολόγων τριγώνων. 


Ῥαςεαὶ (1623 --- 1662). Ἔγραψεν εἰς ἡλικίαν δέκα ἕξ ἐτῶν τὸ 
ἔργον του Τγαϊέ ἀε5 βεοίϊοηβ σοηπίηιεϑ. Εἰς ἡλικίαν δέκα ὀκτὼ ἐτῶν 
τὰς ἀνακαλύψεις του ἐπὶ τῆς κυκλοειδοῦς καὶ ἔδωσεν τὸ περίφημον. 
θεώρημα τοῦ μυστικοῦ ἑξαγράμμου, σχετικῶς πρὸς τὴν ἰδιότητα τοῦ 
ἐγγεγραμμένου εἰς μίαν κωνικὴν ἑξαγώνου. 


Φεσεανγίες (Καρτέσιος, 1596 --- 1650). Μὲ τὴν ἀνεκτίμητον σύλ- 
ληψιν τῆς ἐφαρμογῆς τῆς ἀλγέβρας εἰς τὴν θεωρίαν τῶν καμπύ- 
λων, μετέβαλεν ἀληθῶς τὴν ὄψιν τῶν μαθηματικῶν ἐπιστημῶν. Ἡ 
Φυσικὴ καὶ ἡ Αλγεβρα καθ᾽ ἑαυτὴν ὠφελήθη μεγάλως ἀπὸ τὴν 
εἰσαγωγὴν τῶν συντεταγμένων καὶ ἡ ἀνάλυσις ἐπλουτίσθη μὲ τὴν 
μέθοδον τῶν ἀπροοδιορίστων συντελεστῶν. 


Ἢ ἀναλυτικὴ μέϑοδος τοῦ Καρτεσίου ἐκαλλιεργήθη ἐξ ἄλλου ὑπὸ 


ΥΙ 


μεγάλου ἀριθμοῦ γεωμετρῶν, ἐκ τῶν ὁποίων περιοριζόμεθα νὰ 
ἀναφέρωμεν ὀλίγους τινάς. 


ἴε νι (1625 --- 1672). "Ἔδωσεν μίαν ὀργανικὴν κατασκευὴν 
τῶν κωνικῶν. 


Ἡ αἰδος (1616 --- 1703). Εἶναι ὁ πρῶτος γράψας ἔν «Τναϊίἐ αἀπα- 
ἰψέσιιε ἀ68 δεοίϊονδ οὐπὶηι68». 


γευϊαπὶ (1622--1703). ἼἜἜθεσεν τὸ πρόβλημα τοῦ ἀκριβῶς τετρα- 
γωνισίμου σφαιρικοῦ θόλου. 


Ἤμγφεης (1629 --- 1695). Πολλαπλῶς ἔνδοξος, ἔδωσεν τὴν θεω- 
ρίαν τῶν ἐξειλιγμένων, εἰσήγαγεν τὴν ἀρχὴν τῆς διατηρήσεως τῶν 
δρωσῶν δυνάμεων καὶ ἐδημοσίευσεν τὸ ἔργον Τραϊίά ἀε ἴα ]ιμναϊάνε. 


1α Ηΐτε (1640 --- 1718). Συνεχιστὴς τῶν θεωριῶν τοῦ Καρτεσίου 
καὶ τοῦ Ραβοαὶ, ἔδωσεν μίαν νέαν μέθοδον διὰ τὰς τομὰς κωνικῶν 
καὶ κυλινδρικῶν ἐπιφανειῶν, ἕν ὑπόμνημα ἐπὶ τῶν ἐπικυκλοειδῶν 
καί, τὸ 1685, τὸ μέγα ἔργον αὐτοῦ «Τγαϊίέ ἀδδ 8εοίϊοτιβ οοπίριυι68». 


ΔΝεινίσηα (Νεύτων, 1642 -- 1727). Μέγας γεωμέτρης. ᾿Εδημοσίευ- 
σεν τὸ ἔργον 1᾿ Ατιἐππιῤίϊφμα μπὶυονϑοὶίο, ὑπόδειγμα τέλειον τῆς 
ἐφαρμογῆς τῆς μεθόδου τοῦ Καρτεσίου, εἰς τὴν λύσιν τῶν γεωμετρι- 
κῶν προβλημάτων καὶ τὴν κατασκευὴν τῶν ριζῶν τῶν ἐξισώσεων. 
Τὸ μέγα ἔργον του, 185 Ργίποῖρεθ, περιλαμβάνει μέγαν ἀριθμὸν 
προτάσεων τῆς καθαρᾶς Γεωμετρίας ὡς καὶ ἐπὶ τοῦ ὑπολογισμοῦ 
τῶν τόξων τῶν ἐπικυκλοειδῶν. Ἧ σημασία ὅλων τούτων ἐν τούτοις 
ὠχριᾶ ἐνώπιον τῆς ἀνακαλύψεως τοῦ ἀπειροσεικοῦ λογισμοῦ, τῆς 
ὁποίας τὴν δόξαν διεκδικεῖ ὁ Νεύτων ἀπὸ τὸν [,εἰ πὶ. 


Δεϊδπὶς (1646 -- 1716). Εἶναι ὁ κύριος συγγραφεὺς τῶν θαυμα- 
στῶν ἀποδοτικῶν μεθόδων, τὰς ὁποίας ὠνόμασεν διαφορικὸν λογι- 
σμὸν καὶ ὁλοκληρωτικὸν λογισμόν. ὋΟ διαφορικὸς λογισμὸς ἐφαρμόζε- 
ται κυρίως εἰς τὸν προσδιορισμὸν τῶν ἐφαπτομένων καὶ τῶν μεγί- 
στῶν καὶ ἐλαχίστων. ᾽Ο ὁλοκληρωτικὸς λογισμὸς ἐφαρμόζεται εἰς 
τοὺς τετραγωνισμοὺς ἐπιφανειῶν, κυβισμοὺς ὄγκων καὶ ὑπολογι- 
σμοὺς μήκους τόξων καμπύλων, 

Ἠαίεν (1646 --- 1742). Δὲν εἶναι μόνον διάσημος ἀστρονόμος 
ἀλλὰ καὶ διακεκριμμένος γεωμέτρης. Εἰς αὐτὸν ὀφείλομεν τὴν με- 
τάφρασιν καὶ ἀποκατάστασιν τῶν πλείστων ἔργων τοῦ ᾿Απολλωνίου. 


Μαεϊαιιγὶπ (1698 --- 1746). Εἰς τὸ ἔργον του «Τναϊό ἀε8 Χμ Σϊο πὲ 
ἀποδεικνύει τὴν μεγάλην ὠφέλειαν ποὺ δύναταί τις νὰ ἀποκομίσῃ 
ἀπὸ θεωρήσεις καθαρῶς γεωμετρικὰς διὰ τὴν μελέτην θεμάτων 
σχετικῶν μὲ τὴν ἕλξιν τῶν ἐλλειψοειδῶν. 


ΑΙ. δἰπισοη (1687 --- 1768). Εἰς τὸ ἔργον του ΤΡαϊϊέ οδ5 οοπίψιδδ, 
ἐδημοσίευσεν τὰ θεωρήματα τῶν Πεβατριο5 καὶ Ῥαβ8ς4], ὁμοίως 
τὸ πρόβλημα τοῦ Πάππου αα φιαίμον ἰἱΐπεας καὶ ἠσχολήθη νὰ 
ἀνακαλύψῃ τὰ πορίσματα τοῦ Εὐκλείδου. 


ΟἹ δενγπομ  ἐφήρμοσαν πρὸ πάντων τὸν ἀπειροστικὸν λογισμόν. 


“αέεφιες Βογποωϊιὶ (1654 -- 1705). Εἶναι εἷς ἐκ τῶν πρώτων χρη- 
σιμοποιησάντων τὸν ὁλοκληρωτικὸν λογισμόν. ᾿Εμελέτησεν τὴν 
λογαριθμικὴν ἕλικα. 

Μαρκήσιος 4“ε 1 Ἠορὶεαὶ (1651 -- - 1704). "Ἔδωσεν τὴν θεωρίαν τῶν 
ἀπειροστῶν. 


ΝΗ 


απ Βενπομ (1667 -- - 1748). ᾿Εφάμιλλος τοῦ ἀδελφοῦ του 


δοᾳτςος, προέτεινε τὸ πρόβλημα τοῦ βραχυστοχρόνου. ᾿Επίσης ἐμε- 
τησῖν τὸ πρόβλημα τῶν ἰσοπεριμέτρων. 


Περιοριξόμεθα εἰς τὸ νὰ ἀναφέρωμεν τὰ ὀνόματα τοῦ οἶα 
(1652 -- 1249) καὶ τοῦ ἀλγεβρικοῦ του ϑεώρήματος, τοῦ Αἰϊεεασεϊ 
(1676 --- 1754), τοῦ ὁποίου τὸ ὄνομα φέρει μία διαφορικὴ ἐξίσωσις, 
τοῦ 7αγίον (1685.--- 1731) καὶ τῆς σειρᾶς τον, τοῦ Μοέυγα (1667.-- 1756), 
τοῦ (οίε. (1682 -- 1716) καὶ τῶν θεωρημάτων του, τοῦ ὄγανεεγ 
(1704 --- 1752) καὶ τοῦ ἔργου του Ϊπἰτοἀμοίίοπ ἁ ᾿᾿απαῖνεο ἀδϑ σοιγδεΣ 
αἰρόννίηιιο5, διὰ νὰ φθάσωμεν εἰς ἕνα ἐκ τῶν μεγαλυτέρων ἀνα- 
λυτῶν. 


Εωϊεν (1707 --- 1783). ᾿Εδημοσίευσεν τὸ ἔργον του Ϊηπίροάμοίίοη ἁ 
ιαπαῖμδε ὧδ᾽ ἱπ καὶ μέγαν ἀριθμὸν ὑπομνημάτων ἐπὶ διαφό- 
ρῶν περιοχῶν τῶν μαθηματικῶν ἐπιστημῶν. 


Οἰαίγαωέ (1713 --- 1765). Εἰς ἡλικίαν δέκα Εξ ἐτῶν ἔγραψεν τὸ 
ἔργον του Τναϊίό ἀδϑ οοιινῦεε ἁ ἀοιδίε οουνδμνε καὶ ἐξέθεσεν διὰ 
πρώτην φοράν, μὲ ἕνα τρόπον μεθοδικόν, τὴν θεωρίαν τῶν συντε- 
ταγμένων τοῦ χώρου, ἐφαρμόζων αὐτὴν εἰς τὰς καμπύλας ἐπιφα- 
νειῶν καὶ εἰς τὰς καμπύλας διπλῆς καμπυλότητος αἵτινες προκύ- 
πτουν ἐκ τῆς τομῆς τῶν. 


Ὅ' Αἰεπιδενέ (1716 --- 1783). Εἴναι κυρίως γνωστὸς ἀπὸ τὸ ἔργον 
του Τναϊί ἀδ ἀνπαπιίηιιε. 


λανιδενί (1728 --- 177). ᾿Εδημοσίευσεν τὸ ἔργον του Τραϊίά ἀδ 
φονρεοίϊυο καὶ τὸ ΤΡαϊίέ φέοπιδίνιις ἀδ οονιδίε8. 


εεοι (1730 --- 1783). Γνωοτὸς ἀπὸ τὸ ἔργον του ὕοωνό οοπιρίεί 
ἀδ νιαϊμάνλαίίημεο. 


λασναησφε (1736 --- 1613). Συγγραφεὺς τοῦ ἔργου Μέεοαπίφμε απα- 
ἰνέίσιε καὶ τοῦ Οαϊομὶ ἀδε νατὶαἰϊοπϑ. ᾿ ὼ 


Σαρίαεο (1749 --- 1827). Εῤς αὐτὸν ὀφείλεται μέγας ἀριθμὸς ἐρ- 
γασιῶν τῆς ἀναλύσεως καὶ τῆς Οὐρανίου Μηχανικῆς. 

Ἢ δύναμις καὶ ἡ γονιμότης τῶν ἀναλυτικῶν μεθόδων ἐξήσκη- 
σαν ἔκτοτε τοιοῦτον θέλγητρον ἐπὶ τῶν διανοιῶν, ὥστε δὲν ἐκαλ- 
λιέργουν πλέον, οὕτως εἰπεῖν, τὴν καθαρὰν Γεωμετρίαν. Ἡ ἀφύ- 
πνισις συνετελέσθη περὶ τὸ τέλος: τοῦ ἴθου αἰῶνος καὶ ἐπανέφε- 
ρεν τὴν προσοχὴν ἐπὶ καθαρῶς γεωμετρικῶν μεθόδων. 


Μοηφο (1746 --- 1818). Συνήνωσεν τὰ στοιχεῖα τῶν διεσπαρμένων 
κατασκευῶν εἰς τὰ ἔργα τοῦ Ὠεβαάταηιςεθ, τοῦ Ετέρίες καὶ τῶν δια- 
φόρων πρακτικῶν καὶ ἵδρυσεν τὴν παραστατικὴν Γεωμετρίαν. 
"Ανήγαγεν οὕτω εἰς ἕνα μικρὸν ἀριθμὸν ἀναλλοιώτων ἀρχῶν καὶ 
κατασκευῶν, ὡρισμένων καὶ εὐκόλων, ὅλας τὰς γεωμετρικὰς πρά- 
ξεις, αἱ ὁποῖαι εἶναι δυνατὸν νὰ παρουδίσοβοῦν εἰς τὴν κοπὴν 
τῶν λίθων, τῶν οἰκοδομικῶν ξύλων, τὴν προοπτικὴν καὶ τὴν γνω- 
μονικήν. ᾿Ανέπτυξεν ἐξ ἄλλου τὴν ἱκανότητα τῆς ἐποπτείας τῶν 
σχημάτων τοῦ χώρου καὶ ἀνεκάλυψεν ἰδιότητάς των. 


(ανποί (1753 --- 1623). ἝἜδωσεν τὴν μέϑοδον τῶν διατεμνουσῶν καὶ 
τῆς Πεωμετρίας τῆς ϑέσεως, ἥτις ἐπέτρεψεν νὰ ἀφαιρέσωμεν ἀπὸ 
μίαν δοθεῖσαν περίπτωσιν ἑνὸς προτεινομένου προβλήματος, τὰς 
διαφόρους ἄλλας περιπτώσεις αἵτινες δυνατὸν νὰ παρουσιασθοῦν. 


ΙΧ 


Δεφεάνε (1762 ---- 1833). Κατέστη δημοφιλὴς διὰ τοῦ ἔργου του 
Εἰόνιεηί ἀφ σέοπιόίνιε, δημοσιευθέντος τὸ 1794, ᾿Αφωσοιώθη ἐπίσης 
εἰς τὴν ἀνωτέραν ἀνάλυσιν καὶ τὴν ϑεωρίαν τῶν ἀριϑμῶν. 


ϑιρὲν (1784 --- 1873). Εἰς τὸ ἔργον τοῦ Δένεϊορρετιεηίϑ εἰ 868 
Αρριϊραίϊϊοτδ ἀκ Οσέογιέίτιο, πραγματεύεται, δι’ ἁπλῶν γεωμετρικῶν 
θεωρήσεων, μερικὰς τῶν πλέον δυσκόλων προτάσεων τῆς ἀνα- 
λύσεως. 

Βείαπελονι (1785 --- 1864). Ἔκαμε γνωστὰς τὰς ἰδιότητας τοῦ πε- 
ριγεγραμμένου περὶ κωνικὴν ἐξαγώνου καὶ ἐδημοσίευσεν ὑπό- 
μνημὰ ἐπὶ τῶν καμπύλων δευτέρου βαϑμοῦ. 


οηεείει (1788 --- 1857). Ὑπῆρξεν ὁ κύριος δημιουργὸς τῶν μεϑό- 
δων μεοτασχηματισμοῦ τῶν σχημάτων, διὰ τῶν γονίμων αὑτοῦ θεωριῶν, 
τῆς ὁμολογίας καὶ τῆς τῶν ἀντισερόφων πολικῶν. Τὸ ἔργον του Τραϊ(έ 
ἀεθ Ῥγοργιθίέθ ῃγολεοίζνεθ ἀε6 [ἴσωγεβΔ καταδεικνύει τὴν ἀσυνήθη 
ἰσχὺν τῶν ὀργάνων τούτων ἐρεύνης, ἅτινα ἐπενόησε καὶ μετεχεὶ- 
ρίσθη. Καὶ εἶναι μὲν δυνατὸν νὰ ἀνεύρῃ τις εἰς προηγούμενα 
ἔργα σπέρματά τινα τῶν δγώτερο μεθόδων’ ἐν τούτοις θὰ πρέπει 
νὰ ὁμολογηθῇ ὅτι ὑπόβχει μεγάλη ἀπόοτασις μεταξὺ ἑνὸς μεμο- 
νωμένου θεωρήματος, ὁσηνδήποτε σπουδαιότητα καὶ ἂν ἔχῃ τοῦτο, 
καὶ μιᾶς πλήρους θεωρίας, ἀγούσης εἰς πολυαρίθμους ἐφαρμογάς. 


Ῥιΐπσοι (1777 --- 1859), Ὃ τόσον ἄλλως γνωστὸς διὰ τῆς ϑεωρίας 
τῶν ξευγῶν αὑτοῦ’ ἐμελέτησε τὰ ἀστεροειδῆ πολύεδρα. 


(αυεὰν (1789 --- 1857). Χειρίζεται τὸ αὐτὸ θέμα’ οὗτος ἄλλως 
ἠσχολήθη μὲ θέματα ἀναφερόμενα εἰς τὸ σύνολον τῶν κλάδων 
τῶν Μαθηματικῶν. 


Λόδεμς (1790 --- 1868) καὶ “5,εἰπεγ (1796 --- 1863). Ἔφαριόζοῦν 
ἐπιτυχῶς τὰς μεθόδους μετασχηλατιο οὔ τῶν σχημάτων. Εἰς τὸν 
τελευταῖον ὀφείλομεν μέγαν ἀριθμὸν θεωρημάτων. 


Θεέγφοππε (1771 -- 1858). Εἰς τὰ Ἧππαΐϊεθ πιαϊμόπιαι(ἰηιιε8 αὑτοῦ 
ἐφαρμόζει τὰς νέας θεωρίας καὶ διατυπώνει τὴν ἀρχὴν τοῦ δνασμοῦ, 
γενικεύων τὰ πορίσματα τῆς μεθόδου τῶν ἀντιστρόφων πολικῶν. 


ΟΠλασίεα (1793 --- 1880). ᾿Επιλαμβάνεται ὅλων τῶν νεωτέρων θεω- 
ριῶν καὶ τὰς ἐπεκτείνει διὰ τῶν ἰδίων του ἐρευνῶν, ἐμφανίζων 
ταύτας κατὰ τρόπον κομψὸν καὶ αὐστηρόν, διὰ τῆς χρησιμοποιή- 
σεως τῶν μετασχηματισμῶν, οὖς ἀποκαλεῖ ὁμογραφίαν καὶ συσχετι- 
σμὸν τῶν σχημάτων' ὁ ἀναρμονιπὸς λόγος εἶναι ἡ θεμελιώδης βάσις 
τῶν θεωριῶν τούτων. Τὰ ἔργα αὐτοῦ : (έονπιέίγιο 9μρότιειτε, Τραὶίέ 
ἀε9 εοπίᾳμεε καὶ ἡ ἀποκατάστασις παρ᾽ αὐτοῦ τῶν πορισμάτων τοῦ 
Εὐκλείδου, ἀφῆκαν ἐποχὴν εἰς τὴν ᾿Ιστορίαν τῆς Γεωμετρίας. 


νγεπιοπα (1830 --- 1903). Συνοψίζει εἰς τὴν προβολικὴν Γεωμετρίαν 
αὑτοῦ τὰς ἀρχὰς τῆς νεωτέρας Γεωμετρίας, τὰς ὁποίας ἔθεσαν οἱ 
“Ῥοπεείει, ϑιείπον, Ὁλωσίρα. ᾿Αντιθέτως πρὸς τὴν συνήθειαν τῶν πλεί- 
στῶν συγγραφέων ὁ σοφὸς οὗτος οὐδέποτε ἀμνημονεῖ τῶν προγε- 
νεστέρων αὑτοῦ ἐπιστημόνων. 


Οἱ διαδδ-ς, 7λοπισοπ, ζίομυὶε κλτι. ἐργάζονται ἐπὶ τῆς ἀντιστρο- 
φῆς τῶν σχημάτων, ὁ δΒειϊανὶτ. δημιουργεῖ τὴν θεωρίαν τῶν ἰσοδυνὰ- 
μιῶν (ἐσωϊροιἰεπεοθ), ἐνῷ δ Μαππλεὶπι ἀναπτιύσσει τὴν Κινηεικὴν 
ρωμέτρίον. Ταύτης ὁ Χοδενναὶ εἶχεν ἤδη δώσει μίαν πρώτην ἔν- 
νοιαν, διὰ τῆς μεθόδου του τῶν ἐφαπτομένων καὶ τὴν ὁποίαν μέ- 


Χ 


θοδον ἠκολούθησεν ὁ οίπεοέ εἰς τὴν θεωρίαν του ἐπὶ τοῦ στιγ- 
μιαίου κέντρου περιστροφῆς. 

Εἰς τὸν διὰ μηχανικῶν μέσων μετασχηματισμὸν τῶν σχημάτων 
εἰργάοθησαν ὁ εαωεείϊεν, γνωστὸς ἐκ τοῦ ἀντισεροφέως τον, επιρε. 
Ηανέ, ϑγίσασίεν, 1 σωΐπε, Θαγδομχ. 

Εἰς τὰς ἡμέρας μας (5) ἡ Γεωμετρία ἐπλουτίσθη δι᾽ ἑνὸς μεγά- 
λου ἐνδιαφέροντος κεφαλαίου, χάρις εἰς τὰς ἐργασίας πλήθους 
διακεκριμμένων Γεωμετρῶν, μεταξὺ τῶν ὁποίων πρέπει πρωτίστως 
νὰ ἀναφέρωμεν τοὺς Ζενισίπε, Βγοεανὰ καὶ Νεωδετσ. 

“Ακολούθως δὲ τοὺς ., (41:7, Ο. 7αγνγ, ΑΙ. ἀ Οεαφης καὶ Ο. Ἅε 
δοπφεδαπιβο. 

Κατὰ τὰ διάφορα ετιστηίονικα, συνέδρια, ὁ ΜΚ. ΕΣ. γ᾽ φαγὶ ὑπῆρ- 
ξεν ὁ Ἰστοριογράψφος τῶν ἐρευνῶν τῶν σχετικῶν μὲ τὴν Γεωμε- 
τρίαν τοῦ Τριγώνου. 

Κατὰ τὸ 1904, ὁ σαείοη ὌαγδομΣ ἐδημοσίευσεν τὴν ἀξιοση- 
μείωτον σίαν διιάδ δμν ἰε ἀδυοϊορρενιδπὶ ἀφ Μειδποάδε ρόονιἐ- 
ἐγίημες αὦ ΧΙΧε. κἰδοῖε. 


(5) (1890 -- 1910). 


ΠΙΝΑΞ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 


ΠΡΟΛΟΓΟΣ:. Ὁ τῶ νυ τοις κα ρος τ τ πυφει οτος " 
ΙΣΤΟΡΙΚΑΙ ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ... . ...-τὐὐνννννννν 8} 
ΜΈΘΟΔΟΙ 
Ιι. ΓΕΝΙΚΑΙ ΜΕΘΟΔΟΙ 

Σελ' 
Εἰσαγωγὴ. ....... ςτὸ φρο κ φοςτς μὼςἙ 1 
1. Ταξινόμησις τῶν μεϑόδων.. .. . . .«.«τττν νὸν ων 4 
8 11. Ταξινόμησις τῶν Γεωμετριχῶν ἀσκήσεων καὶ ἀπόδειξις τῶν 
θεωρημάτων διὰ τῆς ἀναλύσεως. . . .. «νων δ 
8 111. Σύνϑεσις καὶ εἰς ἄτοπον ἀκαγωγὴ . . .. .«.. «ὦν 18 
ΒΝ. Προβλήματα γραφικὰ. . . ..-.τὐὐννν νιν νων 16 
Εἰδικαὶ μέϑοδει .. .. .. ..«-τὐνὐν νιν ννννν Ρ» 
Ι:. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 
8 1. ΓἜρευνα τῶν γεωμετριχῶν τόπωο ... . . . .««-τοὖν 48 
8 11. Χρῆσις γεωμετρικῶν τόπων... . . . «τον νὸν ν 81 
8 1Π1. Περιβάλλουσαι. .. .. ...τὐν ον εν νιν νιν 58 
1|. ΧΡΗ͂ΣΙΣ ΤΩΝ ΒΟΗΘΗΤΙΚΩ͂Ν ΣΧΗΜΑΤΩΝ 
81. Βοηϑητικαὶ κατασχευαὶ. . . . . «τον ν νιν ων 6Ι 
Β 11. Σχήματα συμμετριχὰ. .. .. .«.τὐνὐνν νιν νι νιν 66 
δ 11. Σύνϑεσις καὶ ἀποσύνθϑεσις σχημάτων... . . . . ..- 69 
8 ᾷΨΝ. Βοηϑητιχὰ ἐμβαδὰ . .. .ὄ ....ττὐν νὸν νων 14 
ΒΝ. Βοηϑητικοὶ ὄγχοι .. .. ..-.--τὐν νιν νων 18 
βΝΊΙ. Προβολαὶ ἢ τομαὶ . .. ...«ττὐνν νιν ννων 82 
Ιν. ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 
Β1. Παράλληλος μεταφορὰ .... «τον νων 81 
8 11. ᾿Αναγωγὴ τῶν τεταγμένων... . . .- .« «τον ν νον 93 
8 1Π|. Ὁμοιότης χαὶ ὁμοιοϑεσία. .. . . . , «τ νὸν νὸν 97 
8ΝᾷΡΓΝ, Μέθοδος τοῦ ἀντιϑέτου προβλήματος. . .. .. . . .. 99 
ΒΝ. ᾿Αντιστροφὴ. . .ὄ .. «τον ν νιν νιν νιν νιν νιν 102 
ν. ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΙΣ ΚΑΙ ΕΠΕΚΤΑΣΙΣ 
Β 1. Διερεύνησις προβλήματος . . . .ὄ -«..ττὐννν νι κνν 118 
διάφοροι τρόποι κατὰ τοὺς ὁποίους δυνάμεϑα νὰ ϑεω- 
ρήσωμεν ἕν πρόβλημα. . . .. .««τὐν νων εν 181 
811. Ἡ μέϑοδος τῆς ἐπεκτάσεως .. . . . «τ τνννν 182 
᾿Επέχτασις εἰς σχήματα τοῦ χώρου. . . . . . «Ὁ 131 


8 111. Διαδοχικαὶ ἐπαγωγαὶ . . . ....Ὁ.ων δον ἃς ἢ δὴν 145 


ΦΙΨΝ. Γενίκευσις . . . .. «νὸν ν νι νννν κι κικννιεν 149 
ν!. ΑΔΛΓΕΒΡΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ 
81. Κατασκευὴ τῶν τύπων . .. .. .«...τὐνν νων . 156 
411. Ἐπ εἰς ἐντροπῆς μεθόδου ξιρΣ ν ὩΡ. ὩΣ δι θα θῷ τῷ τι 
Παξατήσαις ἐπὶ τῆς ἐκλογῆς καταλλήλου μεϑόδου ἀπο: τὰ 
8 πὶ. προδηρνενα ἐκί νῆς ἐφεκιομόν ἀν νέον, 169 
ἩΤῸΣ υρϑν ὕσεων ἑνὸς προβλήματος. .. . . . .«.... 111 
ΒΊΙΝ, ἜΔΟΝ στα σχέσεις .. .. .. «τον νι ννν 119 
ὶ τῶν ἀριθμητικῶν οχύθεων Δ 181 
Προβλήματα τοῦ ᾿Απο οὔ... ὃς φως ιος 184 
Προόβλημα τῆς διωρισμένης ἀποτομῆς ἀν ἀροῦν θα γον τ ΘΘΥΣΣ 185 
Ν]. ΜΕΓΙΣΤΑᾺ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΑ 
4.1. ι"Οριακὴ λύσις . . . .«..τνὐὐν νὸν νιν νιν νον 186 
ΠῚ τῶν ἀρχῶν... .--.«.τὐὐὐ νων 190 
8 111. Μεταβλητὴ θεωρουμένη ὡς σταθερὰ. .. . . ....ὦ 191 
8 ΙΝ. Χρῆσις τῆς ἐφαπτομένη... .. ..««τνν τ νον 900 
ἔν. Μέγιστα καὶ ἐλάχιστα ὄγκων. .. . . . «ττνννον 4060 
ξ ΝΙ. Χρῆσις τῆς ἐφαπτομένς .. ... .-- τον ν νον 914 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 

Ἢ ἐκλογὴ τῶν ἀσχήσεων . . . . . «τ. ννν νιν νων 928 

ΒΙΒΛΙΟΝῚΙ 

ΘΕΩΡΉΜΑΤΑ 
Γὠωνίαὶ ἀρ το τ φς υιφ ςνν κιωως δῆς τρίς αν χὰ . 8324 
Κάϑετοι καὶ πλάγιαι . . . .. «τον νὸν νων ἜΝ ΔΎ 
Παράλληλοι .. .. «τ νὸν νυν νι εινινν 29 
Τρεῖς εὐθεῖαι διὰ τοῦ σημψίον πνκρο ὀρωες Ὄξον ὐν ἐτο τὸ αν δ ογ ον, ΣΉΝ 80 
Τυχὸν τρίγωνον. . .ὄ .«,..- τ τον ν νιν σιν νιν εν 288 
"Ισοσκελῆ τρίγωνα . . . ....ττὐὐν νιν νιν εν 24δ 
᾽Ορϑογώνια τρίγωνα .. . . .-.-τττὐὐν νιν νιν εν 250 
Παραλληλόγραμμα . .. . ..«..τὐὐν νιν ει νννν νων 458 
Τυαπέϊιον - : . οἰ.  ω 9 Ὁ νος ἐν ϑὼ τΠὼὸ δος ον ὁ 268 
Ἰετράπλευρον τυχὸν .. . . . - «τον νὸν νιν νειν 261 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ... ....ττὐν νιν ννν ες 266 
ΜΕΓΙΣΤᾺ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤᾺΑ. .. . οὐ νὸν νιν ο 269 

ΒΙΒΛΙΟΝΊΙ 

ΘΕΩΡΉΜΑΤΑ 
᾿Αποστάσεις καὶ χορδαὶ... . . .«τὐνννρ νι ννν εν Ω11 
᾿Εφαπτομένη . .. .....τὐὐνὸ νειν γ κικικιεν 281 
Μέτρησις τῶν γωνιῶν. . . .. «τον φ στιν ν νι νων 288 


Σχήματα ἐγγεγραμμένα εἰς κύκλον. .. .. «τ ττν νον 298 


ΧΙΙ 


Σελ. 
Ἐαμπυλόγοαμμα πολύγωνα... .. .- «τον νον νειν ων 808 
Κύκλος περιγεγραμμένος εἰς πολύγωνον . πο  πυ  γ" 
Πολύγωνα περιγεγραμμένα εἰς περιφέρειαν. .. .. . .... 888 
Εὐϑεῖαι διερχόμεναι διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου . . . . ..... 888 
Σημεῖα ἐπ’ εὐθείας. . . . . . .«.τννὐννν νειν. 848 
Σχήματα ἀντισιρόφως ἴσα... ... ««ττὐὐν νων τς ὧν 9 1388 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 
Χρῆσις γοαμμιχῆς σχέσεως. . . . . ΤΡ . 8588 
Χρῆσις γωνιαχῆῇς σχέσεως . . . .ὄ ..-.ττὐὐὐ νειν νν εν 8318 
ΠΡΟΒΛΉΜΑΤΑ 
Διάφοροι ἀποστάσεις... . .. -«τὐτὐννν νιν νων 880 
Τέμνουσαι . . . .. «τον νων ρων ἣ 886 
Τωνίαϊ.- τὸς φρο ἐς ς, το ἄν ξ χὰ το ρα ον 402 
Εὐϑεῖαι καὶ περιφέρειαι τεμνόμεναι .. . . . ......- ων 414 
᾿Εφαπτόμεναι καὶ συναρμογαὶ γραμμῶν. . . . . - τ τἷϑ πα ττῶν νίος 418 
Κατασκενὴ ἰσοσκελῶν ἢ ὀρϑογωνίων τριωνων. .. . .ὄ ..- 420 
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Κατασκευαὶ τετραπλεύρων... .. . ..«ττνὐννν νων . 441 
Μέγιστα καὶ ἐλάχιστα. .. . .. .« «τ νὸν νιν νων 452 
Διάφορα ζητήματα .. .. ...«.«ττὐννν νον ον νν, 466 
ΒΙΒΛΙΟΝ ΠΙ 
ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 
᾿Ανάλογα εὐθύγραμμα τμήματα .. ... τον νι νννν 418 
“Ὁμοιότης καὶ ὁμοιοϑεσία. . .. τς ἀπ κῶν ἀρ ὦν νὰν τς 491 
᾿ἘἘπίπεδα σχήματα ἀντιστρόφως ὅμοια. Ἔ ἐυοΣ ὐλ στον, δὲ ὃς ἀρ τοι ον τω 604 
᾿Αριϑμητικαὶ σχέσεις εἰς τὸ τρίγωνον . . .ὄ . «τ τνννν 5810 
᾿Αριϑμητικαὶ σχέσεις εἰς τὸ τετράπλευρον .. . . . . ..... δὅ8ι 
Διατέμνουσαι. .. . . «ων νν νιν νιν νννν, 5859 
Περιφέρειαι .-- Θέσεις. . . ....νὐὐὐ νον νι κκι νι εν εν 590 
"Αριϑμητικαὶ σχέσεις.--- Περιφέρεια . . . . ....ω- νιν 612 
"Αντίστροφα σχήματα ἐλ λξ ρχφ: ἐφ᾽ ταν ΚΛ ΩΣ τὸ κῶν ἐν  ἐϑ νὰν Ὡς ὙΡ Ἰδεχα τὰ 6δ8 
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ΜΈΘΟΔΟΙ 


Δία Νὰ ΑΠΟΔΕΙΚΝΥΩΝΤΑΙ Τὰ ΘΕΩΡΉΜΑΤΑ 
ΚΑΙ ΝᾺ ΛΥΩΝΤΑΙ Τὰ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤᾺΑ ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 


Ι 
ΓΕΝΙΚΑΙ ΜΕΘΟΔΟΙ 


ἙΕἰσαγωγὴ 


1. Εἶναι χρήσιμον νὰ προτάξωμεν τῆς ἐκθέοσεως τῶν μεθόδων 
μερικὰς ὑποδείξεις, σχετικὰς πρὸς διαφόρους προτάσεις τὰς ὁποίας 
ἐνδεχομένως θὰ χρειασθῇ ν᾿ ἀποδείξωμεν. 


3. Τρόντος διατνπώσεως τῶν ϑεωρημάτων. Ἢ διατύπωσις ἑνὸς 
θεωρήματος συνίσταται κυρίως ἀπὸ μίαν ὑπόθεσιν καὶ ἀπὸ ἔν συμ- 
πέρασμα. 


Παράδειγμα. Πᾶν σημεῖον τῆς διχοτόμου μιᾶς γωνίας, ἰσαπέχει τῶν 
δύο πλευρῶν αὐτῆς. 

Ἦ ὑπόθεσις συνίσταται εἰς τὸ νὰ θεωρήσω, ὅτι τὸ σημεῖον κεῖ- 
ται ἐπὶ τῆς διχοτόμου' τὸ συμπέρασμα συνίσταται εἰς τὸ νὰ εἴπω, 
ὅτι τὸ σημεῖον ἰσαπέχει τῶν δύο πλευρῶν. 


3. Σημείωσις. Ἢ ὑπόθεσις διατυποῦται συνήθως εἰς τὴν ἀρχὴν 
τῆς προτάσεως: ἀλλὰ δυνάμεθα νὰ ἀρχίσωμεν ἀπὸ τὸ συμπέρα- 
σμα καὶ νὰ εἴπωμεν π.χ΄: 

Δύο τρίγωνα εἶναι ἴσα, ὅταν ἔχουν τὰς τρεῖς πλευρὰς ἀντιστοίχως ἴσας, 


4. Εἴδη προτάσεων. Δύο προτάσεις συγκρινόμεναι πρὸς ἀλλή- 
λας δύνανται νὰ εἶναι ἀνείσεροφοι, ἀντίϑετοι, ἀντιφατικαί. 


Προτάσεις ἀντίστροφοι. Δύο προτάσεις λέγονται ἀντίστροφοι, 
ὅταν ἡ ὑπόθεσις καὶ τὸ συμπέρασμα τῆς πρώτης, εἶναι ἀντιστοί- 
χως συμπέρασμα καὶ ὑπόθεοις τῆς δευτέρας. 


Προτάσεις ἀντίϑετοι. Δύο προτάσεις εἶναι ἀντίθετοι, ὅταν αἱ 
συνθῆκαι τῆς δευτέρας εἶναι τὸ ἀντίστροφον ἢ ἡ ἄρνησις τῶν ουν- 
θηκῶν τῆς πρώτης οὕτω, ἡ ὑπόθεσις τῆς ἀντιθέτου προτάσεως 
εἶναι τὸ ἀντίθετον τῆς ὑποθέσεως τῆς ἀπ᾽ εὐθείας προτάσεως καὶ 
τὸ συμπέρασμα τῆς ἰδίας αὐτῆς ἀντιθέτου προτάσεως, εἶναι ἐπί- 
οης τὸ ἀντίθετον τοῦ συμπεράσματος τῆς ἀπ᾽ εὐθείας διατυπωθεί- 
σης προτάσεως. 


Προτάσεις ἀντιφατικαί. Δύο προτάσεις εἶναι ἀντιφατικαί, ὅταν 
ἔχουν τὴν ἰδίαν ὑπόθεσιν καὶ διαφορετικὸν συμπέρασμα, ἢ διαφο- 
ρετικὰς ὑποθέσεις καὶ τὸ αὐτὸ συμπέρασμα. 


Γεωμετρία 1 


δ. Προτάσεις ἀντίστοιχοι. Εἰς πᾶσαν πρότασιν δοθεῖσαν, ἀντι- 
στοιχοῦν: 

1) Ἢ ἀντίστροφος πρότασις. 

2) Ἢ ἀντίθετος πρότασις καὶ ἡ ἀντίστροφος αὐτῆς. 

3) Αἱ δύο ἀντιφατικαὶ προτάσεις καὶ αἱ ἀντίστροφοί των. 


Παραδείγματα. ᾿Αρχικὴ πρότασις, Πᾶν σημεῖον τῆς διχοτόμου 
μιᾶς γωνίας, ἰσαπέχει τῶν πλευρῶν αὐτῆς. 

“Αντίστροφος πρότασις. Πᾶν σημεῖον ἰσαπέχον τῶν πλευρῶν μιᾷς 
γωνίας, κεῖται ἐπὶ τῆς διχοτόμου αὐτῆς. 

᾿Αντείϑετος πρότασις καὶ ἡ ἀντίστροφος αὐτῆς. 1) Πᾶν σημεῖον λαμ- 
βανόμενον ἐκτὸς τῆς διχοτόμου, ἀπέχει ἀνίσως τῶν πλευρῶν τῆς 
γωνίας. 

2) Πᾶν σημεῖον ἀνίσως ἀπέχον τῶν πλευρῶν μιᾶς γωνίας, δὲν 
κεῖται ἐπὶ τῆς διχοτόμου της, 

"Αντιφατικαὶ προτάσεις. 1) Πᾶν σημεῖον τῆς διχοτόμου, ἀπέχει 
ἀνίσως τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας. 2) Πᾶν σημεῖον λαμβανόμενον 
ἐκτὸς τῆς διχοτόμου, θὰ ἰσαπέχῃ τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας. 


6. Παρατηρήσεις. 1) Τὸ ἀντίστροφον ἑνὸς θεωρήματος δυνατὸν 
νὰ εἶναι μία πρότασις ψευδής. Οὕτω ἐκ τοῦ γνωστοῦ θεωρήματος : 
ὅλαι αἱ ὀρϑαὶ γωνίαι εἶναι ἴσαι δὲν δυνάμεθα νὰ συμπεράνωμεν, ὅτι 
ὅλαι αἱ ἴσαι γωνίαι εἶναι ὀρθαί. 

2) Ἢ ἀντίθετος πρότασις ἑνὸς θεωρήματος δυνατὸν νὰ εἶναι 
ψευδής, τοιαύτη εἶναι ἡ ἑξῆς : ὅλαι αἱ μὴ ὀρθαὶ γωνίαι εἶναι 
ἄνισοι. 

3) Εἶναι προφανὲς ὅτι ἐὰν μία πρότασις εἶναι ἀληθής, ἡ ἀντι- 
φατική της, θὰ εἶναι ψευδὴς καὶ ἀντιστρόφως. 

4) Ἧ ἀντιφατικὴ πρότασις χρησιμεύει, ὅταν ἀποδεικνύωμεν διὰ 
τῆς εἰς ἄτοπον ἀπαγωγῆς τὸ ἀντίστροφον δοθέντος θεωρήματος. 


7. ᾿Ἑξάρτησις τῶν προτάσεων. [. ᾽Εὰν ἕν θεώρημα καὶ τὸ ἀντί- 
θετόν του εἶναι ἀληθῆ, τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὴν «ἀντίστρο- 
φον πρότασιν ἑκάστου τῶν θεωρημάτων τούτων. 


Παράδειγμα. Εἰς τὸν αὐτὸν κύκλον ἢ εἰς ἴσους κύκλους, ἴσα 
τόξα ὑποτείνονται ὑπὸ ἴσων χορδῶν καὶ ἄνισα τόξα ὑποτείνονται 
ὑπὸ ἀνίσων χορδῶν. 

Δυνάμεθα νὰ συμπεράνωμεν ὅτι: ἴσαι χορδαὶ ὑποτείνονται ὑπὸ 
ἴσων τόξων καὶ ἄνισοι χορδαὶ ὑποτείνονται ὑπὸ ἀνίσων τόξων. 

Ι1. ᾽Εὰν ἕν θεώρημα καὶ ἡ ἀντίστροφος πρότασις εἶναι ἀληθῆ, 
τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὴν ἀντίθετον πρότασιν ἑκάστου τῶν 
θεωρημάτων τούτων. 


Παράδειγμα. Πᾶσα εὐθεῖα κάθετος εἰς τὸ ἄκρον μιᾶς ἀκτῖνος, 
εἶναι ἐφαπτομένη εἰς τὴν περιφέρειαν καὶ ἀντιστρόφως, πᾶσα εὐ- 
θεῖα ἐφαπτομένη εἰς τὴν περιφέρειαν, εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ἀκτῖνα 
εἰς τὸ σημεῖον ἀἁφῆς. 

Προκύπτει ἀναγκαίως ὅτι: πᾶσα εὐθεῖα μὴ κάθετος εἰς τὸ 
ἄκρον μιᾶς ἀκτῖνος, δὲν εἶναι ἐφαπτομένη εἰς τὴν περιφέρειαν, 
καθὼς ἐπίσης καὶ πᾶσα εὐθεῖα μὴ ἐφαπτομένη, δὲν εἶναι κάθετος 
εἰς τὸ ἄκρον μιᾶς ἀκτῖνος. 


8. ΖΣυμπέρασμα. ᾽Εὰν παραστήσωμεν διὰ τῶν Α καὶ Α΄ μίαν 
πρότασιν καὶ τὴν ἀντίστροφόν της, διὰ τῶν Β καὶ Β᾽ τὰς ἀντιθέ- 
τοὺς προτάσεις τῶν Α καὶ Α΄, διὰ Γ καὶ Γ΄ τὰἀς ἀντιφατικὰς προ- 
τάσεις τῆς Α΄, δυνάμεθα νὰ ἀποδείξωμεν ἀπ᾽ εὐθείας τὰς Α καὶ 
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Β, διὰ νὰ προκύψουν α: Α΄ καὶ Β΄ ἢ νὰ ἀποδείξωμεν τὰς Α καὶ Α΄ 
διὰ νὰ προκύψουν ἡ Β καὶ ἡ ἀντιστροφός της Β΄. 

Τέλος δυνάμεθα νὰ ἀποδείξωμεν ἀπ᾽ εὐθείας, ὅτι ἡ Α εἶναι 
μία πρότασις ἀληθής, ἐὰν εὔρωμεν ὅτι μία τῶν ἀντιφατικῶν προ- 
τάσεων Γ ἢ Γ΄ τῆς ἀντιστρόφου Α΄ εἶναι ψευδὴς πρότασις, ὅτε θὰ 
συμπεράνωμεν τὴν ἀκρίβειαν τῆς Α΄ καὶ ἐν συνεχείᾳ τῶν Β καὶ Β΄. 

Δυνάμεθα νὰ εἴπωμεν ἐπίσης ὅτι : «Ἢ ἀντίστροφος καὶ ἡ ἀντί- 
θετος μιᾶς τυχούσης προτάσεως ἀληθοῦς ἢ ψευδοῦς, εἶναι πάν- 
τοτε ἀμφότεραι ἀληθεῖς ἢ ψευδεῖς» (1,.. σέτατθ). 


39. Σύγχρονοι ὕποϑέσεις. “Ἐν καὶ τὸ αὐτὸ θεώρημα δύναται νὰ 
διατυπώνῃ ἢ νὰ περιέχῃ περισσοτέρας τῆς μιᾶς ὑποθέσεις, αἵ 
ὁποῖαι ὀφείλουν νὰ συνυπάρχουν, διὰ νὰ καταλήξουν εἰς μοναδι- 
κὸν συμπέρασμα. Εἰς αὐτὴν τὴν περίπτωσιν, ὑπάρχουν τόσαι ἀντί- 
στροφοι προτάσεις, ὅσαι καὶ ὑποθέσεις. 


Παράδειγμα. Δύο ἐφεξῆς γωνίαι, τῶν ὁποίων αἱ μὴ κοιναὶ πλευ- 
ραὶ κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας, εἶναι παραπληρωματικαί. 

Ἢ συνθήκη τοῦ νὰ εἶναι ἐφεξῆς, αἱ γωνίαι, εἶναι μία πρώτη 
ὑπόθεσις καὶ ἐκείνη τοῦ νὰ ἔχουν τὰς μὴ κοινὰς πλευρὰς ἐπ’ εὐ- 
θείας, εἶναι μία δευτέρα. 

Θὰ ἔχωμεν τὰἀς δύο ἀντιστρόφους : 

1) ᾽᾿Εἀάν δύο παραπληρωματικαὶ γωνίαι εἶναι ἐφεξῆς, αἱ μὴ 
κοιναὶ πλευραὶ αὐτῶν κεῖνται ἐπ’ εὐθείας. 

2) ᾿Εὰν δύο παραπληρωματικαὶ γωνίαι ἔχουν τὰς μὴ κοινὰς 
πλευρὰς ἐπ’ εὐθείας, θὰ εἶναι ἐφεξῆς. 

Ἢ πρώτη πρότασις εἶναι ἀληθής’ αὕτη ἀνταποκρίνεται εἰς τὸ 
σχ. 1. Ἢ δευτέρα δὲν εἶναι’ διότι ἐὰν λάβωμεν τὴν γωνίαν γὶ 
ἴσην πρὸς τὴν β, αἱ γωνίαι α καὶ γΥ εἶναι παραπληρωματικαΐ, 
ἔχουν τὰς δύο πλευρὰς ἐπ᾽ εὐθείας καὶ ὅμως δὲν εἶναι ἐφεξῆς. 


Σι. 1. Σχ. 2. 


Εἰς τὸ σχ. 2, αἱ γωνίαι α καὶ βὶ εἶναι παραπληρωματικαὶ καὶ 
ἔχουν τὰς μὴ κοινὰς πλευρὰς ἐπ’ εὐθείας καὶ ὅμως δὲν εἶναι 
ἐφεξῆς. 

10. Παρατήρησις. Αἱ ἐνδείξεις τὰς ὁποίας ἐδώσαμεν εἶναι ἐν- 
διαφέρουσαι καὶ ἀκόμη ἀναγκαῖαι, διὰ νὰ προλάβωμεν τὰ ἀνα- 
κριβῆ συμπεράσματα καὶ τὰ ἀνακριβῆ πορίσματα, ὅταν ἐπιχει- 
ροῦμεν νὰ ἐξαγάγωμεν, ἀπ᾽ εὐθείας ἀπὸ ἕν θεώρημα, τὸ ὁποῖον 
εἵμεθα ὑποχρεωμένοι νὰ μελετήσωμεν, τὸ ἀντίστροφον ἢ τὸ ἀντί- 
θετον αὐτοῦ. Οὕτω «εἶναι καλὸν ὅπως οἱ μαθηταὶ ἔχουν γενικὰς 
ἰδέας ἀκριβεῖς ἐπὶ τῶν ἀποδεικτικῶν μεθόδων᾽ ἀκολουθοῦν εὐκο- 
λώτερον τὰς λεπτομερείας ἑνὸς θεωρήματος καὶ δύνανται νὰ συν- 
τομεύσουν τὴν σχετικὴν ἐργασίαν διὰ τὰς ἀντιθέτους, ἀντιστρό- 
φους κιλ.π. προτάσεις» (]. Βουτγκεῖ). 


δ... Ταξινόμησις τῶν μεθόδων 


11. Σκοπὸς τῶν μεθόϑων. Αἱ μέθοδοι ὑποδεικνύουν τὴν ὁδὸν 
τὴν ὁποίαν πρέπει νὰ ἀκολουθήσωμεν, διὰ ν᾿ ἀποδείξωμεν ἕν θεώ- 
ρημα ἢ διὰ νὰ λύσωμεν ἕν πρόβλημα. 

Εἰς τὴν Γεωμετρίαν δὲν εἶναι δυνατὸν νὰ ὑποδείξωμεν μίαν 
καὶ τὴν αὐτὴν ὁδὸν ἡ ὁποία, εἰς ὅλας τὰς περιπτώσεις, ὁδηγεῖ 
ἀναποφεύκτως εἰς τὸν σκοπόν: ἀλλὰ δυνάμεθα νὰ διευθύνωμεν 


τὰς ἀναζητήσεις μας καὶ νὰ εὕρωμεν εὐκολώτερον τὰ ζητούμενα 
ἀποτελέσματα. 


12. Κύρια εἴδη τῶν μεθόδων. Διαιροῦμεν τὰς μεθόδους εἰς δύο 

κυρίως ὁμάδας. Διακρίνομεν τὰς γενικὰς μεθόδους καὶ τὰς εἰδικὰς 
εθόδους. 

ἥ Αἱ γενικαὶ μέθοδοι δύνανται νὰ ἐφαρμοσθοῦν εἰς ὅλας τὰς πε- 
ριπτώσεις. Αἱ εἰδικαὶ μέθοδοι δὲν δύνανται νὰ χρησιμεύσουν, παρὰ 
μόνον εἰς μερικὰ θέματα’ ἡ χρῆσις τῶν περισσοτέρων ἐξ αὐτῶν, 
εἶναι τόσον περιωρισμένη, ὥστε πρέπει νὰ θεωρηθῇ ὅτι αἱ μέθοδοι 
αὅται δὲν ἀποτελοῦν παρὰ ἀπλᾶ τεχνάσματα. 

Αἱ γενικαὶ μέθοδοι εἶναι ἡ ἀνάλυσις καὶ ἡ σύνθεσις. 


18. ἪΗ ἀνάλυσις. Ἢ ἀνάλυσις εἶναι ἡ μέθοδος διὰ τῆς ὁποίας, 
ἀπὸ μίαν πρότασιν ἄγνωστον Α φθάνομεν εἰς μίαν ἄλλην ἄγνω- 
στον πρότασιν Β, κατόπιν ἀπὸ αὐτὴν τὴν πρότασιν Β εἰς μίαν τρί- 
τὴν Γ, ἀπὸ ταύτην εἰς μίαν τετάρτην Δ κιοικ., μέχρις ὅτου φθάσω- 
μεν εἰς μίαν γνωστὴν πρότασιν. 

Μεταξὺ τῆς προτάσεως ἀπὸ τὴν ὁποίαν ἀνεχωρήσαμεν, καὶ 
τῆς προτάσεως εἰς τὴν ὁποίαν ἐφθάσαμεν, δυνατὸν νὰ ὑπάρχῃ 
οἰοσδήποτε ἀριθμὸς ἐνδιαμέσων προτάσεων. 


14. Ἢ σύνϑεσις. Ἢ σύνθεοις εἶναι ἡ μέθοδος διὰ τῆς ὁποίας 
μεταβαίνομεν ἀπὸ μίαν γνωστὴν πρότασιν Δ εἰς μίαν ἄλλην γνω- 
στὴν Γ, ἀπὸ τὴν δευτέραν ταύτην Γ εἰς μίαν τρίτην Β, ἀπὸ ταύ- 
την εἰς μίαν τετάρτην κιο.κ., μέχρις ὅτου φθάσωμεν οὕτω εἰς τὴν 
ἀρχικὴν πρότασιν Α, τὴν ὁποίαν ἐπρόκειτο νὰ μελετήσωμεν. 

Ἡ ἀνάλυσις καὶ ἡ σύνθεσις ἀκολουθοῦν ἀντιθέτους δρόμους : 
ἐνῶ ἡ πρώτη ἀναχωρεῖ ἀπὸ τὴν πρὸς μελέτην πρότασιν, διὰ νὰ 
φθάσῃ εἰς μίαν γνωοτὴν πρότασιν, ἡ δευτέρα ἀναχωρεῖ ἀπὸ μίαν 
γνωστὴν πρότασιν διὰ νὰ φθάσῃ εἰς τὴν πρὸς μελέτην πρότασιν. 


16. Συβσοσιέρασμα. ᾿Οποιαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ πρὸς μελέτην 
ἄσκησις καὶ ὁποιαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ μέθοδος ποὺ θὰ ἀκολου- 
θήσωμεν, πρέπει αἱ προτάσεις νὰ προκύπτουν αἱ μὲν ἐκ τῶν δὲ μὲ 
ἀσφάλειαν, καθὼς ἐπίσης δύο διαδοχικαὶ προτάσεις πρέπει νὰ εἴ- 
ναι, ἀπὸ λογικῆς ἀπόψεως, ἀντίστροφοι. 


16. Προτάσεις ἀντίσετροφοι. Δύο προτάσεις εἶναι, ἀπὸ λογικῆς 
ἀπόψεως, ἀντίστροφοι, ὅταν ἑκάστη τούτων καὶ ὅλαι αἱ συνέπειαί 
της εἶναι ἐπακόλουθον τῆς ἄλλης. 


Παράδειγμα. “Ὅταν αἱ γωνίαι ἑνὸς τριγώνου εἶναι ἀντιστοίχως 
ἴσαι πρὸς τὰς γωνίας ἑνὸς ἄλλου, αἱ πλευραὶ τοῦ πρώτου τριγώ- 
νου εὐρίσκονται εἰς σταθερὸν λόγον μὲ τὰς ἀντιστοίχους τοῦ δευ- 
τέρου, τὸ αὐτὸ δὲ συμβαίνει μὲ τὰ ἀντίστοιχα ὕψη κ.»λ.π. 

᾿Αντιστρόφως, ἐκ τῆς ἀναλογίας τῶν πλευρῶν, προκύπτει ἡ 
ἰσότης τῶν γωνιῶν καὶ ὅλαι αἱ ἀπορρέουσαι ἰδιότητες. 


Οὕτω, ἡ ἰσότης τῶν γωνιῶν δύο τριγώνων καὶ ἡ σταθερότης 
τῶν λόγων τῶν ὁμολόγων πλευρῶν, δίδουν γένεσιν εἰς δύο ἀντι- 
στρόφους προτάσεις. 

Ἡ ἰσότης τῶν πλευρῶν δύο τριγώνων καὶ ἡ ἰσότης τῶν ἀπέ- 
ναντι γωνιῶν δὲν δίδουν γένεσιν, ἀπὸ λογικῆς ἀπόψεως, εἰς δύο 
προτάσεις ἀντιστρόφους" διότι ἐκ τῆς ἰσότητος τῶν πλευρῶν προ- 
κύπτει βεβαίως ἡ ἰσότης τῶν ἀπέναντι γωνιῶν, ἀλλὰ ἐκ τῆς ἰσό- 
τητος τῶν γωνιῶν, δὲν προκύπτει ἡ ἰσότης τῶν πλευρῶν. 


16 α. Σημείωσις. Ἐϊς τὴν παράγραφον 16 ἡ ἔκφρασις προτάσεις 
ἀντίστροφοι, δὲν ἔχει τὴν σημασίαν ἣν ἐσημειώσαμεν εἰς τὴν πα- 
ράγραφον 4. Εἶναι λυπηρόν ὅτι, οἱ ἴδιοι ὅροι ἐφαρμόζονται εἰς τὴν 
γεωμετρίαν μὲ δύο διαφορετικὰς σημασίας. 


8 11. Ταξινόμησις τῶν Γεωμετριμῶν ᾿Ασκήσεων᾽ 
καὶ ᾿Απόδειξις τῶν ϑεωρημάτων διὰ τῆς ἀναλύσεως 


17. "Δσκήσεις τῆς Γεωμετρίας. Αἱ ἀσκήσεις ἢ τὰ θέματα τῆς 
γεωμετρίας περιλαμβάνουν τὰ θεωρήματα, τοὺς γεωμετρικοὺς τό- 
ποὺς καὶ τά προβλήματα. 

᾿Αρμόζει νὰ ἀσχοληθῶμεν ἐν πρώτοις μὲ τὰ θεωρήματα, καθό- 
σον χρησίμεύουν ταῦτα διὰ τὴν λύσιν τῶν προβλημάτων. 

Ὁ προσδιορισμὸς τῶν γεωμετρικῶν τόπων θὰ ἐξετασθῇ κατό- 
πιν, διότι ἡ χρῆσις αὐτῶν ἀποτελεῖ μίαν τῶν πλέον γονίμων με- 
θόδων διὰ τὴν λύσιν τῶν γεωμετρικῶν προβλημάτων. 


18. Χρῆσις τῆς ἀναλύσεως. Διὰ ν᾿ ἀποδείξωμεν ἕν θεώρημα διὰ 
τῆς ἀναλύσεως, ἐργαζόμεθα ὡς ἑξῆς : 

Ἔκ τοῦ πρὸς ἀπόδειξιν θεωρήματος, θεωρουμένου ὡς ἀληθοῦς, 
συνάγομεν μίαν δευτέραν πρότασιν, ἐκ ταύτης ἐρχόμεθα εἰς μίαν 
τρίτην κιοικ., μέχρις ὅτου φθάσωμεν εἰς μίαν γνωστὴν πρότασιν. 
᾿Αλλὰ πρέπει αἱ διαδοχικαὶ προτάσεις, θεωρούμεναι ἀνὰ δύο, νὰ 
εἶναι, ἀπὸ ἀπόψεως λογικῆς, ἀντίστροφοι. 

Κατωτέρω δίδονται μερικὰ παραδείγματα θεωρημάτων ἀποδει- 
κνυομένων διὰ τῆς ἀναλύσεως. 


Θεώρημα 


19. Διὰ τοῦ τυχόντος σημείου τῆς βάσεως ἑνὸς ἰσοσκελοῦς τριγώ- 
νου, ἄγονται δύο παράλληλοι πρὸς τὰς ἴσας 
πλευρὰς αὐτοῦ" δείξατε, ὅτι τὸ οὕτω πως σχη- Β 
ματισϑὲν παραλληλόγραμμον, ἔχει σταϑερὰν ὡ; 
περίμετρον. 


"Ἔστωσαν ΟΜ, ΟΝ δύο παράλληλοι 
πρὸς τὰς ἴσας πλευρὰς ΓΒ, ΑΒ. 

Πρέπει νὰ δείξωμεν, ὅτι ἡ περίμετρος 
τοῦ παραλληλογράμμου ΟΜΒΝ εἶναι στα- 
θερά. ᾿Αρκεῖ ν᾿ ἀποδείξωμεν ὅτι ἡ ἡμιπε- Α Ὁ- 7" 
ρίμετρος ΟΜῸΟΝ εἶναι σταθερά. ὩΣ , 

1) Διὰ νὰ ἀναγνωρίσωμεν ὅτι αὕτη γὰ 
εἶναι σταθερά, πρέπει νὰ μεταφέρωμεν τὰ δὲν 
δύο ταῦτα εὐθύγραμμα τμήματα ἐπὶ τῆς σι. 3 
αὐτῆς εὐθείας, λαμβάνοντες ΟΛ--ΞΟΝ. ἈΠῸ 


Αἱ γωνίαι λ καὶ μ εἶναι ἴσαι, ὧς κατὰ κορυφήν, αἱ μ καὶ ν 
ἐπίσης ἴσαι, ὡς ἴσαι ἀντιστοίχως πρὸς τάς Α καὶ Γ΄’ ἄρα τὰ τρι- 
γωνα ΓΟΛ καὶ ΓΝΟ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα δύο πλευρὰς ἴσας 
καὶ τὴν περιεχομένην ὑπ᾽ αὐτῶν γωνίαν ἴσην. Ἄρα ἡ γωνία 
ΟΓΛΞΟΓΝΕΞΞΑ καὶ ἐπομένως αἱ εὐθεῖαι ΓΛ, ΑΒ εἶναι πα- 
ράλληλοι καὶ τὸ ΜΛΓΒ εἶναι ἕν παραλληλόγραμμον: συνεπῶς 
ΟΜ-ΟΝΈἜΜΛλξξβγ, μῆκος σταθερόν. 

2) Διὰ νὰ ἐκφράσωμεν διαφορετικὰ τὸ ἄθροισμα ΟΜ-Έ ΟΝ, 
πρέπει νὰ ἀντικαταστήσωμεν ἕκαστον τῶν τμημάτων τοῦ τύπου 
τούτου, δι᾽ ἄλλων ἴσων τμημάτων. 

Οὕτω ΟΜΞΕΒΝ, ὡς ἀπέναντι πλευραὶ ἑνὸς παραλληλογράμ- 
μου. Τὸ τρίγωνον ΟΝΓ εἶναι ἰσοσκελές, διότι γων. νΞ- Α-ΞΓ, ου- 
νεπῶς ΟΝΞΓΝ’ ἄρα ΟΜ-ΈΟΝ-ΞΒΓ. Ποοότης σταθερά. 


Θεώρημα 


20. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων τοῦ τυχόντος σημείου τῆς βάσεως 
ἰσοσχελοῦς τριγώνου, ἀπὸ τὰς ἴσας πλευρὰς αὐτοῦ, εἶναι μία ποσότης 
σταϑερά. 

Β 1) Μία ἀνάλυσις ἀνάλογος πρὸς τὴν προῆ- 
γουμένην, μᾶς ὁδηγεῖ εἰς τὸ νὰ προεκτείνωμεν 
τὴν ΟΜ κατὰ μίαν ποσότητα ΟΛ, ἴσην πρὸς 
ΟΝ καὶ νὰ δείξωμεν ὅτι ἡ ΓΛ, εἶναι παράλληλος 
πρὸς τὴν ΑΒ' συνεπῶς τὸ ἄθροιομα ΟΜ ΟΝ 
εἷναι σταθερόν, διότι τοῦτο εἶναι ἴσον πρὸς τὴν 
ἀπόστασιν τῶν παραλλήλων ΑΒ καὶ ΓΛ. Οὕτω 
τὸ ΟΜ- ΟΝ ἰσοῦται μὲ τὸ ὕψος ΓΗ, ποσότητα 
σταθεράν. 

͵ ὯΝ ἐν δέρόρεν τὴν ΟΚ παράλληλον πρὸς 
τὴν ΑΒ θὰ ἔχωμεν: 
ΚΙ Ἐν: Ἶ ὍΜΞΞΗΚ, ΟΝΈΓΚ 
διότι τὰ δύο ὀρθογώνια τρίγωνα ΓΝΟ καὶ ΓΚΟ εἶναι ἴσα, ἄρα 
ΟΜ-ΈΟΝΞΓΗ. 


Θεώρημα τοῦ Μισυεί 


21. Τέσσαρες εὐϑεῖαι, τεμνόμεναι ἀνὰ δύο, σχηματίζουν τέσσαρα 
τρίγωνα᾽ αἱ περιφέρειαι αἱ περιγεγραμμέναι περὶ τὰ τέσσαρα ταῦτα τρί- 
γώνα, διέρχονται δι᾽ ἑνὸς χαὶ τοῦ αὐτοῦ 
σημείον. 


Αἱ τέσσαρες εὐθεῖαι, τεμνόμεναι 
ἀνὰ δύο, δίδουν ἕξ κορυφὰς Α,Β,Γ΄,. 
Δ,Ε, Ζ. Περιγράφομεν τὰς περιφε- 
ρείας περὶ δύο ἐκ τῶν τεσσάρων τρι- 
γώνων, π.χ. περὶ τὰ ΑΓΖ καὶ ΑΔΕ- 
ἔστω Μ τὸ δεύτερον σημεῖον τομῆς 
τῶν περιφερειῶν τούτων καὶ ἂς ἑνώ- 
σωμεν αὐτὸ μὲ τὰς ἕξ κορυφάς" πρέ- 
πεὶ νὰ δείξωμεν ὅτι αἱ περιφέρειαι 
αἱ περιγεγραμμέναι περὶ τὰ τρίγωνα 
ΒΔΖ. ΒΓΕ διέρχονται ὁμοίως διὰ τὸ ἀπμέίοο Μ. ᾿ πὴ 

Δεχόμενοι τοῦτο ὡς ἀληθές, ἀναγνωρίζομεν ὅτι πρέπει τὸ τε- 
τράπλευρον ΓΒΜΕ νὰ εἶναι ἐγγράψιμον εἰς κύκλον καὶ κατὰ συ- 
νέπειαν πρέπει ἡ γωνία ΒΓΜ νὰ ἰσοῦται μὲ τὴν ΒΕΜ, ἀλλὰ ἡ 
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ἰσότης τῶν δύο τούτων γωνιῶν πιστοποιεῖται ἀπ᾽ εὐθείας. Πρά- 
γματι, γῶν. ΒΓΜ ἢ ΖΓΜΞ.ΖΑΜ, ὡς βαίνουσαι ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ τόξου 
2Μ’ ἡ γωνία ΒΕΜ ἢ ΔΕΜΞΔΑΜ ἢ ΖΑΜ, ὡς βαίνουσαι ἐπὶ τοῦ 
αὐτοῦ τόξου ΔΜ. Αρα γων. ΒΓΜεΞγων. ΒΕΜ. 

Συνεπῶς, ἐπειδὴ αἱ γωνίαι ΒΓΜ καὶ ΒΕΜ εἶναι ἴσαι, τὸ τε- 
τράπλευρον ΒΓΕΜ εἶναι ἐγγράφιμον, ἤτοι ἡ περιφέρεια ἡ περιγε- 
γραμμένη περὶ τὸ τρίγωνον ΒΓΕ διέρχεται διὰ τοῦ Μ. Τὸ αὐτὸ 
συμβαίνει καὶ διὰ τὴν περιφέρειαν τὴν περιγεγραμμένην περὶ τὸ 
τρίγωνον ΒΔΖ. ἔΑρα... 


Σημείωσις. Τὸ σημεῖον τομῆς τῶν τεσσάρων, ὡς ἄνω, περιφε- 
ρειῶν ἐκλήθη σημεῖον τοῦ Μίᾳυεϊ, ὑπὸ τοῦ 8. Καπῖοε. 


Θεώρημα τοῦ “,πισοῦι 


22. 'Εὰν ἐκ τυχόντος σημείου τῆς περιγεγραμμένης περὶ τρίγωνον 
περιφερείας, ἀχϑοῦν αἱ κάϑετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνου, οἱ πόδες 
τῶν καϑέτων τούτων κεῖνται ἐπ᾽ εὐϑείας. 


Τὸ θεώρημα τοῦτο διατυποῦται ἐνίοτε καὶ ὡς ἑξῆς: 

ΑἹ προβολαὶ τοῦ τυχόντος σημείου τῆς περιγεγραμμένης περὶ 
τρίγωνον περιφερείας, ἐπὶ ἑκάστης τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου τού- 
του, κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας. 

"Ἔστω Μ τυχὸν σημεῖον τῆς περιγεγραμμένης περὶ τὸ τρίγω- 
νον ΑΒΓ περιφερείας φέρομεν τὰς 
καθέτους ΜΔ, ΜΕ, ΜΖ ἐπὶ τὰς πλευ- 
ράς’ πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι τὰ ση- ν ἢ 
μεῖα Δ, Ε, Ζ κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας. ὦ ΤῸΝ 

᾿Εἀν τὰ τμήματα ΔΕ καὶ ΘΕ»: 
κεῖνται ἐπ᾿ εὐθύνει αἱ γωνίαι ΑΕΔ ὯΝ ΄; ς Ὁ 
καὶ ΓΕΖ θὰ εἶναι ἴσαι, ὡς κατὰ κο- ἘΚ νὸν 
ρυφήν. γα Σ ἢ 

Τὰ τετράπλευρα ΑΔΜΕ καὶ : 
ΓΖΈΜ εἶναι ἐγγράψιμα : τὸ πρῶτον, Β 
διότι αἱ ἀπέναντι γωνίαι Δ καὶ Ε 
εἶναι παραπληρωματικαί' τὸ δεύτε- 
ρον, διότι τὰ δύο ὀρθογώνια τρί- ἘΞ ἢ 
γῶνα ΜΕΓ καὶ ΜΖΓ ἔχουν τὴν αὐ- τς 
τὴν ὑποτείνουσαν ΜΓ. ΓΑρα ἐκ τῆς 
ἰσότητος τῶν γωνιῶν ΑΕΔ καὶ ΓΕΖ, 
προκύπτει ἡ ἰσότης τῶν γωνιῶν ΑΜΔ καὶ ΓΜΖ, ἀντιστοίχως ἴσων 
πρὸς τὰς προηγουμένας. 'Αρκεῖ λοιπὸν ν᾿ ἀποδείξωμεν ἀπ᾽ εὐ- 
θείας τὴν ἰσότητα τῶν γωνιῶν ΑΜΔ καὶ ΓΜΖ, ἢ τὴν ἰσότητα τῶν 
συμπληρωματικῶν των, ΜΑΔ καὶ ΜΓΖ. 

᾿Αλλὰ ἡ ἐξωτερικὴ γωνία ΜΑΔ, παραπληρωματικὴ τῆς γωνίας 
ΜΑΒ, ἔχει ὡς μέτρον τὸ ἥμισυ τοῦ τόξου ΜΑΒ, συνεπῶς ἰσοῦται 
μὲ τὴν γωνίαν ΜΓΖ. 

ΓΑρα ἡ ὑπόθεσις ἡ ὁποία ἐχρησίμευσεν, εἰς τὴν ἀρχήν, ὡς ἀφε- 
τηρία τῶν συλλογισμῶν μας, εἶναι ἀληθὴς καὶ ἑπομένως τά τρία 
οημεῖα Δ,Ε,Ζ κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας. 


233. Παρατηρήσεις. 1) Αἱ διαδοχικαὶ προτάσεις τὰς ὁποίας ἐχρη- 
σιμοποιήσαμεν εἰς τὴν προηγουμένην ἀπόδειξιν, εἶναι προφανῶς 
ἀντίστροφοι (ἀπὸ ἀπόψεως λογικῆς), διότι πᾶσαι βασίζονται ἐπὶ 
τῆς ἰσότητος τῶν γωνιῶν: αἱ ἑπόμεναι ἀσκήσεις παρουσιάζουν με- 
ρικὰς νέας λεπτομερείας. 


2) Ἢ εὐθεῖα ΔΕΖ, καλεῖται εὐθεῖα τοῦ 5ἑπιρου, διότι τὸ προη- 
γούμενον θεώρημα ὀφείλεται εἰς τὸν Β. ϑίπιδος. 

3) Ὃ περιγεγραμμένος κόκλος εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων. τῶν 
δπρίον αἱ προβολαὶ ἐπὶ τὰς τρεῖς πλευρὰς ἑνὸς τριγώνου, κεῖνται 
π᾿ εὐθείας. 


Θεώρημα 


34. “Ὅταν ἡ ἡμιπεριφέρεια ἡ γρα ἐπὶ τῆς πλαγίας πλευρᾶς 
ἑνὸς ὀορϑογωνίου τραπεζίον, τέμνῃ τὴν ντι πλευράν, πᾶν σημεῖον 
τομῆς διαιρεῖ τὴν ἀπέναντι ταύτην πλευρὰν εἰς 
δύο τμήματα, τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον εἶναι ἴσον 
μὲ τὸ γινόμενον τῶν βάσεων τοῦ τραπεζίου. 


Ὑποθέσωμεν ὅτι ἡ ἡμιπεριφέρεια ἡ γρα- 
φομένη μὲ διάμετρον τὴν ΑΔ, τέμνει τὴν ἀπέ- 
ναντι πλευρὰν ΒΓ, εἰς τὰ σημεῖα Μ καὶ Ν. 
Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι: 


ΒΜΟ.ΜΓΞΑΒ.ΓΔ () 


Δεχόμενοι αὐτὴν τὴν σχέσιν ἀληθῆ, δυνά- 
μεθα νὰ γράψωμεν: 


ἘΜ ΓΔ (2) 
ΑΒ ΜΓ 


᾿Αλλὰ τότε τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΑΜΒ καὶ ΜΓΔ θὰ εἶναι 
ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν γωνίαν ἴσην καὶ τὰς περιεχούσας αὐτὴν 
πλευρὰς ἀναλόγους. ᾿Αρκεῖ λοιπὸν νὰ ἀποδείξωμεν ἀπ᾽ εὐθείας 
τὴν ὁμοιότητα τῶν δύο τριγώνων. 

Τοῦτο εἶναι φανερόν, καθόσον αἱ γωνίαι ΑΜΒ καὶ ΔΜΓ εἶναι 
συμπληρωματικαί, ἀφοῦ ἡ γωνία ΑΜΔ εἶναι ὀρθή, ἄρα ἡ γωνία 
ΑΜΒ:ΞΜΔΓ ὡς συμπληρωματικαὶ πρὸς τὴν γωνίαν ΔΓ, 

Οὕτω τὰ τρίγωνα εἶναι ὅμοια, ἐξ οὗ προκύπτει ἡ ἀναλογία (2), 
ἐκ ταύτης δὲ ἡ σχέσις (1). 

Παρατηρήσεις. 1) "Ἔχομεν ὁμοίως : 

ΒΝ ΝΓΞΕΑΒ. ΓΔ. 
2) ᾿Εὰν ἡ ἡμιπεριφέρεια ΑΔ ἐφάπτεται 
"κμἈ τῆς ΒΓ, τὸ σημεῖον τῆς ἐπαφῆς εἶναι τὸ μέ- 

Ξ ΙΝ σὸν τῆς ἀπέναντι πλευρᾶς. Τὸ τετράγωνον 

τοῦ ἡμίσεος τῆς ΒΓ θὰ ἰσοῦται μὲ ΑΒ. ΓΔ. 

Ἂ 3) Ὅταν ἡ ἡμιπεριφέρεια δὲν τέμνῃ τὴν 

στὰ ΒΓ, δὲν δυνάμεθα νὰ χωρίσωμεν τὴν ΒΓ εἰς 
δύο τμήματα, τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον νὰ 
ἰσοῦται μὲ τὸ γινόμενον ΑΒ.ΓΔ. 

4) Ὅταν αἱ κάθετοι ΑΒ καὶ ΓΔ διευθύνωνται ἀντιθέτως, ὡς 
εἰς τὸ σχ. 8, ἔχομεν πάντοτε τομήν, ἀλλὰ τὰ σημεῖα Μ καὶ Νδ 
εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς προεκτάσεως τῆς ΒΓ καὶ ἔχομεν ὡς προη- 
γουμένως: 


Δ 


ΒΜΟ.ΓΜΞΕΑΒ. ΓΔΞΒΝ.ΓΝ 
Θεώρημα 


26. "Ἢ ἀπόστασις ΜΡ, τοῦ τυχόντος σημείου Μ μιᾶς περιφερείας 
ἀπὸ δοϑεῖσαν χορδὴν ΑΒ, εἶναι μέση ἀνάλογος τῶν ἀποστάσεων ΜΕ 
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καὶ ΜΖ τοῦ ἰδίου σημείου Μ ἀπὸ τὰς ἐφαπτιομένας ΑΓ' καὶ ΒΓ, τὰς 
ἀγομένας εἷς τὰ ἄκρα τῆς δοϑείσης χορδῆς. 


Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι: 
ΜΡΙΞΜΕ. ΜΖ (᾿ 


ὙΠποθέσωμεν τὴν σχέσιν ταύτην ἀποδειχθεῖσαν, δυνάμεθα γὰ 
γράψωμεν 
ΜῈ ΜΡ (2) 
ΜΡ ΜΖ 


᾿Αλλὰ αἱ γωνίαι ἘΜΡ̓ καὶ ΡΜΖ εἶναι ἴσαι, διότι εἶναι ἴσαι 
ἀντιστοίχως πρὸς τὰς ἴσας γωνίας ἐμΓ καὶ ζμΓ’ συνεπῶς ἂν λη- 
φθῇ ὑπ᾽ ὄψει ἡ (2), εὑρίσκομεν ὅτι 
τὰ τρίγωνα ΕΜΡὑ καὶ ῬΡῬΜΖ εἶναι 
ὅμοια. 

Ὥς συμπέρασμα τῆς ὁμοιότητος 
ταύτης τῶν δύο τριγώνων, προκύπτει 
ὅτι ἡ γωνία ΜΡΕ-ΞΜΖΡ. 

“Ὅθεν, διὰ νὰ συναγάγωγεν ὅτι 
αἱ ἐνδιάμεσοι προτάσεις καὶ ἡ ἀρ- 
Χικὴ εἶναι ἀληθεῖς, ἀρκεῖ νὰ ἀπο- 

εἰξωμεν ἀπ’ εὐθείας τὴν ἰσότητα 
τῶν γωνιῶν ΜΡΕ καὶ ΜΖ2ΖΡ. ᾿Αλλὰ 
τὰ δύο τετράπλευρα ΑΡΜΕῈ καὶ 
ΒΖΜΡ εἶναι ἐγγράψιμα, διότι ἕκσ- 
οτον τούτων ἔχει τὰς ἀπέναντι γω- 
νίας παραπληρωματικάς, συνεπῶς αἱ 
γωνίαι ΜΡΕ καὶ ΜΑΕ εἶναι ἴσαι ὡς 
βαίνουσαι ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ τόξρυ τῆς 
περιφερείας ΑΡΜΕ. 

ὋὉμοίως, ἡ γωνία ΜΖΡΞΜΒΡ. 
᾿Αλλὰ αἱ γωνίαι ΜΑΕ καὶ ΜΒΡ βαί- 
γουν ἐπὶ τοῦ τόξου ΑΜ καὶ ἐπομένως εἶναι ἴσαι, τὸ αὐτὸ δὲ συμ- 
βαίνει καὶ μὲ τὰς γωνίας ΜΡΕ καὶ ΜΖΡ 

Τὸ θεώρημα συνεπῶς ἀπεδείχθη καὶ δυνάμεθα νὰ γράψωμεν : 

ΜΡΞΞΜΕ. ΜΖ. 

36. Παρατήρησις. ἘΠς τὸν ἀνωτέρω συλλογισμόν, δύο διαδοχι- 
καὶ προτάσεις εἶναι πάντοτε ἀντίστροφοι, 

Οὕτω, ἐκ τῆς ὁμοιότητος τῶν τριγώνων τῆς προερχομένης ἐκ 
τῆς ἰσότητος τῶν τριὼν γωνιῶν των, προκύπτει : 

ΜΕ ΜΡ 

ΜΙ ΜΖ 
ὁμοίως, ἐκ τῆς ἰσότητος τῶν λόγων αὐτῶν καὶ τῆς ἰσότητος τῶν 
γωνιῶν εἰς τὸ Μ, προκύπτει ὅτι ἡ γωνία ΜΡΕ-ΞΜΖΡ κλπ. 


Θεώρημα 


27. Κύπκλος τῶν ἐννέα σημείων. Ἐς πᾶν τρίγωνον, τὰ μέσα τῶν 
πλευρῶν, οἱ πόδες τῶν ὑψῶν καὶ τὰ μέσα τῶν εὐϑειῶν τῶν συνδεουσῶν 
τὰς κορυφὰς μὲ τὸ σημεῖον τομῆς τῶν ὑψῶν, κεῖνται ἐπὶ τῆς αὐτῆς πε- 
ριφερείας κύκλον. 


το 


Ἕστωσαν Δ, , Ζ τὰ μέσα τῶν πλευρῶν, ΑΚ καὶ ΓΘ δύο τῶν 
ὑψῶν καὶ Λ τὸ μέσον τῆς ΑἩ (5). 

Περιγράφομεν[μίαν περιφέρειαν περὶ τὸ τρίγωνον ΔΕΖ. 

Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν τὸ θεώρημα, ἀρκεῖ νὰ δείξωμεν ὅτι ἡ πε- 
ριφέρεια αὕτη διέρχεται διὰ τοῦ ποδὸς Κὶ, ἑνὸς τῶν ὑψῶν καὶ διὰ 
τοῦ σημείου Λ. 

1) Ἢ εὐθεῖα ΖΚ, ἡ ὁποία ἐνώνει τὴν κορυφὴν Κὶ τοῦ ὀρθογω- 
νίου τριγώνου ΑΚΓ μὲ τὸ μέσον Ζ τῆς 
ὑποτεινούσης του, ἰσοῦται, ὡς γνωστόν, 
μὲ τὸ ἥμισυ τῆς ὑποτεινούσης ταύτης. 


ἴΑρα ΖΚ--2Γ-- Ε -- ΔΕ. 

Οὕτω τὸ τραπέζιον ΕΔΖΚ εἶναι ἴσο- 
σκελές, συνεπῶς ἡ περιφέρεια ἡ διερ- 
χομένη διὰ τῶν Δ,Ε, Ζ διέρχεται καὶ 
διὰ τοῦ Κ. 

2) Ἢ εὐθεῖα ΖΛ, ἡ ὁποία ἑνώνει 
τὰ μέσα τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου 
ΑΓΗ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν βά- 
σιν ΓΗ' ἐξ ἄλλου ἡ ΕΖ εἶναι παράλ- 
Σχ, το. ληλος ἐπίσης πρὸς τὴν ΑΒ, ἄρα ἡ γω- 

νία ΕΖΛ-εΔΘΓ-- -. 


Τὸ τετράπλευρον ΕΚΖΛ εἶναι ἐγγράψιμον, διότι αἱ γωνίαι ΕΚΛ 
καὶ ΕΖΛ εἶναι ὀρθαί, ἄρα ἡ περιφέρεια ἡ διερχομένη διὰ τῶν 
Ζ, Κὶ, Ε διέρχεται καὶ διὰ τοῦ σημείου Λ. 


28. Παρατηρήσεις. 1) Τὸ κέντρον τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα σηυείων, 
εὑρίσκεται εἰς τὸ μέσον τῆς εὐθείας ἥτις συνδέει τὸ σημεῖον τομῆς 
τῶν ὑψῶν (ὀρθόκεντρον), μὲ τὸ κέντρον τοῦ περιγεγραμμένου περὶ 
τὸ τρίγωνον κύκλου. 

Πράγματι, τὸ κέντρον τοῦτο εὑρίσκε- 
ται ἐπὶ τῶν καθέτων τῶν ἀγομένων εἰς 
τὰ μέσα τῶν ΖΝ καὶ ΚΕ (σχ. 11), ἀλλὰ 
αἱ κάθεται αὗται διέρχονται διὰ τοῦ 
μέσου τῆς ΟΗ. 

Ἢ εὐθεῖα ΟἩ ἡ ὀποία περιέχει τὸ 
κέντρον τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα σημείων, 
καλεῖται εὐθεῖα τοῦ Εὐυϊετ᾽ ὁ δὲ κύκλος 
τῶν ἐννέα σημείων, κύκλος τοῦ Ευ]ετ. 

2) Ἢ ἀκτὶς τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα 
σημείων εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς ἀκτῖνος τοῦ 
περιγεγραμμένου κύκλου. 

Σι. 11. Διότι ΕΜ-Ξ ΒΞ ΕλΞξΞΞ δ᾿" ΔΟ. 

Τοῦτο προκύπτει ἐπίσης καὶ ἐκ τῆς ὁμοιότητος τῶν τριγώνων 
ΕΟΜ καὶ ΑΟΗ. 

3) Ἢ ἐφαπτομένη ΕἸ, τοῦ κύκλου τοῦ Ευϊες; εἰς τὸ μέσον Ε 


(5) Τὸ ἐν σχ. 10 γράμμα Π ἀνάγνωθι Β. 
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μιᾶς πλευρᾶς καὶ αὐτὴ αὕτη ἡ πλευρά, εἶναι ἀντιπαράλληλοι ', 
ὡς πρὸς τὰς πλευρὰς τῆς ἀπέναντι γωνίας. 

ΑΙ ἐφαπτόμεναι ΕΙ καὶ ΑΤ εἶναι παράλληλοι, ὡς κάθετοι εἰς 
τὰ ἄκρα τῶν παραλλήλων ἀκτίνων ΜΕ καὶ ΟΑ, ἐπὶ πλέον γωνία 
ΓΑΤΈΓΒΑ. ἴαρα ἡ ΑΤ καὶ ἡ ΒΓ ἢ ἡ Εἰ καὶ ἡ ΒΓ εἶναι ἀντιπα- 
ράλληλοι, ὡς πρὸς τὴν γωνίαν Α. 


39. Παρατηρήσεις. 1) Διὰ τῆς ἐμπεριστατωμένης χρήσεως τῆς 
ἀναλύσεως ἐπιτυγχάνεται ἀνακάλυψις τῶν ἀπλουστέρων σχέσεων, 
αἱ ὁποῖαι συνδέουν τὰ διάφορα μέρη μιᾶς καὶ τῆς αὐτῆς προτά- 
σεως, καὶ διά τῆς ὁποίας εὑρίσκομεν συνεπῶς τὸν καλύτερον τρό- 
πον ἀποδείξεως. 

2) Ἢ ἀνάλυσις εἶνσι ἐπίσης πολὺ χρήσιμος, ὅταν πρόκειται 
περὶ θεωρημάτων ἀναφερομένων εἰς τὴν γεωμετρίαν τοῦ χώρου. 
Εἰς πολλὰς περιπτώσεις αὕτη ἐπιτρέπει νὰ παραλείψωμεν τὸ σχῆμα 
ἢ τοὐλάχιστον ν᾿ ἀντικαταστήσῃ κανεὶς ἕν πολύπλοκον σχῆμα μὰ 
μίαν ἁπλῆν κατασκευήν, πολὺ εὔκολον νὰ μέλετηθῇ. ᾿Ιδοὺ μερικὰ 
παραδείγματα: 


Θεώρημα 


380. Δίδεται μία σφαῖρα καὶ ἕν σταϑερὸν σημεῖον Ρ΄ ἐκ τοῦ σημείου 
τούτου ἄγομεν τρία ἐπίπεδα κάϑετα ἀνὰ δύο, τὰ ὁποῖα τέμνουν τὴν σφαῖ- 
ραν κατὰ τρεῖς κύκλονς᾽ δείξατε ὅτι, τὸ ἄθροισμα τῶν ἐπιφανειῶν τῶν 
τριῶν τούτων κύκλων, εἶναι σταϑερόν. 


Ἔστωσαν α, βιγ αἱ ἀκτῖνες τῶν τριῶν τούτων κύκλων καὶ ρ 
ἡ ἀκτὶς τῆς σφαίρας καὶ α', β΄, γ᾽, αἱ ἀποστάσεις τῶν ἐπιπέδων 
τῶν κύκλων ἀπὸ τοῦ κέντρου τῆς σφαίρας, πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι 
ἔχομεν: 
παῬ-Ἐ πβ"-Ἐ πγ᾽Ξεσταθερόν. 
ἥ, ὅπερ τὸ αὐτό, ὅτι α'-β’ -ἰ γ᾽ ΞΕσταθερόν, ἀλλὰ 
αΞερ' --α΄", βῆξξρ'.--β΄", γ᾽ξξρ"--γ΄" 


ἄρα α'Ἐβ᾽ Ἐγ᾽ΞΞ3ρ" --(α Β΄ ἜΕΥ ἢ) 


Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι ἡ ἀφαιρετέα ποσότης, εἶναι σταθερά. 

Αἱ τρεῖς ὅμως ἀποστάσεις α΄, β΄, γ΄ κάθετοι πρὸς ἀλλήλας ἀνὰ 
δύο, αἱ ὁποῖαι ἔχουν ἀχθῆ ἐκ τοῦ κέντρου Ο τῆς σφαίρας, ἐπὶ τὰ 
τρία κάθετα ἐπίπεδα, τὰ διερχόμενα διὰ τοῦ Ρ, εἶναι αἱ τρεῖς 
ἀκμαὶ ἑνὸς ὀρθογωνίου παραλληλεπιπέδου ἔχοντος τὴν ΟΡ ὡς δια- 
γώνιον, συνεπῶς, τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀκμῶν τούτων 
ἰσοῦται μὲ ΟΡ καὶ τὸ θεώρημα ἀπεδείχθη. 


1, Σημ. μετ. Δύο εὐθεῖαι ΑΒ καὶ ΓΔ κα- 
λοῦνται ἁἀντιπαράλληλοι, ὡς πρὸς τὰς πλευρὰς 
ΟΑΔ καὶ ΟΒΓ μιᾶς γωνίας ΓΟὰΔ, ὅταν ἡ γωνία 
ΑΒΟ ἱἰσοῦται μὲ τὴν γωνίαν ΓΔΟ, ᾿Βὰν συμδαί- 
νῇ τοῦτο, τότε καὶ γωνία ΒΑΟΞ-ΞΔΙΡῸ, τὸ δὲ 5 
τατράπλευρον ΔΒΓΔ θὰ εἶναι ἐγγράψιμον εἰς Ξ 
κύκλον, Γ 
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91. Παρατήρησις. ᾽Ο προσδιορισμὸς τῆς τιμῆς τῆς οταθερᾶς, δὲν 
παρουσιάζει καμμίαν δυσκολίαν. 


Οὕτω ἔχομεν α"-Γβ.-Ἐγ"ΞΞ3ρ᾽-- ΟΡ» 
ἐξ οὗ πα'- πβ΄ -ἘπγΆξΞ3πρ᾽ -- ΟΡ", 


Τὸ ἄθροισμα τῶν τριῶν κύκλων, τῶν ὁριζομένων ἐπὶ τῆς σφαί" 
ρας Ο, ὑπὸ τυχόντος τρισορθογωνίου τριέδρου τοῦ ὁποίου κορυφὴ 
εἶναι τὸ σημεῖον Ρ, ἰσοῦται κὲ τρεῖς μεγίστους κύκλους τῆς σφαί- 
ρας μεῖον τὸν κύκλον, ὅστις ἔχει ἀκτῖνα τὴν ΟΡ. 


Θεώρημα 


82. Ὅταν αἱ ἀπέναντι ἀκμαὶ ἑνὸς ὀκταέδρον ἐγγεγραμμένον εἰς 
σφαῖραν κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου, αἱ τρεῖς διαγώνιοι αὐτοῦ τέμνον- 
ται εἷς τὸ αὐτὸ σημεῖον. "Αν φέρωμεν ὃν ἐπίπεδον ἐφαπτόμενον εἰς τὴν 
σφαῖραν ἀπὸ κάϑε κορυφὴν τοῦ ὀκταέδρον, σχηματίζεται ἕν ἑξάεδρον 
περιγεγραμμένον, τοῦ ὁποίον αἱ ἕδραι λαμβανόμεναι ἀνὰ τέσσαρες, τό- 
μνονται εἷς τὸ αὐτὸ σημεῖον. 


1) ᾿Αφοῦ αἱ ἀπέναντι ἀκμαὶ κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου, 
αἱ δύο διαγώνιοι αἱ ὁποῖαι ἑνώνουν τὰ ἄκρα τῶν ἀπέναντι ἀκμῶν 
τέμνονται, ὡς κείμεναι ἀνὰ δύο ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου. Αἱ τρεῖς 
διαγώνιοι τοῦ ὀκταέδρου δὲν δύνανται νὰ κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ 
ἐπιπέδου, διότι τότε αἱ ἔξ κορυφαι θὰ ἔκειντο εἰς τὸ αὐτὸ ἐπίπε- 
δον καὶ δὲν θὰ εἴχομεν, ἐν τοιαύτῃ περιπτώσει, στερεὸν σχῆμα. 
“Ἄρα αἱ τρεῖς διαγώνιοι, ἀφοῦ δὲν κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέ- 
δου καὶ τέμνονται ἀνὰ δύο, ὀφείλουν" νὰ διέρχωνται διὰ τοῦ αὐτοῦ 
σημείου. 

2) Αἱ τέσσαρες κορυφαί, αἱ ὁποῖαι ἀντιστοιχοῦν εἰς δύο τυ- 
χούσας διαγωνίους τοῦ ὀκταέδρου, κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέ- 
δου. Τὰ ἐπίπεδα τὰ ἐφαπτόμενα εἰς τὰ τέσσαρα ταῦτα σημεῖα, 
ὁρίζουν τέσσαρας διαδοχικὰς ἕδρας τοῦ περιγεγραμμένου ἐξαέ- 
ὅρου. ᾿Αλλὰ τὸ ἐπίπεδον τῶν τεσσάρων θεωρηθεισῶν κορυφῶν, 


2. Σημ. μετ. Ὑπάρχουν εἰς τὴν γεωμετρίαν τοῦ χώρου τὰ ἑξῆς δύο 
ἀντίστροφα θεωρήματα : 


᾽Εὰν εἰς τὸν χῶρον, ν τὸ πλῆ- ᾿Εὰν εἰς τὸν χῶρον, ν τὸ πλῆ- 
θος εὐθεῖαι τέμνωνται ἀνὰ δύομε- θος εὐθεῖαι τέμνωνται ἀνὰ δύο με- 
ταξύ των, χωρὶς νὰ κεῖνται ἐπὶ ταξύ των. χωρὶς νὰ διέρχωνται 
ποῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου, θὰ ϑδιέρχων- διὰ τοὺ αὑτοῦ σημείου. θὰ κεῖν- 
«αι ὅλαι διὰ τοῦ αὑτοῦ σημείου. ται ὅλαι ἐπὶ τοῦ αὑτοῦ ἐπιπέδου. 


θὰ ἀποδείξωμεν τὴν πρὸς τὰ ἀριστερὰ πρότασιν. Ἔστωσαν α,6Ύ.ὃ...ὕ.ν, 
εὐθεῖαι τεμνόμεναι ἀνὰ δύο μεταξύ τῶν καὶ μὴ χείμεναι ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ 
ἐπιπέδου. Μία τοὐλάχιστον ἐξ αὐτῶν, πιχ. ἡ Ὑ δὲν θὰ εὑρίσκεται ἐντὸς 
ποῦ ἐπιπέδου Π τοῦ ὁριζομένου ὑπὸ τῶν δύο τεμνομένων εὐθειῶν ἃ καὶ δ᾽ 
αὔτη θὰ ὀφίζῃ συνεπῶς μὲ ἐκέστην τῶν α καὶ ὅ δύο ἐπίπεδα διαφορε- 
τικὰ τοῦ Π, τὰ Π, ΞΞ (αγὴ καὶ Π, :Ξ33 (67). Συνεπῶς ἡ γΥ θὰ διέρχεται διὰ 
ποῦ σημείου Ὁ τομῆς τῶν α καὶ ὅ. "Ὅθεν καὶ πᾶσα ἄλλῃ εὐθεῖα ὃ. συναν- 
πῶσα τὰς α, 6. Υ δὲν θὰ κεῖται συγχρόνως ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου Π, ᾿Εὰν π.χ. 
ἡ ὃ δὲν εὑρίσκεται ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου τῶν α καὶ Ὑ θά πρέπει νὰ διέρχε- 
ται ϑιὰ τοῦ σημείου τομῆς τῶν α καὶ γὙ. δηλαδὴ τοῦ Ο, ἄρα... ᾿Αντιστοί- 
χως ἀποδειλνύοται τὸ πρὸς τὰ δεξιὰ θεώρημα. 
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τέμνει τὴν σφαῖραν κατὰ ἕνα κύκλον, τοῦ ὁποίου ἡ περιφέρεια δύ- 
ναται νὰ θεωρηθῇ, ὡς ἡ καμπύλη ἐπαφῆς ἑνὸς κώνου περιγεγραμ- 
μένου εἰς τὴν σφαῖραν ἀλλὰ τὰ ἐφαπτόμενα ἐπίπεδα τὰ ἀγόμενα 
ἐκ τῶν τεσσάρων, ὡς ἄνω, κορυφῶν, εἶναι συγχρόνως ἐφαπτόμενα 
πρὸς τὴν σφαῖραν καὶ πρὸς τὸν περιγεγραμμένον κῶνον. Ἄρα τὰ 
τέσσαρα ταῦτα ἐπίπεδα διέρχονται διὰ τῆς κορυφῆς τοῦ κώνου καὶ 
ουνεπῶς τέμνονται εἰς ἕν σημεῖον. 


33. Σημείωσις. Αἱ ἔξ ἕδραι τοῦ ἐξαέδρου, λαμβανόμεναι ἀνὰ 
τέσσαρες δίδουν γένεσιν εἰς τρεῖς ὁμάδας και συνεπῶς εἰς τρία 
οημεῖα τομῆς. Τὸ σημεῖον τομῆς τῶν διαγωνίων τοῦ ἐγγεγραμμέ- 
νου ὀκταέδρου, εἶναι ὁ πόλος τοῦ ἐπιπέδου τῶν τριῶν σημείων 
τομῆς τῶν ἑδρῶν τοῦ ἑξαέδρου ". 


8 111. Σύνϑεοις καὶ εἰς ἄτοπον ἀπαγωγὴ 


84. Χρῆσις τῆς συνθέσεως. Πρὸς ἀπόδειξιν ἑνὸς θεωρήματος 
διὰ τῆς ουνθέσεως. ἀναχωροῦμεν ἐκ μιᾶς ἀληθείας γνωστῆς, ποριὶ- 
ζόμεθα μίαν δευτέραν πρότασιν 
γνωστήν, ἐξ αὐτῆς μίαν τρίτην 
κιο.κ. ἕως ὅτου φθάσωμεν εἰς τὴν 
πρὸς ἀπόδειξιν πρότασιν. 

Διὰ τὴν ἀπόδειξιν τῶν προτά- 
σεὼν ἡ ούνθεσις ἀκολουθεῖ πο- 
ρείαν ἀντίστροφον τῆς ἀναλύσεως. 

᾿Εφαρμόζομεν τὴν σύνθεσιν εἰς 
τὸ ἤδη δοθὲν (ἀριθ. 25) παρά- 
δειγμα. 


Θεώρημα 


5δ. Ἢ ἀπόστασις ΜΡ ἑνὸς τυ 
χόντος σημείον Μ περιφερείας, ἀπὸ 
μιᾶς δοϑείσης χορδῆς ΑΒ αὐτῆς εἴ- 
ναι μέση ἀνάλυγος τῶν ἀποστάσεων 
ΜΕ, ΜΖ τοῦ ἰδίον σημείου Μ, ἀπὸ 
τὰς ἐφαπτομένας ΑΓ, ΒΓ, τὰς ἀγο- ᾿ 
μένας εἰς τὰ πέρατα τῆς δοϑείσης σι (Ὁ 
χουδῆς ΑΒ. 


Τὸ τετράπλευρον ΑΡΜΕ εἶναι ἐγγράψιμον, διότι αἱ δύο ἀπέ- 


8. ΣΉμ. μετ. ᾿Εὰν Μ τυχὸν σημεῖον τοῦ χώρου καὶ Ὁ τυχοῦσα σφαῖ- 
ρα. εἶναι δὲ Α καὶ Β τὰ σημεῖα τομῆς τῆς τυχούσης διὰ τοῦ ΜΗ εὐθείας 
μετὰ τῆς σφαίρας. ληφθῆ δὲ ἀπὸ τοῦ Μ τρῆμα ΜΜ΄ τοιοῦτον ὥστε 

οϑο ἀοον 

ΟΜ 44) (8) 
ἔνθα (ΜΜ΄). (ΜΑ). (ΜΒ) ἀλγεθρικαὶ τιμαί, ὁ τόπος τοῦ σημείου Μ΄ ὅταν 
ἡ ΜΜ΄ μεταδάλλεται διερχομένη πάντοτε διὰ τοῦ Μ, εἶναι ἕν ἐπίπεδον 
"1, ὅπερ καλεῖται πολικὸν ἐπίπεδον τοῦ Μ ὡς πρὸς τὴν σφαῖραν, τὸ δὲ 

Μ πόλος τοὺ ἐπιπέδου Π' ὡς πρὸς τὴν σφαῖραν. 
Αντιστοίχως ὁρίζεται ὁ πόλος καὶ ἡ πολικὴ εὐθεῖα ὡς πρὸς κύκλον. 
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ναντι γωνίαι του εἶναι ὀρθαί, ἄρα ἡ γωνία ΜΡΕΞΕΜΑΕ, ὡς ἐγγε- 
Ὑραρμρέναι εἰς τὸ αὐτὸ τόξον. 
πίσης ἡ γωνία ΜΖΡΞΜΒΡ. 

Ἔξ ἄλλου αἱ γωνίαι ΜΑΕ, ΜΒΡ εἶναι ἴσαι, ἄρα ἡ γωνία 
ΜΡΈΞ:ΞΜΖΡ καὶ ἐφόσον αἱ γων. Ε ΜΡ, ΖΜΡ εἶναι ἀντιστοίχως ἴσαι 
πρὸς τὰς (εμΓ, Γμζ) προκύπτει, ὅτι τὰ τρίγωνα ΜΡΕ καὶ ΜΖΡ εἴ- 
ναι ἰσογώνια καὶ ἑπομένως ὅμοια᾽ 


δηλαδὴ ΓΞ ΠῚ. ἐξ οὗ ΜΡΊΞΜΕ.. ΜΖ. 


86. Παρατήρησις. ᾿Αλλὰ πῶς ὁδηγεῖται κανεὶς εἰς τὸ νὰ ἐξετάσῃ 
τὸ τετράπλευρον ΑΡΜΕ; διατί ν᾿ ἀσχοληθῇ μὲ τὴν ἰσότητα τῶν 
γωνιῶν ΜΒΡ, ΜΑΕ... καὶ ἄλλας ἀναλόγους ἐρωτήσεις ; 

Οὐδεμία τελείως ἱκανοποιητικὴ ἀπάντησις δύναται νὰ δοθῇ, 
πράγματι ἡ ἔμφυτος ἱκανότης δὲν εἶναι παρὰ τὸ πόρισμα μιᾶς τα- 
χείας ἀναλύσεως, κάποτε ἀσυνειδήτου, ἀλλὰ ἐν τούτοις πολὺ 
πραγματικῆς. Πρὸς ἀναζήτησιν τῆς ἀληθείας πρέπει λοιπὸν ν᾿ ἀνα- 
τρέξῃ κανεὶς εἰς τὴν ἀνάλυσιν. 


36. ᾿Απαγωγὴ εἷς ἄτοστον. Ἢ ἀπόδειξις ἑνὸς θεωρήματος διὰ 
τῆς εἰς ἄτοπον ἀπαγωγῆς, ουνίσταται εἰς τὸ νὰ δεχθῶμεν προσω- 
ρινῶς ὡς ἀληθῆ τὴν ἀντιφατικὴν πρότασιν τοῦ διατυπωθέντος θεω- 

ρήματος, καὶ κατόπιν τῇ βοηθείᾳ μιᾶς ἀκο- 
λουθίας συμπερασμάτων, νὰ φθάσωμεν εἰς 

ἢ Β ἕν συμπέρασμα, προφανῶς ἀντίθετον πρὸς 

Ι τὰς γνωστὰς ἀληθείας. 

Παράδειγμα : Πρὸς ἀπόδειξιν τοῦ ἀκολού- 
τ τ θου θεωρήματος. 
Ἐπ τ ᾿Εἀν δύο εὐθεῖαι εἶναι παράλληλοι, ἑκά- 
: στη εὐθεῖα κάθετος εἰς τὴν μίαν ἐξ αὐτῶν ΑΒ, 
εἶναι κάθετος καὶ ἐπὶ τὴν ἄλλην εὐθεῖαν ΓΔ. 

Παραδεχόμεθα ἢ μᾶλλον θεωροῦμεν ὡς 
ἀληθῆ τὴν ἀντιφατικὴν πρότασιν. ᾿Εὰν δύο 
εὐθεῖαι ΑΒ καὶ ΓΔ εἶναι παράλληλοι, μία εὐθεῖα ΑΓ κάθετος ἐπὶ 
τὴν μίαν ἐξ αὐτῶν ΑΒ δὲν εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ἄλλην ΓΔ. 

Ἐπομένως, θὰ ἠδύνατο νὰ ὑψωθῇ μία κάθετος ΓΕ ἐπὶ τὴν ΑΓ, 
ἀλλὰ αἱ εὐθεῖαι ΑΒ καὶ ΓΕ θὰ ἤσαν παράλληλοι κατόπιν τοῦ 
Ὑνωστοῦ θεωρήματος, θὰ προέκυπτε λοιπὸν ἐξ αὐτοῦ ὅτι ἐκ τοῦ 
σημείου Γ θὰ ὑπῆρχαν δύο παράλληλοι, πρὸς τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν. 
᾿Αλλὰ τὸ πόρισομα αὐτὸ εἶναι προφανῶς ἀπαράδεκτον μετὰ τὸ δον 


αἴτημα τοῦ Εὐκλείδου, πρέπει λοιπὸν ἡ ΓΔ νὰ εἶναι κάθετος ἐπὶ 
τὴν ΑΓ. 


Σχ. 43. 


57. Παρατήρησις. Πρέπει νὰ ἔχῃ κανεὶς ὑπ’ ὄψει του νὰ μελετᾷ 
τὰς διαφόρους περιπτώσεις, τὰς ὁποίας δύναται νὰ παρουσιάσῃ ἡ 
ἀντιφατικὴ πρότασις. Διότι ἄνευ αὐτοῦ ἐκ τοῦ ἀτόπου τῆς μιᾶς 
μόνον ἐξ αὐτῶν, δὲν θὰ ἠδύνατο νὰ συμπεράνῃ τὴν ἀλήθειαν τοῦ 
προτιθεμένου θεωρήματος. 


Παράδειγμα: Εἶναι γνωστὸν ὅτι ἑκάστη ἀγομένη παράλληλος 
ΔΕ, πρὸς τὴν βάσιν ἑνὸς τριγώνου, ὀρίζει ἕν δεύτερον τρίγωνον 
ΑΔΕ ὅμοιον πρὸς τὸ πρῶτον, δηλαδὴ ὁρίζει ἔν τρίγωνον ἔχον 
τὴν αὐτὴν γωνίαν τῆς κορυφῆς μετὰ τοῦ πρώτου καὶ τοῦ ὁποίου 
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αἱ πλευραὶ αἱ περιέχουσαι τὴν κοινὴν γωνίαν, εἶναι ἀντιστοίχως 
ἀνάλογοι. 

Ἢ ἀνωτέρω πρότασις θὰ ἦτο λανθασμένη, ἐὰν διετυπώνετο ὡς 
ἀκολούθως: 

Ὅνταν δύο τρίγωνα ἔχουν μίαν γωνίαν κοινὴν περιεχομένην 
μεταξὺ ἀναλόγων πλευρῶν, αἱ βάσεις τῶν 
τριγώνων αὐτῶν εἶναι παράλληλοι. 

Πράγματι, μία εὐθεῖα ὅπως ἡ Δ΄ Ε΄, ὅπου 
ἔχομεν λάβει ΑΔ΄ΞΕΑΔ, ΑΕ΄-ΞΞΑΕ, δίδει δύο 
τρίγωνα ὅμοια ΑΔΈ!, ΑΒΓ, τὰ ὁποῖα πλη- 
ροῦν ὅλους τοὺς ὄρους τῆς διατυπωθείσης 
ἀνωτέρω προτάσεως, ἐν τούτοις ἡ Δ΄ Έ΄ δὲν 
εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΒΓ. Αἱ δύο σῦται 
εὐθεῖαι εἶναι ἀντιπαράλληλοι. 


38. Χρῆσις τῆς εἰς ἄτοστον ἀπαγωγῆς. Ἢ 
ἀπόδειξις διὰ τῆς εἰς ἄτοπον ἀπαγωγῆς ἐλέγ- Σ 
χει, ἀλλὰ δὲν διαφωτίζει, ἀναγκάζει εἰς τὴν χ. (ἃ 
ἀναγνώρισιν τῆς ἀκριβείας τῆς διατυπωθείσης 
προτάσεως, ἐν τούτοις ἱκανοποιεῖ ἐλάχιστα τὸ πνεῦμα, διότι δὲν 
πραγματεύεται κατ᾽ εὐθεῖαν τὸ ζητηθὲν θεώρημα’ σήμερον σπα- 
νίως ἀνατρέχει κανεὶς εἰς αὐτὴν τὴν μέθοδον (Πυδβαπις)). 


38 α. Σημείωσις. Ἢ μέθοδος διὰ τῆς εἰς ἄτοπον ἀπαγωγῆς ὀφεί- 
λεται εἰς τὸν Εὐκλείδην, ἐχρησιμοποιήθη συχνὰ ὑπὸ τοῦ ιέχεπάτε. 


δ 71Ψν. Προοβλήματα γραφικὰ 


39. ᾿Ανάλυσις. Πρὸς λύσιν ἑνὸς γραφικοῦ προβλήματος διὰ τῆς 
ἀναλύσεως, τὸ ὑποθέτομεν λελυμένον, κατόπιν θεωροῦμεν τὰς 
οχέσεις τῶν δοθέντων καὶ τῶν ἀγνώστων, καὶ ἐξ αὐτῶν ποριζό- 
μεθα συμπεράσματα, μέχρις ὅτου φθάσωμεν εἰς γνωστὰ ἀποτελέ- 
σματα. 

"Οφείλομεν νὰ ἔχωμεν ὑπ᾽ ὄψει μας, ὅτι αἱ ποριζόμεναι προ- 
τάσεις μεταξύ τῶν πρέπει νὰ εἶναι ἀντίστροφοι ἀπὸ λογικῆς ἀπό- 
Ψψεως: ἄνευ τούτου εἶναι δυνατὸν νὰ ἀποσιωπηθοῦν ἢ νὰ παραλει- 
φθοῦν λύσεις ἢ νὰ εἰσαχθοῦν ξέναι εἰς τὴν προτιθεμένην ἐρώτησιν. 


40. Σύνϑεσις. Πρὸς λύσιν ἑνὸς γραφικοῦ προβλήματος διὰ τῆς 
συνθέσεως, ὑποδεικνύομεν ἀμέσως τὰς πρὸς ἐκτέλεσιν κατασκευάς, 
διὰ νὰ φθάσωμεν εἰς τὸ ζητούμενον ἀποτέλεσμα. Καὶ δικαιολογοῦ- 
μεν διαδοχικῶς τὰς οὔτω πραγμαϊοποιουμένας κατασκευάς. 

Θὰ ἐφαρμόσωμεν διαδοχικῶς τὴν ἀνάλυσιν καὶ σύνθεσιν εἰς 
ἕν καὶ τὸ αὐτὸ πρόβλημα. 


Πρόβλημα 


41. Νὰ κατασκενασθῇ τετράγωνον τοῦ ὁποίου δίδεται τὸ ἄϑροισμα 
λ, τῆς διαγωνίου καὶ τῆς πλευρᾶς. 


1) "Ανάλυσις. Ὑ ποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ἔστω 
ΑΒΓΔ τὸ ζητούμενον τετράγωνον. Φέρομεν τὴν διαγώνιον ΑΓ, τὴν 
προεκτείνομεν καὶ λαμβάνομεν μῆκος ΓΕ ἴσον πρὸς τὸ ΑΒ, θὰ 
ἔχωμεν ΑΕ-ΞΞλ. 

᾿Εἀν ἀχθῇ ἡ ΒΕ, διαπιστοῦμεν ὅτι τὸ τρίγωνον ΒΓῈ εἶναι ἰσο- 
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οκελές. Ἢ γωνία ΒΓΑ, ἐξωτερικὴ αὐτοῦ τοῦ τριγώνου, εἶναι ἴση 
πρὸς -Σ. ἑκάστη λοιπὸν τῶν γωνιῶν Β καὶ Ε τοῦ τριγώνου ΒΓΕ 


ἰσοῦται μὲ -- 


Οὕτω εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΕ εἶναι γνωστὴ ἡ βάσις ΑΕ καὶ αἱ 
προσκείμεναι γωνίαι Α καὶ Ε. 
ὰ Ξ Δύναται λοιπὸν νὰ κατασκευασθϑῇ τὸ 
ἀέξουκοι Ν τρίγωνον καὶ ἡ μικρὰ πλευρὰ ΑΒ, θὰ εἶναι 
ἡ πλευρὰ τοῦ ζητουμένου τετραγώνου. 

Ἢ πλέον πρακτικὴ σειρὰ δι᾽ αὐτὰς τὰς 
κατασκευάς, εἵναι ἐκείνη τὴν ὁποίαν θὰ 
ὑποδείξωμεν εἰς τὴν σύνθεσιν. 

2) Σύνϑεσις. Ἐϊς τὸ μέσον μιᾶς εὐθείας 
ἈῈ ἴσης πρὸς τὸ δοθὲν μῆκος λ, ὑψώνο- 
μεν κάθετον. Λαμβάνομεν ἐπὶ τῆς καθέτου 
δ τμῆμα ΜΝΕΞΜΑ. Φέρομεν τὰἀς ΝΑ καὶ 
Σ.. 15. Ἑ ΝΕ. “Αγομεν τὴν διχοτόμον ΕΒ τῆς γω- 

: νίας Ε κατόπιν τὴν ΒΓ κάθετον ἐπὶ τὴν 
ΑΒ καὶ τέλος τὰς ΑΔ καὶ ΓΔ αἱ ὁποῖαι 
ουμπληρώνουν τὸ τετράγωνον. 

Πράγματι εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ ἡ γωνία Β εἶναι ὀρθή, ἡ γω- 


νία Α ἴση πρὸς -- καὶ συνεπῶς ἡ Γ --τ ἄρα ΒΓ-ΞΑΒ. 


Ἧ γωνία ΑΕΝ --ς-τ, ἄρα ΑΕΒ--ξ. 
Εἰς τὸ τρίγωνον ΒΓΕ, ἡ γωνία Β. ἰσοῦται μὲ τὴν ἐξωτερικὴν 
γωνίαν Γ, μεῖον τὴν ἐσωτερικὴν Ε, 
βαϊ απ, κ 
ἤτον. γῶν ΒΞΞας ξεν Ξ σας 
ἄρα τὸ τρίγωνον ΒΓῈ εἶναι ἰσοσκελές, ΓΕΞ-ΓΒ ἢ ΑΒ καὶ ἡ εὐθεῖα 
ΑΕ ἢλ, ἴση πρὸς τὴν διαγώνιον ΑΓ, πλέον τὸ μῆκος τῆς πλευρᾶς. 
Παρατήρησις. Θὰ δώσωμεν μερικὰ ἄλλα παραδείγματα λύσεως 
προβλημάτών, ἀλλὰ περιοριζόμενοι εἰς τὸ νὰ τὰ ἐξετάσωμεν μό- 
γον διὰ τῆς ἀναλύσεως. 


Πρόβλημα 
42. Νὰ διαιρεϑῇ τόξον κύκλου εἰς δύο μέρη, εἰς τρόπον ὥστε αἱ 
χορδαὶ τῶν τόξων τῶν οὕτω ὁριζομένων. νὰ ἔχουν δοϑέντα λόγον τ. 


“Ἔστω ΑΓΒ τὸ δοθὲν τόξον. Ὑποθέτομεν τὸ πρόβλημα λελυ- 
μένον καὶ παραδεχόμεθα ὅτι ἔχομεν 
ΑΔ μ 
Δ ν 
Πρὸς λύσιν τοῦ προβλήματος, ἀρκεῖ νὰ κάμωμεν χρῆσιν τοῦ 
θεωρήματος τῆς διχοτόμου, διότι γνωρίζομεν ὅτι ἡ βάσις χωρίζε- 
ται εἰς τμήματα ἀνάλογα τῶν πλευρῶν. 
ΑΕ ΑΔ μ 


Εχομεν λοιπὸν Ξε Ξ- ἘΣ Ξ-,ιν- 
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Δυνάμεθα ἐξ αὐτοῦ νὰ προσδιορίσωμεν τὸ σημεῖον Ε, διότι ἡ 
διχοτό; τῆς γωνίας Δ ὀφείλει νὰ διέλθῃ διὰ τοῦ μέσου τοῦ τό- 
ξου ΑΖΒ. ᾿Αγόμεθα λοιπὸν εἰς τὴν κατωτέρω 
κατασκευήν. 

Καταοκευή. Ἐπὶ μιᾶς τυχούσης εὐθείας ἀγο- 
μένης διὰ τοῦ εἰου Α, πρβόνομεν ΑΜΞΞ 
καὶ ΜΝΞεν. Συνδέομεν τὸ ἐ τὸ Ν, Δι 
τοῦ Μ φέρομεν τὴν ΜΕ λληλον πρὸς 
τὴν ΜΒ καὶ ἐνοῦμεν τὸ μέσον Ζ τοῦ τόξου 
μετὰ τοῦ ὀπιαίοὺ Ε. Ἢ εὐθεῖα ΖΕΔ ὀρίζει 
τὸ σημεῖον Δ. 

Παρατήρησις. Τὸ οημεῖον Δ΄ συμμετρικὸν 
τοῦ Δ, ὡς πρὸς τὴν διάμετρον ΓΖ ἀντιστοιχεῖ 
εἰς τὴν σχέσιν 


πρόβλημα 


43, Νὰ κατασμευασϑῇ τρίγωνον, τοῦ ὁποίου δίδονται δύο πλευραὶ 
καὶ ἢ διχοτόμος τῆς περιδχομένης ὑπ᾽ αὐτῶν γωνίας. 


[Ἕστω ΑΒΓ τὸ ζητούμενον τρίγωνον, αἱ πλάυραὶ ΒΓ, ΒΑ ἀντι- 


στοίχως ἴσαι πρὸς τὰ δοθέντα μήκη α, γ, καὶ ἡ διχοτόμος ΒΔ ἴση 
πρὸς ἄλλο δοθὲν μῆκος β. 


Φέροντες παράλληλον ΑΕ πρὸς τὴν διχοτόμον σχηματίζομεν 
ἕν τρίγωνον ἰσοσκελὲς ΑΒΕ, τοῦ ὁποίου δύναται νὰ ὁ, ΚΗ ἡ βάσις. 
ράγματι τὰ ὅμοια τρίγωνα ΓΑΕ, ΓΔΒ δίδουν τὴν σχέσιν 


ΔΕ ΓΕ, ΑΕ αἐγ 
β. !Ἃ ΕΒ ὯἋἢἡαἃ 
ἐξ οὗ κε --ίστυ, 


,. διότι ΒΕ--γ 


Οὕτω μετὰ τὸν προσδιορισμὸν τοῦ μήκους ΑΕ διὰ τῆς τετάρ- 
της ἀναλόγου, ἀρκεῖ νὰ κατασκευασθῇ 
ἕνα ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΒΕ, ἔχον ὡς 
βάσιν ΑΕ καὶ γΥ ὡς μῆκος τῶν ἴσων ᾿ 
πλευρῶν. --Ὁ 

Διὰ τῆς κορυφῆς Β τοῦ ἰσοσκελοῦς δ 
τριγώνου, ἄγομεν παράλληλον πρὸς τὴν 
βάσιν, λαμβάνομεν ΒΔ-Ξβ καὶ ἄγομεν 
τὰἀς εὐθείας ΕΒ καὶ ΑΔ ἕως ὅτου συ- 
ναντηθοῦν. 


Πρόβλημα 


44. Δοϑέντος τριγώνου ΑΒΓ ἔχοντος Σχ. 41. 
τρεῖς ἀνίσους πλευρᾶς, ζητοῦνται ν᾿ ἀχϑοῦν 
εὐθεῖαι ΟΜ, ΟΝ διὰ τυχόντος σημείου τῆς 
βάσεως, εἰς τρόπον ὥστε τὰ τμήματα τῶν εὐθειῶν ΟΜ, ΟΝ, τὰ περιε- 
χόμενα μεταξὺ τῶν πλευρῶν, νὰ ἔχουν ἄθροισμα ν μ' δοϑὲν λ καὶ 
δι᾽ ἕκαστον ἄλλο σημεῖον τῆς βάσεως, αἱ ἀγόμεναι παράλληλοι πρὸς τὰς 
ΟΜ καὶ ΟΝ, νὰ ἔχουν σταϑερὸν ἄϑροισμα λ. 


Γεωμετρία 2 
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Δεχόμεθα τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ὅτι ΟΜ -ἘΟΝ --λ. 

ἜΦφ᾽ ὅσον τὸ ἄθροισμα ὀφείλει νὰ εἶναι σταθερὸν διὰ τυχὸν 
σημεῖον τῆς βάσεως πρέπει ἡ ΒΕ, παράλληλος πρὸς τὴν ΟΝ, νὰ 
ἰσοῦται μὲ Δ, διότι διὰ τοῦ μὰν ὑμρό Β ἡ ἀγο- 
βένη παρδλληλὸς πρὸς τὴν ΟΝ εἶναι μηδέν. 

᾿Επίσης ἡ ΓΖ ἀγομένη παραλλήλως πρὸς 
τὴν ΟΜ ὀφείλει νὰ ἰσοῦται μὲ λ. ᾿Αγόμεθα 
λοιπὸν εἰς τὴν ἀκόλουθον κατασκευήν. Μὲ 
κέντρον τὸ σημεῖον Β καὶ ἀκτῖνα λ γράφο- 
μεν τόξον, τὸ Ν ποῖον τέμνει τὴν ΑΓ εἰς τὸ 
Ε, μὲ τὴν ἰδίαν ἀκτῖνα καὶ μὲ κέντρον τὸ Γ 
ὁρίζομεν τὸ Ζ ἐπὶ τῆς ΑΒ. Κατόπιν ἐκ τυ- 
χόντος σημείου τῆς βάσεως Ο, φέρομεν πα- 
ραλλήλους πρὸς τὰς ΒΕ, ΓΖ. 

᾿Αρκεῖ ν᾿ ἀποδειχθῇ ὅτι ΟΜ-ΈΟΝ-ελ' πράγ- 
ματι τὰ ὅμοια τρίγωνα ΟΓΝ, ΒΓΕ δίδουν: 


ΟΝ ΟΓ΄’ - ΟΓ 
. -ΒΓ' ἐξ οὗ ΟΝ Ξλ-πγ' 
Τὰ ὅμοια τρίγωνα ΟΒΜ, ΓΒΖ δίδουν ἐπίσης - 
ΟΒ 
ΟΜ ΞΞ λἘπ᾽ 


'Ἑπομένως ΟΜΞΟΝΞΞᾺ πατῶν, ττλν 


4δ. Παρατήρησις. Εἰς τὰ προηγούμενα προβλήματα, ἡ ὑπόμνησις 
ἑνὸς μόνου ϑεωρήματος μᾶς ὁδήγησε εἰς τὴν λύσιν. ᾿Αλλὰ δὲν 
συμβαίνει οὕτω διὰ τὸ πλεῖστον τῶν προβλημάτων’ εἰς τὴν προ- 
κειμένην περίπτωσιν ἐργαζόμεθα ὡς ἀκολούθως: 

᾿Αναζητοῦμεν ν᾿ ἀναγάγωμεν τὸ προτιθέμενον πρόβλημα εἰς 
ἕνα πλέον ἁπλοῦν, κατόπιν αὐτὸ τὸ δεύτερον εἰς ἕνα τρίτον ἀκόμη 
ἁπλούστερον κ.ο.κ., μέχρις ὅτου φθάσομεν εἰς μίαν πρότασιν γνω- 
στὴν ἢ τουλάχιστον εἰς πρόβλημα δυνάμενον νὰ λυθῇ ἀμέσως. 

᾿Ιδοὺ μερικὰ παραδείγματα. 


Πρόβλημα 


46. Νὰ γραφῇ περιφέρεια ἐφαπτομένη τριῶν δοϑεισῶν περιφερειῶν 
Δ, Β. Γ. 


"Ἔστωσαν α, β, γ αἱ ἀντίστοιχοι ἀκτῖνες τῶν ἄνω περιφερειῶν 
καὶ Δ τὸ κέντρον τῆς ζητουμένης περιφερείας. 

Γράφοντες μίαν περιφέρειαν μὲ κέντρον Δ καὶ μὲ ἀκτῖνα ΑΔ, 
διαπιστοῦμεν ὅτι θὰ εἶναι ἐφαπτομένη περιφερείας γραφομένης μὲ 
κέντρον Β καὶ ἀκτῖνα β--αοθ καὶ ἐκείνης ἥτις γράφεται μὲ κέντρον 
Γ καὶ ἀκτίνα γ--ἀ. ΓΑρα τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὸ ἀκόλουθον. 


Πρόβλημα 


͵, 47. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ σημείου καὶ ἐφαπτομένη 
δύο δοϑεισῶν περιφερειῶν ΒΖ. ΓΚ (Σχ. 19). 


Ὑ ποθέτοντες τὸ προβλημα λελυμένον͵ φέρομεν τὴν κοινὴν ἐφα. 
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πτομένην ΕΚΖ καὶ ἑνοῦμεν τὸ κέντρον Ε μὲ τὸ σημεῖον Α, ἀνα- 
γνωρίζομεν ὅτι ΕΑ. ΕΉΞΞΕΖ. ΕΚ. ΓΑρα πρὸς προσδιορισμὸν τοῦ 
σημείου Η ἀρκεῖ νὰ γραφῇ μία περιφέρεια διὰ τῶν σημείων ΑΖΚ. 


ΣΧ. 49. 


“Ἐπειδὴ τώρα ἡ ζητουμένη περιφέρεια, ὀφείλει νὰ διέρχεται διὰ δύο 
γνωστῶν σημείων Α, Η τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὸ ἀκόλουθον. 


πρόβλημα 


48. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ δύο δοϑέντων σημείων 
Α, Η καὶ ἐφαπτομένη δοθείσης περιφερείας. 


Τὸ τρίτον τοῦτο πρόβλημα, ἀνάγεται εἰς τὸ ἑξῆς : Νὰ γραφῇ ερι- 
φέρεια διερχομένη διὰ τριῶν σημείων. 

49. Παρατήρησις. Ἢ ὑποδειχθεῖσα πορεία εἶναι ἐντελῶς ἀναλυ- 
τική, ἀλλὰ ἐπειδὴ αἱ βρέξω προτάσεις δὲν εἶναι ἀντίστροφοι 
μεταξύ τῶν, πρέπει νὰ μελετηθῇ ἑκάοτη μετὰ προσοχῆς, ἵνα μὴ 
παραληφθοῦν μερικαὶ λύσεις. Οὕτω τὸ τέταρτον πρόβλημα, νὰ 
γραφῇ περιφέρεια διὰ τριῶν σημείων, δὲν ἔχει παρὰ μίαν μόνον 
λύσιν. Τὸ τρίτον, νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ δύο ση- 
μείων καὶ ἐφαπτομένη δοθείσης περιφερείας ἔχει δύο’ τὸ δεύτε- 

ν, νὰ γραφῇ περιφέρεια διὰ σημείου καὶ ἐφαπτομένη δύο ἄλ- 

ν περιφερειῶν, ἔχει τέσσαρας, καὶ τὸ πρῶτον νὰ γραφῇ περι- 
φέρεια ἐφαπτομένη τριῶν ἄλλων περιφερειῶν, ἔχει ὀκτὼ λύσεις. 

Ἧ συνθετικὴ μέθοδος ἐκθέτει πρῶτον τὸ ἁπλούστερον πρόβλημα. 
Εἰς τὸ ἀναφερθὲν παράδειγμα εἶναι τὸ τέταρτον πρόβλημα. κατό- 
πιν ἐρχόμεθα διαδοχικῶς εἰς τὸ τρίτον, τὸ δεύτερον καὶ τὸ πρῶτον. 


Πρόβλημα 
δ0. Ἰποία εἶναι ἡ ἀπύστασις ΟΛ τοῦ κέντρου Ο ἐλλείψεως " ἀπὸ χορ- 
4. Σημ. μετ, Ἔλλειφψις καλεῖται ἡ καμπύλη. τῆς ὁποίας πᾶν ση- 


μεῖον Μ ἀπέχει ἀπὸ δύο σταθαρῶν σημείων Α καὶ Β ἀποστάσεις τῶν 
δκοίων τὸ ἄθροισμα ΑΜ-Έ ΒΜ εἶναι σταθερόν. 
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δῆς ΜΝ παραλλήλου πρὸς ΑΑ΄ καὶ τῆς ὁποίας τὸ μῆκος εἶναι τὸ ἥμισυ 
τοῦ μεγάλου ἄξονος αὐτῆς ; 


1) Θεωροῦμεν τὸν πρωτεύοντα κύκλον τῆς ἐλλείψεως, καὶ τὴν 
ἀντίστοιχον χορδὴν μν ἴσην πρὸς τὴν ἀκτῖνα α τοῦ κύκλου: ἑνοῦν- 
τες τὰ ἄκρα τῆς μὲ τὸ κέντρον, σχηματίζομεν ἕνα ἰσόπλευρον τρί- 


γῶνον νόμ. Τὸ ὕψος αὐτοῦ εἶναι ἴσον πρὸς 5.185 Ἢ ζητουμένη 
ἀπόστασις ἔχει λόγον ὡς πρὸς τὸ ὕψος ἴσον μὲ τὸν λόγον τῶν 
δύο ἀξόνων τ- Ἄρα ἡ ἀπόστασις τοῦ 
κέντρου τῆς ἐλλείψεως ἀπὸ τῆς χορδῆς 
αὐτῆς ἰσοῦται: 

Β.3 γχ..5 

«Χπ γ5- ὭΣ 13. 

2) Δυνάμεθα νὰ φθάσωμεν ταχύτε- 
ρον εἰς τὸ αἰ κοτδλεσμστα αὐτό. Γράφο- 
μεν κύκλον ἐπὶ τοῦ δευτερεύοντὸς ἄξο- 
νος. Ἢ ἡμιχορδὴ Ξ5. εἶναι ἡ τετμημένη 


ΔΕ, ἑνὸς σημείου Δ. Διὰ τὸν δευτερεύοντα κύκλον, τὸ ἥμισυ τῆς 


ἀντιστοίχου χορδῆς δΕ -- ἐ “᾿Αλλὰ δὃγ-ΞΕβ ἔϊναι ἡ βάσις ἑνὸς 


ἰσοπλεύρου τριγώνου, ἄρα ΟΕ - Τ Υ3 


3) Ὃ γενικὸς τρόπος πρὸς λύσιν αὐτῶν τῶν προξλημάξον, εἴ- 
ναι νὰ μεταχειριζόμεθα τὴν ἐξίσωσιν τῆς καμπύλης (ἐλλείψεως) 
αν" -Ἐβ"χ᾽--α'β». 


᾿Αντικαθιοτῶντες τὸ χα διὰ ΜΛ ἢ Ξ. ἐξ οὗ χ' -ΞΞ 
μεν διαδοχικῶς 


α 


Ὁ" λαμβάνο- 


αν -Ἐ δα’ - αβ, 

᾽ 3β: ᾿Ξ - 

γῈ ἘΦ Ἐρ, γ'- 5, ἐξ οὔ γ-- 5. γ5 
Πρόβλημα ((ακ ον} 


δ1. Δίδονται τρία σημεῖα Α,Β,Γ καὶ μιὰ περιφέρεια, νὰ ἐγγραφῇ, εἰς 
αὐτὴν τρίγωνον Δ.Ε.,Ζ, τοῦ ὁποίον ἑκάστη πλενρὰ νὰ διέρχεται δι᾽ ἑνὸς 
τῶν δοϑέντων σημείων. 


[Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ΔΕΖ τὸ ζητούμενον τρίγω- 
νον. ᾿Αρκεῖ μία μόνον κορυφὴ νὰ προσδιορισθῇ. Διὰ νὰ προκύ- 
ψοὺν εὐκόλως μερικαὶ σχέσεις μεταξὺ τῶν δεδομένων καὶ τῶν 

ὥστων, φέρομεν τὴν ΖΚ παράλληλον πρὸς τὴν ΒΓ καὶ τὴν 
ΚΕΗ. Αἱ ἐγγεγραμμέναι γωνίαι ΔΙΚ εἶναι ἴσαι, ἄρα ἡ γωνία 
ΕΗΒ -- Δ' τὰ τρίγωνα ΒΗΕ, ΒΔΓ εἶναι ὅμοια, διότι ἔχουν μίαν 
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γωνίαν Β κοινἠνκαὶ μίαν γωνίαν Η ἴσην πρὸς τὴν Δ, ἔχομεν κα- 
τὰ συνέπειαν : 
ΒΗ ΒΕ Ὴ’ . ΒΔ.ΒΕ 
ΒΕ. τα τ Βη Ξε 
Τὰ μήκη ΒΕ καὶ ΒΔ δὲν εἶναι γνω- 
στά, ἀλλὰ τὸ γινόμενόν τους ἰσοῦται 
πρὸς τὸ τετράγωνον τῆς ἐφαπτομένης 
ἘΣ τα δ, .ς ΒΤ’ 
ΒΤ, ἐξ οὗ ΒΗ -- ἜΓ᾽ 
Οὕτω τὸ σημεῖον Η δύναται νὰ 
προσδιορισθῇ και νὰ λυθῇ τὸ προτιθέ- 
μενον πρόβλημα, ἐὰν δυνηθῶμεν νὰ 
προσδιορίσωμεν σημεῖον Ε, τοιοῦτον σι. Ἃ 
ὥστε συνδέοντες αὐτὸ μετὰ τῶν ση- ΄ 
μείων Α καὶ Η, ἡ χορδὴ ΚΖ νὰ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΒΓ 
᾿Αγόμεθα λοιπὸν εἰς τὴν λύσιν τοῦ ἀκολούθου προβλήματος. 


Προβλημα 


682. Δίδονται δύο σημεῖα Α. Η. μία περιφέρεια καὶ μία εὐϑεῖα. Νὰ 
ὀρισϑῇ ἐπ᾽ αὐτῆς τῆς περιφερείας ἐν σημεῖον Ε,, τοιοῦτον ὥστε ἑνοῦν- 
τες αὐτὸ μετὰ τῶν δύο δοϑένίτων σημείων Α, Η, ἣ χορδὴ ΖΚ νὰ εἶναι 
παράλληλος πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΒΓ. 


"Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ΖΕ παράλληλος πρὸς ΒΓ. 
“Ὅπως εἰς τὸ προηγούμενον πρόβλημα, φέρομεν τὴν ΖΛ πα- 
ράλληλον πρὸς τὴν ΑΗ, κατόπιν τὴν εὐθεῖαν ΛΜ καὶ προσδιο- 
ρίξωμεν τὴν θέσιν τοῦ σημείου Μ. Τὰ τρίγωνα ΜΚΉ. ΕΑΛΗ εἶναι 
οια. 
ὰ Πράγασει ἡ γωνία Η εἶναι κοινὴ καὶ ἡ γωνία Μ ἴση πρὸς τὴν 
γωνίαν Ε, διότι αἱ δύο αὐταὶ γωνίαι εἶναι 
παραπληρωματικαὶ τῆς αὐτῆς γωνίας Λ. 


ὝἜ ἐν λοιπόν ΗΜ Η 
χομεν λοιπόν : ἬΕ Ξ ἨΔ’ 

᾿" ΗΕ .Ηκ ΗΤ 
ἐξοῦ ΗΜ πὰρ κῃ: 


Οὕτω εἶναι γνωστὴ ἡ θέσις τοῦ σημείου 
Μ' ἐξ ἄλλου ἡ γωνία ΛΖΚ ΞΞ ΑΗΒ, ἥτις εἶναι 
ἡ δοθεῖσα, ἀρκεῖ λοιπὸν ν᾿ ἀχθῇ διὰ τοῦ ση- 
μείου Μ ἡ τέμνουσα ΜΙΚΛ τοιαύτη ὥστε ἡ 
ἀντίστοιχος ἐγγεγγραμμένη γωνία ΛΖΙ,, νὰ 
εἶναι ἴση πρὸς τὴν σχηματιζομένην ἐκ τῶν Σπ, 32. 
δοθεισῶν εὐθειῶν ΑΗ καὶ ΒΓ. ᾿ 

Ἢ πλήρης λύσις τοῦ προβληματος (ἄριθ. 51), δὲν ἀπαιτεῖ πλέον 
παρὰ τὴν λύσιν τῆς πολὺ ἁπλῆς κατωτέρω ἀσκήσεως. 


Πρόβλημα 
δ8. Διὰ δοϑέντος σημείου Μ. ν᾿ ἀχϑῇ τέμνουσα τοιαύτη ὥστε ἡ ἐγγε- 


γραμμένη γωνία ΚΖΛ, ἣ ὁποία ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ οὕτω σχηματιζόμενον 
τόξον ΚΛ. ἰσοῦται πρὸς δοϑεῖσαν γωνίαν ΑΗΒ. 


“Ὅλαι αἱ ἴσαι ἐγγεγραμμέναι γωνίαι ἀντιστοιχοῦν εἰς ἴσα τόξα 
καὶ ἑπομένως εἰς ἴσας χορδάς. ᾿Αρκεῖ λοιπὸν 
γὰ ἐγγραφῇ γωνία Γ ἴση πρὸς τὴν Η, ν᾿ ἀ- 
χθῇ περιφέρεια ὁμόκεντρος τῆς πρώτης καὶ 
ὀφαπτομένη εἰς τὴν χορδὴν ΔΕ, κατόπιν διὰ 
τοῦ σημείου Μ ν' ἀχθῇ εἰς τὴν δευτέραν πε- 
ριφέρειαν ἐφαπτομένην ΜΚΛ. Ἑκάστη ἐγγε- 
γραμμένη γωνία, ὅπως ἡ Ζ, θὰ ἰσοῦται πρὸς 
τὴν Ἡ. 


Συμπέρασμα 


δ΄. Ἢ σύνϑεσις μᾶς ἐπιτρέπει νὰ ἐκθέσω- 
μεν τὴν ἀπόδειξιν ἑνὸς γνωστοῦ θεωρήματος" 
συνήθως χρησιμοποιεῖται εἰς τὰ στοιχεῖα τῆς 
Γεωμετρίας πρὸς ἀπόδειξιν τῶν θεωρημάτων" 
ἀλλὰ ἡ σύνθεσις δὲν δύναται νὰ χρησιμοποιηθῇ εἰς τὴν λύσιν τῶν 
προβλημάτων, διότι τίποτε δὲν δεικνύει ἐκ τῶν προτέρων τὰς 
μελλούσας νὰ γίνουν κατασκευάς. 

Ἢ ἀνάλυσις εἶναι ἡ κατ᾽ ἐξοχὴν μέθοδος πρὸς ἀποκάλυψιν τῆς 
ἀληθείας: κατ᾽ ἀκολουθίαν τὴν χρησιμοποιοῦμεν πάντοτε εἰς τὰς 
λύσεις προβλημάτων τὰς ὁποίας δὲν ἔχομεν μελετήσῃ. 


Εἰδικαὶ μέϑοδοι 


δδ. Πρὸς διευκόλυνσιν τῆς ἀποδείξεως τῶν θεωρηματῶν καὶ 
τῆς λύσεως γραφικῶν προβλημάτων, εἶναι χρήσιμον νὰ διατυ- 
πωθοῦν πολλαὶ εἰδικαὶ μέθοδοι, αἱ ὁποῖαι ἀναφέρονται πραγμα- 
τικῶς εἰς τὴν ἀνάλυσιν. Ἧ κατάταξις τῶν εἰδικῶν μεθόδων, δὰν 
ἔχει τίποτε τὸ ἀπόλυτον, διότι ἕνας μεγάλος ἀριθμὸς ἀσκήσεων 
θὰ ἀδύνατο νὰ ἀναφερθῇ εἰς πολλὰς ἐξ αὐτῶν τῶν μεθόδων. 

᾿Επίσης συχνά, ἡ ἀπόδειξις ἢ ἡ λύσις ἑνὸς προτιθεμένου θεω- 
ρήματος, δύναται ν᾿ ἀπαιτεῖ τὴν σύγχρονον χρῆσιν πολλῶν ἐκ τῶν 
εἰδικῶν μεθόδων, τὰς ὁποίας πρόκειται νὰ ὑποδείξωμεν. Πρέπει 
πάντοτε νὰ λαμβάνομεν ὑπ᾽ ὄψιν μας, τὴν ἀκόλουθον παρατήρησιν: 

Πρέπει εἰς ἑκάστην περίπτωσιν νὰ μεταχειριζόμεθα τὴν μέθο- 
δον, ΠῊΣ ἄγει ἀμέσως καὶ εὐκολῶώτερον εἰς τὸν σκοπόν, ἀλλὰ πάν- 
τοτε φυλάττοντες τὴν ἄκαμπτον λογικὴν αὐστηρότητα, ἡ ὁποία 
εἶναι ἡ ψυχὴ τῆς ἐπιστήμης. (Τεγιεπι, Νοῦνε]]εβ Αππᾶῖες τπαῖδέ- 
τααϊίᾳυεθ, 1852, Ρ. 447). 


ΙΙ 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 


δ. "Ερευνα τῶν γεωμετρικῶν τόπων 


δ. 'Οριομός. Καλοῦμεν γεωμετρικὸν τόπον, τὸ σύνολον τῶν 
σημείων, τὰ ὁποῖα ὑπόκεινται εἰς μίαν καὶ τὴν αὐτὴν ἰδιότητα. 

Τὰ Στοιχεῖα τῆς Γεωμετρίας ἐξετάζουν ἕνα ἀρκετὰ μεγάλον 
ἀριθμὸν γεωμετρικῶν τόπων οὕτω : 

Ἢ κάθετος ἡ ἀγομένη εἰς τὸ μέσον εὐθυγράμμου τμήματος, 
εἷναι ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ἀπεχόντων ἐξ ἴσου ἐκ τῶν ἄκρων 
τοῦ τμήματος. Ἢ διχοτόμος μιᾶς γωνίας εἶναι ὁ τόπος τῶν ση- 
μείων τῶν ἀπεχόντων ἐξ ἴοου, ἀπὸ τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας 
ταύτης. 

Αἱ παράλληλοι πρὸς δοθεῖσαν εὐθείαν καὶ ἑκατέρωθεν αὐτῆς, 
εἰς ἀπόστασιν α ἀπ᾽ αὐτήν, εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ἀπε- 
χόντων ἀπὸ τῆς δοθείσης εὐθείας ἀπόστασιν α. 

ΑΙ ὁμόκεντροι περιφέρειαι ἀκτίνων ρ-[α καὶ ρ--α, πρὸς δοθεῖ- 
σαν περιφέρειαν ἀκτῖνος ρ, εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ἀπε- 
χόντων ἀπὸ τῆς δοθείσης περιφερείας ἀπόστασιν α. 

Ὃ τόπος τῶν σημείων τοῦ χώρου τῶν ἀπεχόντων δοθὲν 
μῆκος ἀπὸ δοθὲν ἐπίπεδον ἢ σφαῖραν, εἶναι δύο παράλληλα ἐπί- 
πεδα πρὸς τὸ πρῶτον ἢ δύο σφαῖραι ὁμόκεντροι εἰς τὴν δευτέραν. 


δ7. Προσδιορισμὸς τοῦ τόπου. Διὰ ν᾿ ἀναγνωρίσωμεν τὴν φύσιν 
τοῦ τόπου τῶν σημείων τὰ ὁποῖα ὑπόκεινται εἰς μίαν δοθεῖσαν 
ἰδιότητα καὶ διὰ ν᾽’ ἀναγνωρίσωμεν τὴν θέσιν αὐτοῦ τοῦ τόπου 
ἐν σχέσει πρὸς δοθέντα μεγέθη, θεωροῦμεν μερικὰ εἰδικὰ σημεῖα 
τοῦ τόπου καὶ ἀναζητοῦμεν ποία εἶναι ἡ γραμμή, ἡ ὁποία δύνα- 
ται νὰ διέλθῃ διὰ τῶν εὑρεθέντων τούτων σημείων, κατόπιν τῶν 
ἀκολούθως ἀναγραφομμέγων δύο τρόπων. 

Πρῶτος τρόπος. 1) ᾿Αποδεικνύομεν ὅτι ὅλα τὰ σημεῖα τῆς γραμ- 
μῆς, ὑπόκεινται εἰς τὴν ζητουμένην ἰδιότητα. 

2) Δεικνύομεν ὅτι πᾶν σημεῖον λαμβανόμενον ἐκτὸς τῆς θεω- 

ρηθείσης γραμμῆς, δὲν ἔχει τὴν ζητουμένην ἰδιότητα. 

Δεύτερος τρόπος. 1) ᾿Αποδεικνύομεν ὅτι τυχὸν σημεῖον, ὑποκείμε- 

νον εἰς τὴν ἐητουμένην ἰδιότητα εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς γραμμῆς. 

2) Δεικνύομεν ὅτι ὁλόκληρος ἡ γραμμὴ ἀνήκει εἰς τὸν τόπον 
ἢ ἀναγνωρίζομεν ποῖον τμῆμα αὐτῆς τῆς γραμμῆς ἀνήκει πραγ- 

ματικῶς εἰς τὸν τόπον. 

Παρατηρήσεις. 1) Χάριν τῆς σπουδαιότητος τὴν ὁποίαν ἔχουν οἱ 
εωμετρικοὶ τόποι καὶ τῶν δυσκολιῶν τὰς ὁποίας ἐμφανίζει ἡ 
φαρμογὴ τῶν ἀνωτέρω γενικῶν θεωρήσεων, θ᾽ ἀναπτύξωμεν με- 

ρικὰ παραδείγματα μὲ ὅλας τὰς ἀναγκαίας λεπτομερείας. 
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2) Ἡ ἀνακάλυψις τῶν γεωμετρικῶν τόπων καὶ τῆς μεθόδου τῆς 
ἀναλύσεως, ὀφείλονται εἰς τὸν Πλάτωνα. 


Πρόβλημα 


δ8. Δι᾿ ἑκάστου σημείου μιᾶς περιφερείας, ἄγωμεν εὐθείας παραλ- 

λήλους, λαμβάνομεν δε ἐπ᾽ αὐτῶν “ὁ τμή- 
ματα ἶσα πρὸς τὸ δοθὲν μῆκος λ. Ποῖος 
εἶναι ὁ τόπος τῶν ἄκρων τῶν τμημάτων 
τούτων ; 

Ἔστω ΓΝ ἴσον καὶ παράλληλον τμῆ- 
μα πρὸς τὸ ΒΜ. 

Διὰ τοῦ κέντρου Α, φέρομεν ἕν πα- 
ράλληλον τρῆμα ΑΟ ἴσον πρὸς λ. Τὸ 
σχῆμα ΑΒ εἶναι παραλληλόγραμ- 
μόν; ὡς ἔχον δύο ἀπέναντι πλευρὰς 
σας καὶ παραλλήλους. 

Ἄρα ΟΜ--ὄβΑΒ -ΞΞρ. 

Ὁμοίως ΟΝ -Ξ ΑΓ -Ερ. 

Ὃ τόπος εἶναι λοιπὸν μία περιφέρεια κύκλου, ἴση μὲ τὴν 
ἀρχικήν. 


ὅθ. Σημειώσεις. 1) Ἂν ἐφαρμόσωμεν τὰς συνθήκας τοῦ ἀνωτὲ- 
βω τόπου εἰς ἕν σχῆμα, τυχόν, θὰ ἀποκτήσωμεν ὁμοίως ἕν σχῆμα 
σο 


γ. 


Ἢ γενικὴ ἀπόδειξις εἶναι ἧ ἐπομένη. 

Αἱ εὐθεῖαι ΒΔ καὶ ΜΕ εἶναι ἴσαι καὶ παράλληλοι, διότι ΒΜ 
καὶ ΔΕ εἶναι ἴσαι καὶ παράλληλοι, ὁμοίως καὶ αἱ ΔΓ καὶ ΕΝ 
εἶναι ἴσαι καὶ παράλληλοι, αἱ δὲ γωνίαι ΒΔΓ καὶ ΜΕΝ εἶναι ἴσαι 
ὡς ἰορωρα τὰς πλευρὰς παραλλήλους καὶ ὁμορρόπους. 

Οὕτω τὰ σχήματα ΒΔΓΖ καὶ ΜΕΝΗ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα τὰς 
πλευρὰς ἀντιστοίχως ἴσας καὶ τὰς γωνίας ἴσας. Τὰ καμπῦλα σχή- 
ματα εἶναι ἴσα, ὃς ὅρια ἴσων πολυγώνων. 

2) Εἰς τὰς ἐφαρμογάς, δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν τὸ σχῆμα 
ΜΕΝΗ ὡς προκῦπτον ἀκ τῆς μετακινήσεως τοῦ σχήματος ΒΔΙ Ζ, 
τοῦ ὁποίου ὅλαι αἱ κορυφαὶ ἔχουν ὀλισθήσῃ ἐπὶ τῶν παραλλήλων. 
Δυνάμεθα οὕτω νὰ εἴπωμεν ὅτι τὸ σχῆμα ΜΕΝΗ προέκυψεν ἀκ 
τοῦ ΒΔΓΖ, ἂν ἐφαρμόσωμεν ἐπ' αὐτοῦ μίαν μετακίνησιν ἢ μίαν 
᾿φψάδωνος φωνὶ ὅλων τῶν σημείων ὁλισθηοάντων ἐπὶ τῶν παραλλή- 

ὧν εὐθειῶν. 


Πρόβλημα 


60. ἸΠοῖος εἴναι ὁ τόπος τῶν σημείων. τῶν ὁποίων ὁ λόγος τῶ 
ἀποστάσεων ἀπὸ δύο εὐθειῶν, ἰσοῦται πρὸς δοθέντα λόγον Ἐ : 
“Ἔστωσαν ΟΧ, ΟΥ̓ αἱ δοθεῖσαι εὐθεῖαι. 


6. Σημ. Μετ. Καὶ πρός τὴν αὐτὴν κατεύθυσιν (φοράν). 
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Τὸ σημεῖον Ο ἀνήκει εἰς τὸν τοπον' ἔστω Α ἕν σημεῖον τοιοῦ- 
τον ὥστε: 
ΑΜ μ 


ἊΝ ν᾿ 
Ἢ εὐϑεῖα ΟΒ εἶναι ὁ ζητούμενος τό- 
πος, διότι διὰ κάθε σημεῖον αὐτῆς 
Α΄, θὰ ἔχωμεν : 
ΑΜ ΑΜ μ 
ἊΝ ἈᾺΝ ν᾿ 
Ἡ εὐϑεῖα ΟΒ ἀνήκει ἐπίσης εἰς τον 
«πον. διότι θὰ ἔχωμεν : 


ΒΡ μ 


“ρόβλημα 


ΘΙ. Ποῖος εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων αἱ ἀποστάσεις 
ἀπὸ δύο δοθέντων σημείων ἔχουν δοϑέντα λόγον ἕ; 
ν 
, Ἐπὶ τῆς εὐθείας ΑΒ καὶ ἐπὶ τῆς προεκτάσεως αὐτῆς, προσδιο- 
ρίζομεν τὰ σημεῖα Μ καὶ Ν τοιαῦτα ὥστε νὰ ἔχωμεν : 


ΜᾺ: ΝᾺ κμ 
ΜΒ ΝΒ ν᾽ 
Η Τὰ δύο ταῦτα σημεῖα Μ καὶ Ν, ἀνήκουν εἰς τὸν ζητούμενον 
τόπον, 
Διὰ τυχὸν ἄλλο σημεῖον Γ τοῦ τόπου, θὰ ἔχομεν ἐξ ὑποθέσεως: 


᾿Αλλὰ ἡ δι οτόμος 
τῆς γωνίας ΑΓΒ καὶ ἡ 
διχοτόμος τῆς παραπλη- 
ματικῆς τῆς ΒΓΔ θὰ 
σουν, ἐπὶ τῆς βάσεως, 
δύο σημεῖα τῶν ὁποίων 
ὁ λόγος τῶν ἀποστά- 


Στ. 5 


σεων ἀπὸ τῶν σημείων Α καὶ Β θὰ ἰσοῦται μὲ εΕ- τ, ἄρα αἱ 
εὐθεῖαι ΓΜ καὶ ΓΝ εἶναι αἱ ζητούμεναι διχοτόμοι. 


Αἱ διχοτόμοι ὅμως δύο γωνιῶν παραπληρωματικῶν εἶναι κάθε- 
τοι ἀπ΄ ἀλλήλας, συνεπῶς ἡ γωνία ΜΓΝ ἐν 
θὰ κεῖται ἐπὶ τῆς περιφερείας τῆς γραφομένης μὲ διάμετρον τὴν 
ΜΝ. 

Δεικνύομεν ἐν συνεχείᾳ ὅτι πᾶν σημεῖον τῆς περιφερείας ταύ- 
της ἀνήκει εἰς τὸν τόπον. 


καὶ τὸ σῃμεῖον Γ 


68. Σημείωσις. Αν προσέξωμεν τὰ οημεία, γράφομεν : 
ΜΑ' μι ΝᾺ μῚ Μὰ ΝΑ 
ΜΒ΄ ΠΥ ΒΤ ν ἡ ΜΒ΄ ἬἫΒ᾽ 


Τὰ τέσσαρα σημεῖα Α,Β,Μ,Ν λέγομεν ὅτι σχηματίζουν μίαν 
ἁρμονικὴν διαίρεσιν. 


Πρόβλημα 


68. 'Ἐνοῦμεν τὰ διάφορα σημεῖα Μ μιᾶς εὐϑείας δι᾽ εὐθειῶν, μὲ ἕν 
σημεῖον Ο καὶ λαμβάνομεν ἐπὶ 


δ! ἑκάστης τοιαύτης εὐθείας ἕν 
Ϊ τμῆμα ΟΝ, τοιοῦτον ὥστε 
; "͵Ψ ὍΝ. ΞΞΞ Ἑ. Ποῖος εἶναι ὁ τόπος 
τῶν σημείων Ν ; 
"Ἔστωσαν Ν καὶ Ν΄ δύο ση- 
» ἱ μεῖα τοῦ τόπου. 
Ἃ Ν Τὰ τρίγωνα ΜΟ Μ΄ καὶ 


Σ:. ΤΙ. Σι. 88. ΝΟΝ΄ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα 
μίαν γωνίαν ἴσην καὶ τὰς πε- 
ριεχούσας αὐτὴν πλευράς ἀναλόγους, διότι 


ΜΝ τὰ ΟΝ 
ΟΝ ν᾿ ΟΝ’ 
ἄρα αἱ εὐθεῖαι ΜΜ΄ καὶ ΝΙΝ εἶναι παράλληλοι. 

Θ4. Παρατήρησις. Ἐἱϊς τὸ σχ. 27 τὸ σημεῖον Ο εἶναι τὸ κέντρον 
τῆς κατ᾽ ἀναλογίαν ὀμοιοθεσίας. Εἰς τὸ σχ. 28 τὸ σημεῖον Ο εἴ- 
τὸ κέντρον τῆς. κατ᾽ ἀντιστροφὴν ὁμοιοθεσίας. 

Προόβλημα 

Θδ. ᾿Ἑνοῦμεν τὰ τὰ διάϑορα σημεῖα Μ μιᾶς περιφερείας μὲ ἕν δο 
ϑὲν σημεῖον Ο καὶ λαμβάνομεν ἐπὶ ἑκάστης ἀχϑεί 
σης εὐθείας τμῆμα ΟΝ, τοιοῦτον ὥστε ν, τὰ ἰσοῦ- 
ται μὲ σταϑερὸν λόγον ᾿. Ποῖος εἶναι ὁ τόπος 
τῶν σημείων Ν; 

[Ἔστω Ν τυχὸν σημεῖον τοῦ τόπου. 

᾿Ἐπὶ τῆς εὐθείας ΟΑ (σχ. 29) λαμβάνομεν 
τμῆμα ΟΒ, τοιοῦτον ὥστε : 

ΟΑ μ ΟΜ 
ΟΒ  ν Γ ΟΝ 

Τὰ τρίγωνα ΑΟΜ, ΒΟΝ εἶναι ὅμοια, ὡς 

ἔχοντα μίαν γωνίαν ἴσην καὶ τὰς περιεχούσας 


Ἑ:. Ὁ 
αὐτὴν πλευρὰς ἀναλόγους. Οθεν 


Ξ ςΞ ν» 
ΒΝ Ξ-όν -σνἢ ΒΝ-εαΑΜ. τ π- σταθερόν. 
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Ἕ πομένως ὁ τόπος τῶν σημείων δὶ εἶναι μία περιφέρεια, μὲ 
κέντρον τὸ σημεῖον Β καὶ ἀκτῖνα ΑΜ. ΞῸΣ 


Θ6. Παρατήρησις. 1) ᾿Εὰν τὸ σημεῖον Ὁ εὑρισκεται μεταξὺ Μ 
Ν ἡ ὁμοιοθεσία εἶναι κατ' ἀντιστροφήν, εἰς τὴν ἀντίθετον περί- 
πτῶσιν εἶναι αὕτη κατ᾽ ἀναλογίαν. 

2) Τὸ θεώρημα ἐφαρμόζεται γενικῶς διὰ τυχὸν σχῆμα ὄχι μό- 
νον δια περιφέρειαν, ὁ τόπος τῶν σημείων Ν εἰς τὴν περίπτωσιν 
ταύτην θὰ εἶναι ἕν σχῆμα ὅμοιον πρὸς τὸ προηγούμενον. 


Πρόβλημα 


67. Διὰ δοϑέντος σημείου Ο ἄγομεν μίαν τυχοῦσαν εὐθεῖαν, αὕτη 
τέμνει δοϑεῖσαν εὐθεῖαν ΑΒ εἰς ἕν σημεῖον Ν, λαμβάνομεν ἐπὶ τῆς τε- 
μνούσης μῆχος ΟΜ τοιοῦτον ὥστε ΟΜ. ΟΝ 
νὰ ἔχει σταϑερὰν τιμὴν Κ'. Ποῖος ὃ τό- 
πος τοῦ ΜΝ; 


Ὃ τόπος εἶναι προφανῶς ουμμετρι- 
κός, ὡς πρὸς τὴν κάθετον ΟΒ τὴν ἀγο- 
μένην ἐκ τοῦ Ο καὶ τὴν δοθ ἴσαν εὐ- 
θεῖαν' προσδιορίζομεν ἐπὶ τῆς καθέτου 
ταύτης ἕν σημεῖον Δ τοιοῦτον ὥστε : 


ΟΒ.0Δ- Κ’-. 
Ἔστω Μ τυχὸν σημεῖον τοῦ τόπου’ 
θὰ ἔχωμεν: ΟΜ.ΟΝ -Ξ Κ(5. Σχ. 80. 
"Ἄρα ΟΜ ΟΔ 
Ρ ὉΒ ὉΝ 


Συνεπῶς τὰ τρίγωνα ΟΒΝ. ΟΔΜ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν 
γωνίαν ἴσην περιεχομένην μεταξὺ ἀναλόγων πλευρῶν, ἑπομένως 
ἡ γωνία Μ θὰ εἶναι ὀρθή, ὡς ἴση πρὸς τὴν Β. Οὕτω κάθε σησεῖον 
Μ τοῦ τόπου κεῖται ἐπὶ τῆς περιφερείας μὲ διάμετρον τὴν ΟΔ. 


68. Παραιηρήσεις. 1) Εἶναι εὔκολον νὰ δείξωμεν. ὅτι ὅλα τὰ 
σημεῖα τῆς περιφερείας ἀνήκουν εἰς τὸν τόπον. 

2) Αν δοθῇ ἕν σημεῖον Ο ἐπι μιᾶς περιφερείας ἐχούσης τὴν 
ΟΔ ὡς διάμετρον καὶ προσδιορίσωμεν σημεῖον δ΄ τοιοῦτον ὥστε - 
ΟΜ. ΟΝ΄’ΞΞ (Ὁ. 

Ὃ τόπος τῶν σημείων Ν΄, ὅταν ἡ ΟΜ στρέφεται περὶ τὸ Ο, 
εἶναι ἡ κάθετος ἡ Ν΄ Β’ ἡ ἀγομένη ἐπὶ τὴν διάμετρον ΟΔ εἰς ἕν 
σημεῖον τῆς Β΄, τοιοῦτον ὥστε : 

ΟΒ΄. ΟΔ  ’. 

3) “Ὅταν τὸ Ο δὲν εὑρίσκεται ἐπί τῆς περιφερείας τῶν σημεὶ- 
ων Μ, ὁ τόπος τῶν Ν᾽ τοιούτων ὥστε ΟΜ,.ΟΝ΄-:Ξ Κ΄, εἶναι μία 
δευτέρα περιφέρεια, ἔχουσα τὸ σημεῖον Ο, ὡς κέντρον ὁμοιοθε- 


σίας. 
Πρόβλημα 
69. Ποῖος εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων, τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν 


τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων. ἀπὸ δύο δοδέντων σημείων ἰσοῦται πρὸς 
δοϑὲν τετράγωνον Κ΄: 


28 


“Ἕστωοαν Α(Β τὰ δοθέντα σημεῖα καὶ Γ ἕν σημεῖον τοῦ τό- 
που τοιοῦτον ὥστε : 


ΑΓ’ ἘΒΓ"--- Κ΄. 


᾿Επειδὴ ἔχομεν δεδομένον τὸ ἄθροισμα 

τῶν τετραγώνων τῶν δύο πλευρῶν τοῦ 

κω τριγώνου ΑΒΓ, εἴμεθα ὑποχρεωμένοι νά 
ἐφαρμόσωμεν τὸ θεώρημα τῆς διαμέσου. 

Ἕνοῦμεν λοιπὸν τό σημεῖον Γ μὲ τὸ 


γ᾿ μέσον Ο τῆς βάσεως ΑΒ, θὰ ἔχωμεν.: 
Στ. 3]. ΑΓῚ ΒΓ’ -Ξ 2ΑΟΓ τ -20Γ:--Κ’ 
᾿- 
ἐξ οὗ ΟΓι- ΠΆΞΟΣΛΕΗ, 


Οὕτω τὸ τμῆμα ΟΓ εἶναι σταθερόν. 


Ὃ τόπος λοιπὸν τοῦ Γ εἶναι ἡ περιφέρεια ἡ γραφομένη μὲ 
κέντρον τὸ μέσον Ο τῆς ΑΒ καὶ ἀκτῖνα ΟΓ 


70. Παροατηρήσεις. 1) ὍΟλη ἡ περιφέρεια ἀνήκει εἰς τὸν τόπον. 

2) Διὰ νὰ προσδιορίσωμεν τὴν ἀκτῖνα ΟΓ, πρέπει νὰ ὑψώσω- 
μεν εἰς τὸ σημεῖον Ο ἐπὶ τὴν ΑΒ μίαν κάθετον καὶ μὲ κέντρον 
τὸ σημεῖον Α καὶ ἀκτῖνα ἴσην πρὸς τὴν πλευρὰν τοῦ τετραγώνου, 
τοῦ ἰσοδυνάμου πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ Κ᾿, τέμνομεν τὴν κάθετον ταύ- 
τὴν εἰς τὸ σημεῖον Δ, ἡ ΟΔ εἶναι ἡ ζητουμένη ἀκτίς. 


2 
3) Πρέπει τὸ Κ’Ῥ νὰ ἰσοῦται τοὐλάχιστον πρὸς 2ΑΟ: ἣ ἜΘ 
Πρόβλημα 


71. Ποῖος εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων͵ τῶν ὁποίων ἣ διαφορὰ τῶν τε- 
τραγώνων τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο δοϑέντα σημεῖα. ἰσοῦται πρὸς δο- 
ϑὲν τετράγωνον Κ᾽; 

Ἔστω: ΑΓ’ -- ΒΓ: -- ΚιῚ 


"Ἐπειδὴ γνωρίζομεν τὴν διαφορὰν τῶν τετραγώνων τῶν δύο 
πλευρῶν ἑνὸς τριγώνου, εἴμεθα ὑποχρεωμέ- 

γοι νὰ’ θεωρήσωμεν τὰς προβολὰς αὐτῶν ἐπὶ 

τὴν ΑΒ. 

Φέροντες λοιπὸν τὴν κάθετον ΓΔ, ἔχομεν: 

ΑΓ -- ΑΔ'- ΓΔ", ΒΓ’ -- ΒΔ’ - ΓΔ’ 

ἐξ ὧν ΑΓ! -- ΒΓ’ ΞΑΔἪ - ΒΔ:-Ξ- Κ5. 


Οὕτω, οἱουδήπστε ὄντος τοῦ σημείου τοῦ 
τόπου, ἡ διαφορὰ ΑΔ’ -- ΒΔ’ εἶναι σταθερά, 
:-τ ἄρα τὸ σημεῖον Α εἶναι καθωρὶσμένον καὶ 

ἑπομένως ἡ κάθετος ΓΔ ἀνήκει εἰς τὸν ζη- 


τούμενον τόπον. 
Ὃ τόπος περιέχει ἀκόμη καὶ τὴν κάθετον Γ΄ Δ΄ τοιαύτην ὥστε. 
ΒΓ’ ΑΓ’ -ΞΞ Καὶ 
Παρατηρήσεις. 1) Αἱ δύο κάθετοι ἰσαπέχουν τοῦ μέσου Ο. 
2) Ἧ διαφορὰ δύναται νὰ μεταβάλλεται, ἀπὸ μηδὲν ἕως - οὐ. 


Ὅταν αὕτη εἶναι μηδέν, αἱ δύο εὐθεῖαι ΔΓ καὶ Δ’Γ΄ συμπί- 
πτουν εἰς μίαν μόνην κάθετον εἰς τὸ μέσον Ο τῆς ΑΒ. 


Πρόβλημα 


72, Ποῖος εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων, τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν 
τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο χαϑέτους εὐθείας. ἰσοῦται μὲ δο- 
ϑὲν τετράγωνον αὖ; 

Ἔστω: ΒΓ32- ΒΔΈ-Ξ α΄, 

Ἔχομεν: ΒΓΞ -ἰ ΟΓ᾿ ΞΞ ΟΒΞ-Ξ ας, 
συνεπῶς, ὁ τόπος τοῦ σημείου Β εἶναι ἡ 
περιφέρεια, ἡ γραφομένη μὲ κέντρον τὸ 
σημεῖον Π καὶ ἀκτῖνα α. 


78. Παρατηρήσεις. 1) Διὰ τὴν διαφορὰν 
τῶν τετραγώνων Β΄ Δ΄ -- Β'Γ΄3 ΞΞ α, ὁ τό- 
πος εἶναι μία ὑπερβολὴ ἰσοσκελὴς " ἔχου- 
σα ὡς μεγάλον ἄξονα, τὴν ΑΑ᾽ -Ξ 2α. 

2) “Ὅταν αἱ ἄξονες δὲν εἶναι κάθετοι, 
ὁ πρῶτος τόπος εἶναι ἔλλειψις καὶ ὁ 
δεύτερος ὑπερβολή. 

3) Ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ διαφορὸ 
τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων, ἀπὸ ἕν σημεῖον καὶ μίαν εὐ- 
θείαν εἶναι σταθερόν, εἶναι ἐπίοης μία κωνική ". 


Πρόβλημα 


᾿ 74. Ποῖος εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν 
ἀποστάσεων ἀπὸ δύο τεμνομένας εὐθείας ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν μῆκος λ; 


Ἔστωσαν δύο εὐθεῖαι τεμνόμεναι ΒΧ καὶ ΒΥ. ᾿Επὶ ἑκάστης 
τῶν εὐθειῶν τούτων ὑπάρχει ἕν ἐκ 
τῶν σημείων τοῦ τόπου, διὰ τὴν ΒΧ 
θὰ εἶναι ἕν σημεῖον Γ τοιοῦτον ὥστε 
τὸ ὄψος ΓΗ -Ξλ, διότι ἡ ἀπόστασις 
τοῦ Γ ἀπὸ τῆς εὐθείας ΒΥ εἶναι ἴση 
πρὸς τὸ μηδέν. 

Διὰ νὰ προσδιορίσωμεν τὸ Γ, 
λαμβάνωμεν ἐπὶ μιᾶς καθέτου ἐπὶ 
τὴν ΒΧ, τὸ τμῆμα Μ΄Λ΄ --λ καὶ φέ- 
ρομεν μίαν παράλληλον ΛΛ΄ πρὸς 
τὴν θΧ, τέμνουσαν τὴν ΒΥ εἰς τὸ 
σημεῖον Γ. Η ͵ 

Ὁμοίως προοσδιορίζομεν τὸ ση- Ἢ ΓΝ 
μεῖον Α, τοιοῦτον ὥστε Ἄδιιλ Σχ. 84: 

᾿Αλλὰ τότε τὸ τρίγωνον ΑΒΓ εἴ- 
ναι ἰσοσκελές, καθόσον ἔχει δύο ὕψη ἴσα. 

1) Παρατηροῦμεν, ὅτι ἡ βάσις ΑΓ εἶναι ὁ ζητούμενος τόπος. 


6. Σήμ. μετ. Ὑπερθολὴ καλεῖται ἢ καμπύλῃ. τῆς ὁποίας πᾶν ση- 
μεῖον Μ ἀπέχει ἀπὸ δύο σταθερῶν σημείων Α καὶ Β ἀποστάσεις, τῶν 
ὁποίων ἡ διαφορὰ ΑΜ -- ΒΜ εἶναι σταθερά. 

᾿Ισοσκελὴς εἶναι ἡ ὑπερδολῆ. ὅταν αἴ Ὑ. ἔνθα δ2α .- ΑΜ -- ΒΜ καὶ 
Ὺ -Ξ- ΑΒ. 

Ἴ. Σημ. μετ. Κων:καὶ καλοῦνται αἱ καμπύλαι. αἱ ὁποῖαι προχύ- 
πτουν ὡς τομαὶ ἑνὸς κώνου μὲ δάσιν ἕναν κύχλον καὶ ἑνὸς ἐπιπέδου. Αἱ 


Πράγματι, διὰ κάθε ἄλλο οημεῖον Ο αὐτῆς ἔχομεν (ἀρ, 20): 
ΟΜΈΈΟΝ- ΜΛ ΞΞλ. 

2) ᾿Απομένει νὰ ἐξακριβώσωμεν, ἂν ὅλα τὰ σημεῖα τῆς εὐθείας 
ΑΓ ἀνήκουν εἰς τὸν τόπον. 

Οὕτω δι᾽ ἕν σημεῖον Ο΄ λαμβανόμενον ἐπὶ τῆς προεκτάσεως 
τῆς βάσεως Α΄Δ, εἶναι : 

Ο΄ Μ΄ - ΟΝ ΄ -- Μ'᾽λ΄Ξλ. 

Πρέπει λοιπὸν ἢ νὰ σημειώσωμεν, ὅτι ἡ μία τῶν καθέτων εἶναι 
ἀρνητικὴ ἢ νὰ ἀλλάξωμεν τὴν διατύπωσιν τοῦ προβλήματος, διότι 
τὰ σημεῖα τὰ κείμενα εἰς τὴν προέκτασιν τῆς βάσεως ΑΓ, ἀνή- 
κοὺυν εἰς τὸν τόπον τῶν σημείων, τῶν ὁποίων ἡ διαφορὰ τῶν ἀπο- 
στάσεων ἀπὸ τὰς δοθείσας εὐθείας ΒΧ καὶ ΒΥ. ἰσοῦται πρὸς τὸ 
μῆκος λ. 


᾿Επέκτασις. Αἱ εὐθεῖαι ΒΧ; ΒΥ εἶναι ἀπέραντοι, πρέπει λοιπὸν 
νὰ θεωρήσωμεν καὶ τὰς τέσσαρας γωνίας, τὰἀς ὁποίας αἱ δοθεῖσαι 
εὐθεῖαι σχηματίζουν τεμνόμεναι (σχ. 35). Εὑὐρίσκομεν οὕτω τὴν 
πλήρη λῦσιν τοῦ τόπου ἡ ὁποία εἶναι ἡ ἑξῆς : 


76. Θεώρημα. Ὃ τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν 
ἀποστάσεων ἀπὸ δύο εὐθειῶν τεμνομένων ἰσοῦται πρὸς λ, ἀποτελεῖται 
ἀπὸ τὴν περίμετρον ἑνὸς ὀρϑογωνίου παραλληλογράμμου ΑΓΔΕ, καὶ ὁ 
τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων ἡ διαφορὰ τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο 
τεμνομένων εὐθειῶν ἰσοῦται πρὸς λ, ἀποτελεῖται ἀπὸ τὰς προεκτάσεις 
τῶν πλευρῶν τοῦ ὡς ἄνω ὀρϑργωνίου. 


Συμπληρωματικπὰ σχήματα. ᾿Ονομάζομεν συμπληρωματικὰ σχήματα, 
τὰ σχήματα τὰ ὁποῖα ἀνταποκρίνονται εἰς 
τὰ αὐτὰ δεδομένα καὶ εἰς τὴν αὐτὴν πρό- 
τασιν, ἀλλὰ μὲ μίαν μεταβολὴν τοῦ ση- 

Δ μείου εἰς τὴν σχέσιν (ἥτις ἐκφράζει τὴν 
πρότασιν). Ταῦτα ἀποτελοῦν τὸ πλῆρες 
σύνολον ἑνὸς γρεετρίχοῦ τόπου. Οὕτω τὸ 
ὀρθογώνιον ΑΓΔΕ, ὅπερ ἀντιστοιχεῖ εἰς 
ἕν ἀθροσις (ἀρ. 75) καὶ αἱ προεκτάσεις 

φ τῶν πλευρῶν αὐτοῦ, αἵτινες ἀντιστοιχοῦν. 
εἰς μίαν διαφοράν, εἶναι σχήματα συμπλη- 
ρωματικά. Τὸ αὐτὸ συμβαίνει μὰ τὸν κύ- 
κλον καὶ τὴν ὑπερβολήν. 
- Παρατήρησις. Ὃ τόπος τῶν σημείων τῶν 
Σι. ὁποίων τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ διαφορὰ τῶν ἀπο- 
στάσεων ἀπὸ δύο δοθέντα σημεῖα, ἰσοῦ- 
ται πρὸς δοθὲν μῆκος 2α, εἶναι μία ἔλειψις ἢ μία ὑπερβολή. 


τομαὶ ἑνὸς κώνου μὲ κυκλιχὴν θάσιν καὶ ἀνὸς ἐπιπέδου εἶναι : α) Εύ- 
Ἂλος, ὅταν τὸ ἐπίπεδον εἶναι παράλληλον ἢ ἀντιπαράλληλον πρὸς τὴν 
βάσιν. 

6) Ζεῦγος δύο εὐθειῶν. ὅταν τὸ ἐπίπεδον διέρχεται διὰ τῆς κορυφῆς 
τοῦ κώνου. 

Ὁ ἜἜλλειφις, ὅταν τὸ ἐπίπεδον τέμνει ὅλας τὰς γενετείρας τοῦ κώνον. 

ὃ) Παραθολὴ, ὅταν τὸ ἐπίπεδον εἶναι παράλληλον πρὸς μίαν τῶν Τε- 
νετειρῶν τοῦ χώνου. 

ε) Ὑπερθολή, ὅταν τὸ ἐπίπεδον τέμνει τὸν κῶνον καὶ τὴν προέκτασίν 
ποῦ (ϑηλαδὴ τὰς δύο χοάνας), 


31 


Τὸν ὅρον συμπληρωματικὰ σχήματα μετεχ. ρισθη πρῶτος ὁ 
Ροπςοεῖει. 
πρόβλημα 


76. Ποῖος εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων. τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα 
ἢ ἣ διαφορὰ τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ μίαν εὐθεῖαν καὶ ἀπὸ ὃν σημθῖον 
εἶναι σταϑερά : 

[Ἔστωσαν Ε τὸ σημεῖον καὶ ΒΓ ἡ δο- 
θεῖσα εὐθεῖα. 

Ἔστωσαν ΜιΜ΄, τὰ σημεῖα τοῦ τόπου, 
θά ἔχωμεν : 

ΜῈ ἘΜΝ Ξλ. 

Διὰ νὰ προσθέσωμεν τὰ δύο τρηύατα: 
ἁρκεῖ νὰ ληφθῇ ΜΡῬ ἴσον πρὸς ΜΕ, Μ|Ῥ 
ἴσον πρὸς ΜΈ, συνεπῶς : 

ΡΝ -ΕΡ'Ν΄ -Ξλ. τ ἃ 

Ὃ τόπος τῶν σημείων Ῥ εἶναι μια εὑ- ; 
θεῖα παράλληλος πρὸς τὴν ΒΓ, καὶ τὰ 
σημεῖα καὶ Μ΄ ὡς ἰσαπέχοντα ἀπὸ ἕν 
σημεῖον Ε καὶ ἀπὸ μίαν εὐθεῖαν ΔΡ, κεῖν- 
ται ἐπὶ μιᾶς παραβολῆς ", ἐχούσης τὸ 
Ε ὡς ἑστίαν καὶ τὴν ΔΡ ὡς διευθετοῦσαν. 

Τὰ σημεῖα τῆς παραβολῆς τὰ ἐκτὸς 
τῶν δύο παραλλήλων ΒΓ, ΔΡ, ἀντιστοι- 
χοῦν εἰς τὴν διαφοράν, διότι : 

ΕΙ --ὀικί καὶ Εἰ --ἸΔ΄τΞ ΔΚ -λ. 

77. Παρατηρήσεις. 1). Ὅταν ἃ « ΕΖ, ὅλα τὰ σημεῖα τῆς παρα- 
βολῆς ἀντιστοιχοῦν εἰς τὴν διαφοράν: ἡ δὲ καμπύλη δὲν τέμνει 
τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν. 

.2) ᾿Εξὰν θεωρήσωμεν τὴν διαφορὰν ΜΝ -- ΜΕ -Ξλ, ἡ διευθε- 
τοῦσα εὑρίσκεται μεταξὺ τῆς δοθείσης εὐθείας καὶ τοῦ δοθέντος 


σημείου. 
Πρόβλημα 
78. Ποῖος εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων, τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον 
τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο ὀρϑογωνίους 


ἄξονας, ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν τετράγω- 
νον Κ΄. 


Ἔστω ΜΡῸΜΝ -- Κ΄’. 


ὋὉ τόπος εἶναι μία ὑπερβολὴ ἰσο- 
σκελής, ἀναφερομένη εἰς τὰς ἀσυμ- 
πτώτους της. 

Ὅλα τὰ Ὀρθογωνιοὶ ὡς τὰ ἔχον- 
τα κορυφὰς τὰ Μ καὶ Μ΄, εἶναι ἰσο- 
δύναμς μεταξύ των. 

Ἧ ἐφαπτομένη ΔΕ, εἰς τὴν καμ- 
πύλην, χωρίζεται εἰς δύο μέρη, ὑπὸ 
τοῦ σημείου τῆς ἀφῆς (βλ. ἀρ. 175. Σι. 37. 
κατωτέρω), συνεπῶς, τὸ τρίγωνον 


δ. Σημ. μετ. Παραδολὴ καλεῖται ἡ καμπύλη. τῆς ὁποίας ὁ πᾶν ση- 
μεῖον Μ ἰσαπέχει ἀπὸ δοθὲν σημεῖον Β καὶ δοθεῖσαν εὐθεῖαν ΒΓ. Τὸ 
σημεῖον Ἐ καλεῖται ἐατία καὶ ἡ εὐθεὶα ΒΓ διευθετοῦσα. 
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ΔΟΕ, διπλάσιον τοῦ ὀρθογωνίου ΟΡΜΝ, εἶναι ἰσοδύναμον 
πρὸς τὸ τρίγωνον Δ΄ΟΕ΄. 

70. Σημείωσις. Ὅταν αἱ εὐθεῖαι ΟΧ, ΟΥ̓ δὲν εἶναι κάθετοι, ὁ 
τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ 
τῶν δύο εὐθειῶν εἶναι σταθερόν, εἶναι μία ὑπερβολὴ μὴ ἰσο- 


σκελής. 
Πρόβλημα 


80, Ποῖος εἶναι ὁ τόπος τῶν μέσων τῶν χορδῶν, τῶν ἀγομένων πρὸς 
μίαν περιφέρειαν, ἐξ ἑνὸς σημείου Α ; 


1) Ὃ τόπος θὰ διέρχεται διὰ τοῦ 
κέντρου Ο, μέσου τῆς διαμέτρου καὶ 
διὰ τοῦ σημείου Α. μέσου τῆς χορδῆς 
ΖΗ, καθέτου ἐπὶ τὴν διάμετρον ΑΟ. 
Ὁ τόπος εἶναι συμμετρικὸς πρὸς τὴν 
Α 


-" » 


2) Διὰ τὸ σημεῖον Δ τῆς τυχούσης 
χορδῆς ΒΓ, γνωρίζομεν ὅτι ἡ Οἃἂ εἶναι 
κάθετος ἐπὶ τὴν ΒΓ. Αρα τὸ σημεῖον 
Δ, κορυφὴ τῆς ὀρθῆς γωνίας ΑΔΟ, 

:; κεῖται ἐπὶ τῆς περιφερείας τῆς γραφο- 
: μένης μὲ διάμετρον τὴν ΑΟ. 
3) Ὅταν τὸ Α εἶναι ἐσωτερικὸν (σχ. 38), ὁλόκληρος ἡ περι- 
φέρεια ἀνήκει προφανῶς εἰς τὸν τόπον. ᾿Αλλὰ δὲν συμβαίνει τὸ 
αὐτό, ὅταν τὸ σημεῖονδα εἶναι Ἐπθτορικον (σχ. 39). 

"Ὅταν θεωρήσωμεν τὰς κα- 
κατωτέρω κατασκευάς, ἀπὸ τῆς 
ἀπόψεως τῆς στοιχειώδους γεω- 
μετρίας, το τόξον ΜΔΟΝ τὸ πε- 
θιοριὸ ενον ὑπὸ ἐφαπτομένων 
ΑΜ, ΑΝ, ἀνήκει μόνον εἰς τὸν 
τόπον, διότι ἐκτὸς τῶν ἐφαπτο- 
ϑεγῶν τούτων δὲν ὑπάρχει εὐ- 

ἴα ἀγομένη ἐκ τοῦ Α καὶ τέ- 
μνουσα τὴν περιφέρειαν Ο. 
Ἔν τούτοι", πρέπει νὰ ληφθῇ 
Ὑ. 89 ὑπ᾽ ὄψει καὶ ἡ παρουσία τοῦ τό- 
ἘΠῚ ἔου ΜΑΝ ὡς τόπου ἀρκεῖ νὰ 
σημειωθῇ ὅτι ἡ γωνία ΑΔΟ Ἔνι ὀρθὴ καὶ νὰ τεθηὴ ἡ ἐρώτησις 
ς ς: 

Ποῖος εἶναι ὁ τόπος τῶν κο- 
ρυφῶν τῶν ὀρθῶν γωνιῶν ἑνὸς 
ὀρθογωνίου τριγῶνου, τοῦ ὁποίου 
ἡ ΑΟ εἶναι ὑποτείνουσα, 

Διότι, εἰς τὴν περίπχωσιν αὐ- 
τήν, τὸ σημεῖον Ε ἀνήκει πρόφα- 
νῶς εἰς τὸν τόπον' ἀλλὰ ὑπάρ- 
χει ἕνας γενικώτερος τρόπος, δι- 
καιολογῶϑ. τὴν ὕπαρξιν τοῦ τό- 
ξου ΜΑΝ. 


81. Σημείωσις. Ἢ ἐξίσωσις τοῦ 
κύκλου ἀναφερομένου εἰς δύο 
ἄξονας ὀρθογωνιους, ἀγομένους ἐκ τοῦ κέντρου του, εἶναι : 
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χ'"Ἐ γ'ξξρϑ. 
Ἢ ἐξίσωσις τῆς τυχούσης τεμνούσης, διά τινος σημείου Α, 
εἶναι τῆς μορφῆς: γξξαχ 


ἔνθα β ἕν μῆκος σταθερὸν καὶ α ὁ μεταβλητὸς συντελεστὴς διευ- 
θύνσεως τῆς τεμνούσης. 
Δι᾿ ἀπαλοιφῆς τοῦ ν μεταξὺ τῶν δύο τούτων ἐξισώσεων λαμ- 
βάνομεν: 
2αβ β᾽- ρ 


ΧΡ Ἰαν Γ ταν"-9 


ΑΙ δύο τιμαὶ τῆς χ, ἀντιστοιχοῦν εἰς τὰς τετμημένας ΑΘ καὶ 
ΑΗ, τῶν δύο σημείων τομῆς. Τὸ ἡμιάθροισμα τῶν τετμημένων τού- 
των, εἶναι ἡ τετμημένη τοῦ μέσου τῆς χορδῆς. ᾿᾽Ομοίως ἡ ΓΡ εἶναι 
τὸ ἡμιάθροισμα τῶν τεταγμένων ΒΗ καὶ ΔΘ. ᾿Αλλ’ ὡς γνωστόν, 
τὸ ἄθροισμα τῶν ριζῶν ἰσοῦται μὲ τὸν συντελεστὴν τοῦ χ ἐν τῇ 
ὡς ἄνω ἐξισώσει, λαμβανόμενον μὲ ἀντίθετον σημεῖον. ΓΑρα, ἡ 
τετμημένη ΑΡ τοῦ μέσου τῆς χορδῆς, εἶναι πάντοτε πραγματική, 
ἔοτω καὶ ἂν αἱ ρίζαι τῆς ἐξισώσεως εἶναι φανταστικαί, δηλαδὴ 
ἔστω καὶ ἂν ἡ τέμνουσα δὲν τέμνει τὴν περιφέρειαν. Τὸ αὐτὸ συμ- 
βαίνει καὶ μὲ τὰς τεταγμένας τοῦ μέσου τῆς χορδῆς, ὅθεν: 

Μία τυχοῦσα τέμνουσα ἠγμένη ἐκ σημείου Α, τέμνει δοθεῖσαν 
περιφέρειαν εἰς δύο σημεῖα πραγματικὰ ἢ φανταστικά, ἀλλὰ τὸ 
μέσον τῆς ἀποστάσεως τῶν δύο σημείων τομῆς εἶναι πάντοτε πρα- 
γματικὸν καὶ ἀνήκει εἰς τὸν τόπον. 


Πρόβλημα 


82. Δίδεται περιφέρεια καὶ διάμετρος αὐτῆς ΑΒ. ᾿Εκ τυχόντος ση- 
μείου Γ΄, λαμβανομένου ἐπὶ τῆς προεκτάσεως τῆς δοθείσης διαμέτρου, 
φέρομεν ἐφαπτομένην ΓΤ, κατόπιν τὴν διχοτόμον τῆς γωνίας ΑΓΤ᾽ 
ποῖος εἶναι ὁ τόπος τοῦ ποδὸς τῆς καϑέιου τῆς ἀγομένης ἐπὶ τὴν 
διχοτόμον ἐκ τοῦ κέντρον Ο; 


1) ἃς μελετήσωμεν τὰς εἰδικὰς θέσεις τῆς ἐφαπτομένης. 


Διὰ τὴν ἐφαπτομένην εἰς τὸ σημεῖον Δ, ἡ διχοτόμος εἶναι πα- 
ράλληλος πρὸς τὴν ἐφαπτομένην καὶ τὴν διάμετρον ΑΒ καὶ διέρ- 
χεται διὰ τοῦ μέσου τῆς ΟΔ. 

Ἢ ἐφαπτομένη εἰς τὸ σημεῖον Β δίδει διχοιτόμον ΒΔ, ἡ ὁποία 


Γεωμετρία 3 
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τέμνει τὴν διάμετρον ὑπὸ γωνίαν τ. Ἢ κάθετος ΟΘ ὁρίζει τρί- 
γώνον ΟΘΘΒ, ὀρθογώνιον ἰσοσκελές, 


ἄρα ΘΖ-ΞΘῈ-Ξ Ξ- 

Τὰ τέσσαρα σημεῖα Θ, Θ᾽, Θ΄, Θ΄΄, εἶναι αἱ κορυφαὶ ἑνὸς τε- 
τραγώνου ἔχοντος ὡς κέντρον τὸ σημεῖον Ο. Ἡ πλευρὰ ΘΘ΄ διέρ- 
χεται διὰ τοῦ ἤδη ὀρισθέντος σημείου Ε. 

2) Διὰ τυχοῦσαν ἐφαπτομένην ΓΊ, τὸ σημεῖον Μ εἶναι ἢ προ- 
βολὴ τοῦ κέντρου ἐπὶ τὴν διχοτόμον ΓΜ. Θὰ δείξωμεν ὅτι τὸ ση- 
μεῖον Μ κεῖται ἐπὶ τῆς εὐθείας ΘΕΘ΄. 

Φέρομεν τὴν ἀκτῖνα ΜΝ τῆς περιφερείας ΟΤΓ,, ἥτις ὁρίζει τὸ 
σημεῖον τῆς ἐπαφῆς: ἔστω Η τὸ σημεῖον ὅπου ἡ ἀκτὶς αὔτη τέμνει 
τὴν χορδὴν ΟΤ' 

Οτ Ρ 

ἔχομεν: ΟΗ-- ΕΞ  ΞΞΙΞΞΞ 

᾿Αλλὰ τὰ ὀρθογώνια ΟΜΡῬ, ΟΜΗ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα κοινὴν 
ὑποτείνουσαν καὶ τὴν γωνίαν ΜΟΝἝΞΟΜΝ. 

“Ἄρα ΜΡΞΟΗΞΞ τς 

83. Παρατήρησις. Ὃ πλήρης τόπος διὰ τὴν δοθεῖσαν σταθερὰν 
διάμετρον ΑΒ, ἀποτελεῖται ἐκ δύο ἀπεριορίστων παραλλήλων, Τὰ 
τμήματα ΘΘ΄, Θ΄’ ΘΘ΄΄, ἀντιστοιχοῦν εἰς τὴν διχοτόμον 1Ξ τῆς 
ὀξείας γωνίας, τὴν ὁποίαν σχηματίζει ἡ ἐφαπτομένη μετὰ τῆς δια- 
μέτρου, ἐνῷ αἱ προεκτάσεις ἀντιστοιχοῦν εἰς τὴν διχοτόμον ΙΚ' τῆς 
ἀμβλείας γωνίας. 


πρόβλημα 


84. Δίδονται δύο ἀπέναντι πλευραὶ ΑΒ καὶ ΓΔ ἑνὸς τετραπλεύρου, 
τεμνόμεναι εἰς ἕν ἴον Ο. Ἢ μία 
τῶν πλευρῶν ΑΒ εἶναι σταϑερά, ἢ 
ἄλλη στρέφεται περὶ τὸ σημεῖον Ο. 
Ποῖος εἶναι ὁ τόπος τοῦ σημείον Μ 
καϑ' ὃ τέμνονται αἴ δύο ἄλλαι πλευ- 
ραὶ ΑΓ καὶ ΒΔ, καὶ ὁ τόπος τοῦ ση- 
μείου τομῆς τῶν διαγωνίων ΑΔ, ΒΓ; 


Διὰ τοῦ σημείου Μ φέρομεν τὴν 
ΜΝ παράλληλον πρὸς τὴν ΟΓΔ, 
καὶ ζητοῦμεν τὴν σχέσιν μεταξὸ 
τῶν ΑΝ, ΝΜ καὶ τῶν δοθέντων 
μηκῶν. 

“Ἔστωσαν ΟΑ-Ξα, ΟΒ-Ξβ, ΑΒ-Ξ 
β--α-:Ξλ. 

ΟΓ-ΞΥγ ΟΔ-Ξ-ὅ. 
Τὰ ὅμοια τρίγωνα ΝΒΜ, ΟΒΔ, 
κατόπιν τὰ ΝΑΜ, ΟΑΓ δίδουν: 


ΜΝ ΟΔ δ δ 
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Υ ΝΒ. ὃ. 

ἐξ οὗ ΝΑῚ Σ πνΒ. τ. 

ἀλὰ ΝΒ--Ναξλ, ἄρα ΝᾺ “εν. 
βγταδ . ὃ 

ἐξ οὗ να. ΠΕ ΘΕ πὶ 


καὶ συνεπῶς ΝΑα-ξλ ποσότης σταθερά, κατόπιν, ἐκ 


αὖ 
βγ--αὖ 
τοῦ ΜΝ-εδνα. ᾿Ν ἔχομεν : 


ΜΝελ. 


Ἐγτ ας ποσότης σταθερά. 

ΓΑρα ὅ τόπος τοῦ σημδίου Μ, εἶναι περιφέρεια τῆς ὁποίας τὸ κέντρον 
Ν εἶναι ἐπὶ τῆς ΟΑΒ. 

Ὃ τόπος τοῦ Μ’ εἶναι ἧ περιφέρεια τῆς ὁποίας τὸ κέντρον εἶναι τὸ Ν’ 
καὶ ἀμεὶς ἡ Ν' Μ΄. 

Τὸ ζεῦγος τῶν δύο περιφερειῶν μὲ ἀντίστοιχα κέντρα Ν᾿ καὶ 
Ν’ ἀποτελεῖ τὸν πλήρη τόπον. 


86. Σύνθετοι τόντοι. Οἱ ζητούμενοι γεωμετρικοὶ τόποι δύναν- 
ται νὰ σχηματίζωνται ἐκ διαφόρων εἰδῶν γραμμῶν’ π. χ. μιᾶς 
εὐθείας καὶ ἑνὸς κύκλου ἣ ἑνὸς κύκλου καὶ μιᾶς ὑπερβολῆς. Εἰς 
αὐτὴν τὴν περίπτωσιν, ἡ μελέτη τῶν εἶναι δυσκολωτέρα, διότι 
εἶναι ἐνδεχόμενον νὰ παραλείψωμεν μέρος τοῦ τόπου. 

Ἢ εἰδικὴ αὐτὴ περίπτωσις παρουσιάζεται εἰς ἕν πρόβλημα 
ἐξετάσεων (ἀριθ. 86) ἀλλὰ πρὶν τὴν ἐξετάσωμεν, θὰ μελετήσωμεν 
μίαν περίπτωσιν πολὺ ἀπλῆν (ἀριθ. 84 β). “Ας πραγματευθῶμεν 
ἐν πρώτοις περὶ ἑνὸς συνθέτου τόπου, μιᾶς εὐθείας καὶ ἑνὸς 


κύκλου. 
Πρόβλημα 


86 α. Μὲ κέντρον τὴν κορυφὴν Α ἑνὸς ἰσοσκελοῦς τριγώνου ΒΑΓ 
γράφομεν κύκλον μεταβλητῆς ἀκτῖνος, ἐκ τῶν Β καὶ Γ', ἄγομεν τὰς 


"το τεοιεγας εἰς τὸν μεταβαλλόμενον τοῦτον κύκλον. Ποῖος ὁ τόπος 
τῶν σημείων τομῆς τῶν οὕτω ἀγομένων ἐφαπτομένων ; 


ΑΙ ἐφαπτόμεναι τέμνονται εἰς τέσσαρα σημεῖα Ε, Ζ,|,Κ. 
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1) ᾽Ο τόπος τῶν σημείων Ε, Ζ εἶναι προφανῶς ἡ εὐθεῖα ΕΑΖ 
κάθετος ἐπὶ τὴν βάσιν ΒΓ. 

2) Ὃ τόπος τῶν σημείων , Καὶ εἶναι ὁ περιγεγραμμένος κύκλος 
τοῦ τριγώνου ΒΑΓ. Ππάιάπι ἐὰν φέρωμεν τὰς ἀκτῖνας εἰς τὰ 
σημετα τῆς ἐπαφῆς ΑΜ, ΑΝ, βλέπομεν ὅτι τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα 
ΑΜΒ, ΑΝΓ εἶναι ἴσα’ ἄρα ΑΒΜΙΞΑΓΝ, καὶ συνεπῶς γωνία ΒΙΓ-- 
ΒΑΓ, καὶ ἑπομένως τὸ σημεῖον ἰ ἀνήκει εἰς τὸν κύκλον ΒΑΓ. 


Παρατήρησις. Οὕτω ὁ πλήρης τόπος τῶν τεσσάρων σημείων το- 
μῆς, ἀποτελεῖται ἀπὸ δύο διακεκριμένα μέρη: μίαν εὐθεῖαν ΑΗ 
καὶ ἕνα κύκλον ΑΒΓ. 


πρόβλημα 


86 β, Δίδεται εὐϑεῖα ΧΧ’ καὶ δύο κάϑετοι ἐπ᾽ αὐτὴν ΥΥ΄, ΖΖ΄. 
Ἕξ ἑνὸς σημείον Μ φέρομεν καϑέτους ΜΡ, ΜΚ, ΜΣ ἐπ᾽ αὐτάς. Ποῖος 
εἶναι ὁ τόπος τοῦ σημείον Μ 
ὅταν ἣ ΜΡ εἶναι μέση ἀνάλο- 
γος τῶν ΜΚ καὶ ΜΣ; 


1) ἔστω 
ΜΡ: ΜΚ ΜΣ 
ἔχομεν λοιπόν : 
ΜΡΊΞΕΡΑ .ΡΑ"- 


ὅρα ὁ τόπος τοῦ σημείου Μ 
εἶναι ἡ περιφέρεια, ἥτις γρά- 
φεται μὲ διάμετρον τὴν ΑΑ΄. 
2) ᾿Αλλὰ δυνάμεθα νὰ ἔχω- 
μεν ἐπίσης: 
Μ’:.--:Μ΄ Κ΄, Μ'Σ΄ 
ἢ ΜῬ“-ΞΡ΄Α.Ρ΄Α΄. 
Συ ἡ. ᾽Εὰν παραστήσωμεν τὸ ΜῬ᾽ 
διὰ τοῦ γν, τὴν ἀπόστασιν ΟΡ΄ 
διὰ τοῦ χα καὶ τὴν ἀκτῖνα τοῦ κύκλου διὰ τοῦ α, ἔχομεν: 
γξξία --αἡὐ (χ-Γα)ξεχ"--α", 
ἥτις εἶναι ἡ ἐξίσωσις μιᾶς ἰσοσκελοῦς ὑπερβολῆς ἐχούσης τὴν ΑΑ΄ 
ὡς πρωτεύοντα ἄξονα: οὕτω ὁ πλήρης τόπος ἀποτελεῖται ἐξ ἑνὸς 


κύκλου καὶ μιᾶς ἰσοσκελοῦς ὑπερβολῆς, δυναμένης εὐκόλως νὰ 
προοσδιορισθῇ. 

Παραιήρησις. Ἢ περιφέρεια καὶ ἡ ὑπερβολὴ εἶναι συμπληρωμα- 
ταν ἀαικθλαι μὲ τὴν ὑποδειχθεῖσαν ὑπὸ τοῦ Ροποεῖεις ἔννοιαν 
(ἀρ. 75). 


Προόβλημα 


86. Δίδεται ἰσοσκελὲς τρίγωνον' ζητεῖται ὁ τόπος τῶν σημείων» 
ἑκάστου τῶν ὁποίων ἡ ἀπόστασις ἀπὸ τὴν βάσιν τοῦ τριγώνου εἶνα' 
μέση ἀνάλογος τῶν ἀποστάσεων τοῦ ἰδίον σημείου ἀπὸ τὰς δύο ἄλ᾽" 
λας πλευράς. 


Βλέπομεν ἀμέσως ὅτι τὸ κέντρον Ο τοῦ ἐγγεγραμμένου κύκλου 
καὶ τὰ κέντρα Η,1, Καὶ τῶν παρεγγεγραμμένων κόκλων ἀνήκουν 
εἰς τὸν ζητούμενον τόπον, διότι ἕκαστον ἐξ αὐτῶν ἀπέχει ἰσάκις 
τῶν τριῶν πλευρῶν. 
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Τὰ σημεῖα Α, Β, ἀνήκουν ἐπίσης εἰς τὸν τόπον᾽ πράγματι, ἡ 
ἀπόστασις ἑκάστου ἐξ αὐτῶν τῶν σημείων ἀπὸ τὴν βάσιν καὶ ἀπὸ 
μιᾶς πλευρᾶς εἶναι μηδέν, τοῦτο λοιπὸν εἶναι ἀρκετὸν διὰ νὰ μη- 
δενισθῇ τὸ τετράγωνον καὶ τὸ γινόμενον. 

Τὰ οὕτω πως ἀμέσως εὑρεθέντα ἕξ σημεῖα δὲν δύνανται προφα- 
νῶς ν᾿ ἀνήκουν οὔτε εἰς μίαν 
καὶ τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν, οὔτε ῃ 
εἰς μίαν καὶ τὴν αὐτὴν περιφέ- 
ρειαν. Τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα 
ἐδόθη εἰς τὰς ἐξετάσεις τοῦ 
Λυκείου τῷ 1865. 

Οἱ καλλίτεροι μαθηταὶ ἐ- 
σταμάτησαν εἰς τὴν σκέψιν 
αὐτήν, ἐνῷ ἐκεῖνοι οἱ ὁποῖοι 
δὲν εἶχον σκεφθῆ παρὰ τὰ 
σημεῖα Α,Ο,Β,Η, ἔδωσαν ὡς 
λύσιν μίαν περιφέρειαν, καὶ 
ἦτο αὕτη ἡ ζητουμένη λύσις. 

᾿Αλλὰ ὁ πλήρης τόπος πε- 
ριλαμβάνει δύο μέρη δεικνυό- 
μενα κατωτέρω: 

1) Ἢ ἀφαπτομένη περιφέ- 
βεια εἰς τὰ σημεῖα Α καὶ Β 
τῶν δύο πλευρῶν, αὕτη ἡ Σχ. 85. 
καμπόύόλη διέρχεται διὰ τῶν 
κέντρων Ο καὶ Ἡ. Γνωρίζομεν 
ὅτι ἕκαστον σημεῖον αὐτῆς τῆς περιφερείας ἀνήκει εἰς τὸν τό- 
πον (ἀριθ. 25). 

Ἧ ἀναλυτικὴ Γεωμετρία ἐξ ἄλλου δίδει ὡς λύσιν : 

2) Μίαν ὑπερβολὴν ΚΑΚ᾽, ΙΒ]΄, ἐφαπτομένην εἰς τὰ σημεῖα Α,Β 
τῶν ἀντιστοίχων πλευρῶν καὶ ἀκολούθως ἐφαπτομένην εἰς τὸ 
πρῶτον μέρος τοῦ τόπου (δηλ. τὴν περιφέρειαν). δευτέρα αὕτη 
καμπύλη περιέχει τὰ κέντρα | καὶ Κὶ τῶν ἐξωτερικῶς ἐφαπτομένων 
εἰς τὰς ἴσας πλευρὰς κύκλων τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου. 


δ 1]. Χοῆσις γεωμετρικῶν τόπων 


87. Τόσοι πρὸς χρῆσιν. Οἱ κυριώτεροι γεωμετρικοὶ τόποι, οἱ 
χρησιμοποιούμενοι εἰς τὰς λύσεις τῶν προβλημάτων εἶναι οἱ ἀκό- 
λουθοι : 

α) Ὃ τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ δια- 
φορὰ τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο δοθείσας εὐθείας ἰσοῦται πρὸς 
δοθὲν μῆκος. 

β) Ὃ τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ δύο 
δοθείσας εὐθείας ἔχουν δοθέντα λόγον. 

Υ) Ὃ τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ δύο 
δοθέντων σημείων ἔχουν δοϑέντα λόγον. 

δ) Ὃ τόπος τῶν σημείων τῶν διαιρούντων εἰς δοθέντα λόγον 
ἣν τὰς ἀγομένας εὐθείας ἐξ ἑνὸς σημείου εἰς μίαν εὐθεῖαν ἢ εἰς 
μίαν περιφέρειαν. 

ε) '᾽Ο τόπος τῶν σημείων ΝδΥ, τῶν διαιρούντων τὰς εὐθείας ΟΜ, 
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τὰς ἀγομένας ἐξ ἑνὸς σημείου Ο, εἰς μίαν εὐθεῖαν ἢ εἰς μίαν πε- 
ριφέρειαν εἰς δύο τμήματα τοιαῦτα, ὥστε τὸ γινόμενον ὁΜμ .ΟΝ 
νὰ εἶναι σταθερόν. 

στὴ Ὃ τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ δια- 
φορὰ τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο σημείων, ἰσοῦται 
πρὸς δοθὲν τετράγωνον. 

88. Προσδιορισμὸς σημείου. Εἰς τὰς πλείστας τῶν περιπτώσεων, 
ἡ λύσις ἑνὸς γραφικοῦ προβλήματος χρειάζεται τὸν προσδιορισμὸν 
τῆς θέσεως ἑνὸς σημείου. 

Οὕτω, μὴ λαμβάνοντες ὑπ᾽ ὄψει μίαν ἐκ τῶν δεδομένων σὺυν- 
θηκῶν τοῦ προτεινομένου προβλήματος, εὑρίσκομεν μίαν γραμμὴν 
περιέχουσαν τὸ ζητούμενον σημεῖον' κατόπιν λαμβάνοντες ὑπ᾽ ὄψει 
τὴν παραλειφθεῖσαν συνθήκην, ἀλλὰ ἀφαιροῦντες μίαν ἄλλην δο- 
ϑεῖσαν, ἐπιτυγχάνομεν ἀκόμη μίαν γραμμήν, εἰς τὴν ὁποίαν ἀνήκει 
τὸ πρὸς προσδιορισμὸν σημεῖον: ἄρα ἡ τομὴ τῶν δύο γεωμετρικῶν 
τόπων δίδει τὸ ζητούμενον σημεῖον. 


Χρῆσις ἑνὸς μόνον γεωμετρικοῦ τόστου. 


80. 'Ο προσδιορισμὸς ἑνὸς σημείου δὲν ἀπαιτεῖ ἐνίοτε, παρὰ 
τὴν κατασκευὴν ἑνὸς μόνου τόπου. Ἥ περίπτωσις αὕτη παρουσιάζεται, 
ὅταν τὸ σημεῖον ὀφείλῃ νὰ κεῖται καὶ εἰς δοθεῖσαν γραμμήν. ᾿Ιδοὺ 
μερικὰ παραδείγματα : 


Πρόβλημα 


90. "Ἐπὶ γραμμῆς ΑΒ, νὰ προσδιορισϑῇ σημεῖον Λ τοιοῦτον ὥστε 
αἱ ἀποστάσεις ΛΜ, ΛΝ ἀπὸ δύο εὐθείας 


ΟΧ, ΟΨ, νὰ ἔχουν δοϑέντα λόγον το 


Πρέπει νὰ ὀρισθῇ ὁ τόπος ΟΖ τῶν 
σημείων, τῶν ὁποίων αἱ ἀποστάσεις 


ΕΚ, ΕΣ ἔχουν τὸν δοθέντα λόγον -ἰ- 
(ἀριθ. 60). 


Παρατήρησις. Διὰ τὴν κατασκευὴν δυ- 
νάμεθα νὰ λάβωμεν ΟΓ-Ξμ, ΟΔΞ-εν καὶ 
νὰ φέρωμεν τὰς παραλλήλους ΓΕ, ΔΕ, διότι ἔχομεν: 


ΕΚ Ἂμ 
ΕΣ ν 
πρόβλημα 


91. ᾿'Επὶ γραμμῆς ΑΒ νὰ δρισϑῇ σημεῖον ΔΛ, τοιοῦτον ὥστε ἐνοῦν- 
τες αὐτὸ μὲ τὰ ἄκρα δύο τμημάτων μ καὶ ν, νὰ σχηματίζωνται δύο 
τρίγωνα ἰσοδύναμα. 


Προσδιορίζομεν τὸν τόπον ΟΛΕ, τῶν σημείων τῶν ὁποίων ὁ 
λόγος τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τὰς ΡΜ, ΣΝ, ἑνοῦνται μὲ τὸν λόγον 
τῶν μηκῶν ν, μ. 

Πρὸς τοῦτο ἐπὶ τῆς ΟΓ καθέτου εἰς τὴν ΡΑ λαμβάνομεν ν΄-Ξν, 
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ἐπὶ τῆς ΟΔ, καθέτου ἐπὶ τὴν ΣΝ λαμβάνομεν μ΄ΞξΞμ καὶ ἄγομεν 
τὰς παραλλήλους ΓΕ, ΔΕ, τὰ τρίγωνα ΛΜΡ, ΛΝΣ εἶναι ἰσοδόναμα. 


Πρόβλημα 


982. Δίδεται ἐπὶ μιᾶς περιφερείας ἕν σημεῖον καὶ μία χορδή διὰ 
τοῦ σημείου νὰ ἀχϑῇ δευτέρα χι ἢ 

ὁποία νὰ διαιρῆται εἰς δύο ἴσα μέρη 
ὑπὸ τῆς πρώτης. 

1) Δύσις. Ἔστω τὸ δοθὲν σημεῖον Α 
καὶ ΒΓ ἡ δοθεῖσα χορδή. 

᾽Εὰν ΑΔΕ εἶναι ἡ ζητουμένη χορδή, 
τὸ σημεῖον Δ ὀφείλει νὰ εὑρίσκεται 
ἐπὶ τῆς ΒΓ καὶ ἐπὶ τοῦ τόπου τῶν μέ- 
σὼων τῶν χορδῶν τῶν ἀγομένων διὰ 
τοῦ Α (ἀριθ. 80). ᾿Αρκεῖ λοιπὸν νὰ γρα- 
φῇ περιφέρεια μὲ διάμετρον ΑΟ. 

Τὰ σημεῖα Δ, Δ΄ ὀρίζουν τὰς ζητου- 
μένας χορδάς. 

2) Λύσις. Τὸ σημεῖον Ε ὀφείλει νὰ κεῖται ἐπὶ τῆς δοθείσης πε- 
ριφερείας καὶ ἐπὶ τοῦ τόπου τῶν σημείων τοιούτων ὥστε, ἑκάστη 
γραμμὴ ἀγομένη ἐκ τοῦ σημείου Α νὰ διαιρῆται εἰς δύο ἴσα 
μέρη ὑπὸ τῆς ΒΓ. 

“Ἄρα ἐπὶ μιᾶς τυχούσης εὐθείας γραμμῆς ΑΙΖ, ἀρκεῖ νὰ λά- 
βωμεν |Ζ-- Αἱ καὶ νὰ φέρωμεν παράλλη- 
λον ΕΕ᾿ πρὸς τὴν ΒΓ. 


93. Παρατήρησις. 1) Ὅταν ἢ λύσις ἑνὸς προ- 
βλήματος ἐξαρτᾶται ἐκ τῆς τομῆς μιᾶς εὐϑείας 
καὶ ἑνὸς κύκλου, τὸ πρόβλημα δύναται νὰ ἔχῃ ΝῚ 
δύο, μίαν ἣ καμμίαν λύσιν, 

Θὰ ἀποφύγωμεν ἐνίοτε νὰ ἐπαναλάβω- 
μεν αὐτὴν τὴν παρατήρησιν. 


2) Ἢ δευτέρα λύσις δύναται νὰ ἐφαρ- 
μοσθῇ καὶ ὅταν ἀκόμη ἡ περιφέρεια ἀντι- 
καθίσταται ὑπὸ μιᾶς τυχούσης καμπύλης. Σχ. 48. 

Τὸ προτιθέμενον πρόβλημα δὲν εἶναι 
παρὰ μία εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ κατωτέρω προβλήματος : 


Πρόβλημα 

94. Δίδονται σημεῖον Ο καὶ δύο τυχοῦσαι εὐϑεῖαι διὰ τοῦ δο- 
ϑέντος σημείου ἄγομεν τέμνουσαν 
ΜΟΝ περατουμένην ἐπὶ τῶν δύο δο- 
ϑεισῶν εὐϑειῶν, καὶ τοιαύτην ὥστε τὰ 
τμήματα ΟΜ, ΟΝ νὰ ἔχουν δοϑέντα 


, μ 
λ ἜΞΕΟΣ 
γον - 


“Εστωσαν αἱ εὐθεῖαι ΧΨ, ΧΖ καὶ 
ἡ ζητουμένη ΜΟΝ διηρημένη εἰς τὸν 
δοθέντα λόγον. 

Τὸ οημεῖον Ν᾽ ὀφείλει νὰ κεῖται 
ἐπὶ τῆς ΧΖ καὶ ἐπὶ τοῦ τόπου τῶν 
σημείων τῶν διαιρούντων ἑκάστην εὐθεῖαν, ἀγομένην ἐκ τοῦ Ο ἐπὶ 
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τὴν ΧΥ͂ εἰς τὸν δοθέντα λόγον τ. Πρέπει λοιπὸν νὰ κατασκευά- 
σωμεν αὐτὸν τὸν τόπον. Πρὸς τοῦτο, φέρομεν τυχοῦσαν εὐθεῖαν 
ΑΟΒ, λαμβάνομεν δε - τι καὶ διὰ τοῦ σημείου Β φέρομεν 
παράλληλον πρὸς τὴν ἌΥΙ 


: Μ μ 
Θὰ ἔχωμεν: νη Ξξν- 


9δ. Παρατήρησις. Διὰ μίαν εὐθεῖαν ΧΨ καὶ μίαν περιφέρειαν, ὁ 
ἴδιος τόπος δίδει: 
ΟΜ’ μ 


ὈΝ’ ν᾿ 
Διὰ μίαν εὐθεῖαν καὶ μίαν τυχοῦσαν καμπύλην ἐργαζόμεθα ὡς 
ἀνωτέρω, διὰ μίαν περιφέρειαν καὶ μίαν τυχοῦσαν καμπύλην, ἐρ- 
γαζόμεθα ὡς ἑξῆς (ἀρ. 96). 


Πρόβλημα 


96. Τὸ αὐτὸ πρόβλημα μὲ τὸ ἀρ. 94, μὲ τὴν διαφορὰν ὅτι δί- 
δονται δύο περιφέρειαι. 


“ἝἝστωσαν δύο περιφέρειαι ἔχουσαι ἀντιστοίχως κέντρα τὰ 
σημεῖα Α καὶ Β. 


Πρέπει νὰ εὕρωμεν τὸν τόπον τῶν ση- 


; ς (ΟΜ μ 

μείων, τῶν τοιούτων ὥστε: ὌΝ “ν᾽ 
Εἴδομεν (ἀρ. 65) ὅτι ὁ τόπος οὗτος εἶναι 
περιφέρεια μὲ κέντρον Γ, τοιαύτη ὥστε τὸ 
δοθὲν σημεῖον Ο νὰ εἶναι τὸ κέντρον ὁμοιό- 
τηῖος τῶν περιφερειῶν Α καὶ Γ. Διὰ τὴν 
κατασκευὴν τῆς περιφερείας Γ, παρατηροῦ- 
μεν ὅτι τὸ κέντρον τῆς Γ θὰ κεῖται ἐπὶ 
τῆς. ΟΑ καὶ θὰ χωρίζῃ ταύτην εἰς λόγον 


Ὅλ -Ξ τι ἡ δὲ ἀκτὶς γ, θὰ δίδεται ἀπὸ τὴν 


ἜΘ ΞΘ, οἹ 
σχέσιν : ε΄ πὶ π τὶ 
Αἱ εὐθεῖαι ΜΝ καὶ Μ’ Ν΄ εἶναι αἱ ζητούμεναι, διότι ἔχομεν. 
ΟΜ ΟΓ μ 


ὋΝ Οὰτνν᾿ 
Πρόβιημα 


97. Διὰ δοϑέντος σημείον Ὁ κειμένον ἐντὸς γωνίας ΨΧΖ, νὰ 
ἀχϑῇ τέμνουσα ΜΟΝ, τοιαύτη ὥστε τὸ γινόμενον ΟΜ..ΟΝ νὰ ἰσοῦ- 
ται πρὸς δοϑὲν τετράγωνον κ5. 


᾿Αρκεῖ, ὡς ἀνωτέρω, νὰ προοδιορίσωμεν ἕν τῶν ἄκρων τῆς 
τεμνούσης, π. χ. τὸ δ΄. Τὸ σημεῖον Ν, ὀφείλει νὰ εὑρίσκεται ἐπὶ 
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τῶν ΧΖ καὶ ἐπὶ τοῦ τόπου τῶν σημείων τῶν τοιούτων, ὥστε: 

ΟΜ.ΟΝ--Ξκ’Ρ 

Διὰ νὰ προσδιορίσωμεν τὸν τελευ- 

ταῖον τοῦτον τόπον (ἀρ. 67), πρέπει νὰ 

ἜΡΟΝ τὴν κάθετον ΟΑ, νὰ λάβωμεν 

, τοιοῦτον ὥστε ΟΒ.ΒΑ--ῖϑ, καὶ 

μὲ διάμετρον ΟΒ νὰ γράψωμεν περιφέ- 

ρειαν. Τὰ σημεῖα τομῆς Ν᾽ καὶ Ν΄ αὐ- 
τῆς καὶ τῆς ΧΖ εἶναι τὰ ζητούμενα. 


98. Παρατήρησις. Λία ἀκ τῶν εὐθειῶν 
εἶναι δυνατὸν νὰ ἀντικατασταθῇ ὑπὸ 
μιᾶς περιφερείας ἢ ὑπὸ μιᾶς τυχούσης 
καμπύλης. 

Δυνατὸν νὰ δοθοῦν δύο περιφέρειαι 
ἢ μία περιφέρεια καὶ μία τυχοῦσα 
καμπόλη. 


Πρόβλημα 


99. Δι' ἑνὸς σημείου τῆς ὑποτεινούσης ὀρϑογωνίον τριγώνου, νὰ 
ἀχϑοῦν παράλληλοι πρὸς τὰς πλευρὰς 
τῆς ὀρϑῆς γωνίας, εἰς τρόπον ὥστε τὸ “ 
σχηματιζόμενον ὀρϑογώνιον νὰ πληροῖ 
μερικοὺς τιϑεμένους ὄρους. 


τ 
ῃ 
Ἂν 
Η͂ 
ΗΠ ςῚἮ 
Η 
Η 
ῃ 


Ἀν 


Β 


α) Ἢ περίμετρος τοῦ ὀρϑογωνίου νὰ 
ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν μῆκος 3ρ. 


Ὶ 
“Αστωῶσαν ΑΒΓ τὸ δοθὲν ὀρθο- 
γῶνιον, τοιοῦτον ὥστε ἡ ἡμιπερί- 
μετρος Α Ῥ ΓῚ Γ 
ΜΝΈΜΡΞΡ. (σχ. 52). Σλ. ὅ5. 


Τὸ σημεῖον Μ ὀφείλει νὰ κεῖται ἐπὶ τῆς πλευρᾶς ΒΓ καὶ ἐπὶ 
τοῦ τόπου τῶν σημείων, τῶν ὁποίων τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστά- 
σεων ἀπὸ δύο ὀρθογωνίως τεμνομένων εὐθειῶν ΑΒ, ΑΓ, ἰσοῦται 
πρὸς ν (ἀρ. 75). ᾿Αρκεῖ νὰ λάβωμεν ΑΔΕΞΑΕ--ρ καὶ νὰ φέρωμεν 
τὴν ΔΜΕ. 

Πρέπει νὰ εἶναι: 


ΑΒερζαγ. 
β) Ἢ διαφορὰ τῶν δύο προσχειμέ- 
νων πλευρῶν τοῦ ὀρϑογωνίονυ νὰ ἰσοῦ- 
ται πρὸς δοθὲν μῆκος ὃ. 


Πρέπει νὰ χρησιμοποιήσωμεν τὸν 
τόπον τῶν σημείων, τῶν ὁποίων ἡ 
διαφορὰ τῶν ἀποστάσεων ἰσοῦται 
πρὸς δοθεῖσαν γραμμὴν (ἀρ. 75), καὶ 
νὰ λάβωμεν: 

ΑΔ: Α Ε-ΞΞὃ (σχ. 53). Ἐι. 83. 

Τὸ σημεῖον Μ θὰ εὑρίσκεται ἐπὶ 
τῆς προεκτάσεως ΔΕ τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου ΑΔΕ. Πράγματι 
θὰ ἔχωμεν: ΜΝ -- ΜΡ---. 
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Παρατήρησις. 1) Ἢ Ἐ΄Μ' δίδει μίαν δευτέραν λύσιν : 
Μ' - Μ'Ν΄ Ξ- δ. 
2) Ἧ διαφορὰ δύναται νὰ ἰσοῦται πρὸς τὸ μηδέν. Ἔχομεν τότε 
τὸ ἐγγεγραμμένον τετράγωνον' ἡ γραμμὴ ΑΟ σχηματίζουσα γω- 


νίαν -ξ. ἀντιστοιχεῖ εἰς αὐτὴν τὴν περίπτωσιν. 


Ὑπάρχουν δύο λύσεις, ὅταν τὸ δ εἶναι μικρότερον τῆς μικρο- 
τέρας πλευρᾶς. 

Μία μόνη, διὰ ΑΒ «ὃ« ΑΓ. 

Καμμία διὰ δ᾽»ΔΑΓ. 


Υ) Ὃ λόγος τῶν πλευρῶν τοῦ ὀρϑογωνίον νὰ ἰσοῦται πρὸς Ἔ, 


ἭἬ : τὸ ὀρϑογώνιον νὰ εἶναι ὅμοιον 
πρὸς δοϑὲν ὀρϑογώνιον. 


Τὸ σημεῖον Μ ὀφείλει νὰ ἀνήκῃ εἰς 
τὸν τόπον τῶν σημείων, τῶν ὁποίων ὁ 
λόγος τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τὰς πλευ- 
ρὰς ΑΒ καὶ ΑΓ νὰ ἰσοῦται πρὸς τ, 

Πρὸς κατασκευὴν τοῦ τόπου (σχ. 54) 
πρέπει νὰ προσδιορίσωμεν ἕν σημεῖον 
Μ', τοῦ ὁποίου αἱ ἀποστάσεις νὰ ἔχουν 
τὸν δοθέντα λόγον. 


Πρὸς τοῦτο, ἀρκεῖ νὰ λάβωμεν ἴα --- καὶ νὰ φέρωμεν τὰς 
παραλλήλους Ρ΄Μ΄ καὶ Ν΄ Μ΄ ἢ νὰ κατασκευάσωμεν ὀρθογώ ον 
ΑΡ΄Μ΄Ν΄ ἴσον πρὸς τὸ δοθέν. 

Ὕπαάρχουν δύο λύσεις, διότι δυνάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν τὸ 
ὀρθογώνιον ΑΡ΄Μ΄Ν᾽, εἰς τρόπον ὥστε ἡ μικρὴ βάσις νὰ εἶναι 
ἐπὶ τῆς ΑΓ. 


δὴ Τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων, τῶν προσχειμένων πλευρῶν τοῦ 
ὀρϑογωνίον, νὰ ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν τετράγωνον ἱε". 


Μὲ κέντρον τὸ σημεῖον Α καὶ ἀκτῖνα ΑΙ(--ἰ, γράφομεν τόξον 
κύκλου (σχ. 54). 
'ὋὙπάρχουν δύο λύσεις, μία ἢ καμμία. 


εἰ Εἷς ὀρθογώνιον ἰσοσκελὲς τρίγωνον νὰ ἐγγραφῇ ὀρϑογώνιον, τοῦ 
ὁποίου ἢ ἐπιφάνεια νὰ εἶναι ἰσοδύναμος πρὸς δοϑὲν τετράγωνον ἱκ᾽. 


Θὰ πρέπει ν᾽ ἀναζητήσωμεν τὴν τομὴν τῆς ὑποτεινούσης ΒΓ 
(σχ. 55) καὶ τῆς ἰσοσκελοῦς ὑπερβολῆς τόπου τῶν σημείων Μ, μὲ 
γινόμενον ἀποστά εων σταθερὸν (ἀρ. 78) ἀλλὰ μὴ δυνάμενοι νὰ 
κατασκευάσωμεν γεωμετρικῶς τὴν ὑπερβολήν, πρέπει νὰ ἀνατρέ- 
ξωμεν ἀλλοῦ. 

Τὸ ὀρθογώνιον θὰ προσδιορισθῇ, ὅταν ὁρισθῇ τὸ σημεῖον Ρ. 

Τοῦ τριγώνου ὄντος ἰσοσκελοῦς, τὸ ἄθροισμα τῶν πλευρῶν 
ΜΡ, ΜΝ εἶναι οταθερὸν καὶ ἰσοῦται πρὸς ΑΓ (ἀρ. 74). ᾿Αλλὰ 
ὅλα τὰ ὀρθογώνια, τὰ ὁποῖα ἔχουν τὴν ΑΓ ὡς ἄθροισμα τῶν 
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πλευρῶν, ἔχουν ὡς ἐπιφάνειαν τὸ τετράγωνον τῶν διαφόρων 
τεταγμένων, ὡς ἡ ΡῬΕ, τοῦ ἡμικυκλίου 
ἈΕΓ, τοῦ γραφομένου μὲ διάμετρον τὴν 
ΑΓ. "Ἄρα πρέπει νὰ λάβωμεν ΑΔ -εἰ 
καὶ νὰ φέρωμεν τὴν παράλληλον ΔΕ πρὸς 
τὴν ΑΓ. 

Θὰ ἔχωμεν: ΑΡ. ΡΓΞΞΕΡΕ ἢ ΑΡ. ΡΜ-Ξἐικ". 


Πρόβλημα 


100. Ἑὶς δοϑέντα κύκλον νὰ ἐγγραφῇ ὁρ- 
ϑογώνιον, τοῦ ὁποίου ἡ περίμετρος νὰ ἰσοῦ- 
ται πρὸς δοϑὲν μῆκος λ. 

α) ᾿Αρκεῖ προφανῶς νὰ ἀσχοληθῶμεν 
μὲ τὸ τέταρτον τῆς περιμέτρου καὶ νὰ θέ- 


σωμεν: ΜΡ-ΜΝ:-ΞεΟ τς 


Τὸ σημεῖον Μ θὰ κεῖται ἐπὶ τοῦ τόξου 
ΒΜΓ (σχ. 56) καὶ ἐπὶ τοῦ τόπου τῶν σημείων, τῶν ὁποίων ἱὑτὸ 
ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο καθέτους εὐθείας ΑΒ, ΑΓ 


ἰσοῦται πρὸς Δ. ἄρα πρέπει νὰ λάβωμεν ΑΔιΞΑΕ--ΞΞ -- "καὶ νὰ 
φέρωμεν τὴν ΔΕ (ἀρ. 99, α). 
Παρατήρησις. Δύναται νὰ ἔχῃ δύο λύσεις, μίαν ἢ καμμίαν (ἀρ. 93). 


(β) Ἢ διαφορὰ τῶν προσκειμένων πλευρῶν τοῦ ὀρθογωνίου νὰ 
ἰσοῦται πρὸς ὃ (σχ. δθ6). 


Λαμβάνομεν: ΑΖ- ακ-Ξ - 
καὶ φέρομεν τὴν ΖΚΜ. 

Εὐρίσκομεν: ΜΝ -- ΜΡ-- ΕΝ 
ἐξ οὗ ΜΜ΄-- ΜΜ’Ξ δ. 


(Υ) Ὃ λόγος τῶν προσκειμένων πλευ- 
ρῶν τοῦ ὀρϑογωνίον νὰ ἰσοῦται μὲ τ. 


"᾿Εργαζόμεϑα εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, 

πῶς προκειμένου περὶ τοῦ ἀντιστοίχον 
ποοβλήματος͵ τοῦ ἀφορῶντος τὸ τρίγω- 
νου (ἀρ. 99 γ). 


(δ) Ἢ ἐπιφάνεια τοῦ ὀρϑογωνίον νὰ 
ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν τετράγωνον (σχ. δ71). 


Παριστῶμεν ὁλόκληρον τὴν ἐπιφάνειαν διὰ 4κ". 
Θὰ ἔχωμεν: ΑΡῸΜΡ --κῦ' 
ἐξ ἄλλου ΑΡ"- ΜΡι-Ξ- ΑΜδεξ-Ξρϑ, 
“Ἄρα ΑΡΝΈΖΑΡ. ΜΡ-Ε ΜΡι-Ξ- (ἘΑΡ - ΜΡ)»- ρ᾽-Ἐ2κ", 


Γνωρίζομεν λοιπὸν τὸ ἄθροισμα τῶν δύο προσκειμένων πλευ- 
ρῶν καὶ ἀναγόμεθα εἰς γνωστὸν πρόβλημα Ἄν ΝΝ ᾿ 
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“Ἔστω ΑΖΘΗ τὸ δοθὲν τετράγωνον: ΑΘ’ -ΞΞ2κ5. 

Λαμβάνομεν μῆκος ΑΙ ἴσον πρὸς ΑΘ καὶ φέρομεν τὰς καθέ- 
τοὺς ΙΔ, ΓΛ. 

Ἔχομεν: ΑΛϑΞρ᾽-Ἐ2ι5' 
ἄρα ΑΛΞΑΡΈΜΡ. 

Κατόπιν λαμβάνομεν ΑΕ καὶ ΑΔ 
ἴσα πρὸς ΑΛ, καὶ φέρομεν τὸν τό- 
πον ΔΕ. 


(ε) Ἢ διαφορὰ τῶν τετραγώνων 
τῶν δύο προσχειμένων πλευρῶν τοῦ 
ὀρϑογωνίου, ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν τετρά- 
γωνον (σχ. δ8). 


Θὰ ἔπρεπε, ὡς εἰς τὸν ἀρ. 99 (ε), 
νὰ κατασκευάσωμεν ὑπερβολὴν καὶ 
νὰ λάβωμεν τὴν τομήν τῆς μετὰ τοῦ 
δοθέντος κύκλου, ἀλλὰ προτιμῶμεν 
ν᾿ ἀντικαταοτήσοωμεν τὴν καμπύλην 

Σ.. 51, αὐτὴν διὰ μιᾶς εὐθείας. 
Παριστῶντες τὴν διαφορὰν τῶν 
τετραγώνων διὰ 41, θὰ ἔχωμεν : 


ΜΝλ--- ΜΡ1Ξ:κ", 
ἐξ ἄλλου ΜΝΈΜΡ:Ξρ". 
Προσθέτοντες κατὰ μέλη ἔχομεν, Ζ2ΜΙΝΝΞΞρ"-Ἐκἢ 


αΣ ρ"΄-Ἐκ3 ΜΈ ἊΝ ρ Ἐκ 


᾿Αρκεῖ λοιπὸν νὰ κατασκευάσωμεν αὐτὸ τὸ μῆκος. Πρέπει νὰ 
λάβωμεν ΓΛ--κ, ὁπότε Α Λ'-Ξρ᾽-Ἐκ’, κα- 
τόπιν νὰ ὑψώσωμεν κάθετον ΗΖ εἰς τὸ 
μέσον τῆς ΑΛ, μέχρι τῆς τομῆς της μετὰ 
τῆς ἡμιπεριφερείας ΑΖΛ. 


Θὰ ἔχωμεν ΑΖ᾽Ξ ἘΈΕΥΝ 


Τέλος λαμβάνοντες ἐπὶ τῆς ΑΓ τμῆμα 
ΑΡ ἴσον πρὸς ΑΖ, φέρομεν τὴν εὐθεῖαν 
ΡΥ͂͵ παράλληλον πρὸς τὴν ΑΒ. ἥτις εἶναι 
ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ἀπεχόντων ἀπὸ 
τὴν ΑΒ, ἀπόστασιν ΜΝ. ἴΑρα τὸ Μ εἶναι 
ἡ κορυφὴ τοῦ ὀρθογωνίου. 


Σχ. ὅ8 


Παρατήρησις. Τὰ ἤδη λυθέντα προβλή- 
ματα ὁδηγοῦν εἰς τὰς ἀκολούθους παρατηρήσεις : 

Εἰς μερικὰ προβλήματα χρησιμοποιοῦμεν ἀμέσως τοὺς γεωμε- 
τρικοὺς τόπους (ἀρ. 90, 91, 92, 94), ἐνῶ δι᾽ ἄλλα προβλήματα πρέ- 
πει νὰ ἑτοιμάσωμεν τὴν λύσιν. 

Τὰ δοθέντα παραδείγματα (99 ε, 100 ὃ, ε) δύνανται ν᾿ ἀναφερ- 
θοῦν εἰς τὴν ἀλγεβρικὴν μέθοδον (ἀρ. 301), ἐνῶ τὰ δύο ἑπόμενα 
ἀναζητοῦν βοηθητικὰς κατασκευὰς (ἀρ. 135). Τὸ πρόβλημα [0] 
δύναται ν᾿ ἀναφερθῇ εἰς τὴν μέθοδον τῆς μεταφορᾶς. 


πρόβλημα 


101. Δίδονται ἐπὶ μιᾶς περιφερείας δύο σημεῖα α καὶ Β, καϑὼς 
καὶ μία διάμετρος αὐτῆς ΕΖ σταϑερά᾽' νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ τῆς περιφερείας 
σημεῖον ΓΙ, τοιοῦτον ὥστε αἱ χορδαὶ ΓᾺ 
καὶ ΓΒ, νὰ δρίζουν ἐπὶ τῆς σταϑερᾶς δια- 
μέτρου τμῆμα ΜΝ δοϑέντος μήκους λ. 


'Ὑποθέτομεν τὸ πρόβλημα λελυμέ- 
νον καὶ ΜΝΞΞλ, 

Γνωρίζομεν τὴν θέσιν τῶν σημείων 
Α, Β, καὶ συνεπῶς τὸ μέγεθος τῆς ἐγ- 
γεγραμμένης γωνίας Γ. Γνωρίζομεν ἐπί- 
οης τὸ δοθὲν μῆκος. 

Φέροντες τὰς παραλλήλους ΝΔ, ΑΔ 
πρὸς τὰς εὐθείας ΑΜ, ἌΝ, σχηματίζο- 
μεν παραλληλόγραμμον, τοῦ ὀποίου 
ΑΔἕμνξαλ' ἐπὶ πλέον αἱ γωνίαι ΔΝΒ Στο 89. 
καὶ Γ εἶναι ἴσαι. 

᾿Αλλὰ τὸ σημεῖον Δ δύναται νὰ προσδιορισθῇ ἀπ᾽ εὐθείας, ἄρα 
ἀγόμεθα εἰς τὴν κατωτέρω κατασκευήν : 

Διὰ τοῦ σημείου Α, πρέπει νὰ φέρωμεν παράλληλον πρὸς τὴν 
σταθερὰν διάμετρον καὶ νὰ λάβωμεν ΑΔεξκλ. ᾿Επὶ τῆς ΒΔ νὰ 
γράψωμεν τόξον κύκλου δεχόμενον γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν γνωστὴν 
Γ καὶ κατόπιν νὰ φέρωμεν τὰς ΒΝΓ καὶ ΓΑ. 

Θὰ ἔχωμεν: ΜΝ-Ξλ' τὸ σημεῖον Γ΄ δίδει μίαν δευτέραν λύσιν, 


πρόβλημα 


102. Δίδονται ἐπὶ μιᾶς περιφερείας δύο σημεῖα Α καὶ Β καϑὼς 
καὶ μία σταϑερὰ διάμετος ΕΖ' νὰ εὐρεϑῇ ἐπὶ τῆς περιφερείας ση- 
μεῖον Σ᾿, τοιοῦτον ὥστε αἱ χορδαὶ ΓΑ, ΓΒ νὰ ὁρίζουν ἐπὶ τῆς σταϑε- 
ρᾶς διαμέερονυν, ἴσα τμήματα ΟΜ καὶ ΟΝ, ἑκατέρωδεν τοῦ κέντρον Ο. 


'Ὑποθέτομεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ΟΜ-ΞΟΝ. 


Φέροντες τὴν διάμετρον ΑΟΔ καὶ ἑνοῦντες τὸ σημεῖον Ν μὲ 
τὸ σημεῖον Δ, κατασκευάζομεν 


δύο τρίγωνα ΑΟΜ, ΔΟΝ, τὰ 
ὁποῖα εἵναι ἴσα, ὡς ἔχοντα 
μίαν γωνίαν ἴσην Ο περιεχομέ- 
νὴν μεταξὺ ἀντιστοίχως ἴσων 
πλευρῶν: ἄρα ἡ εὐθεῖα ΝΔ 
εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν 
ΑΓ καὶ δυνάμεθα νὰ εὕρωμεν 
τὴν τιμὴν τῆς γωνίας ΒΝΔ. 
Πράγματι ἡ γωνία ΔΝΓΞΕΓ. 
“Ἄρα ἡ γωνία ΔΝΓ εἶναι 
γνωστή, διότι ἔχει ὡς μέτρον 
τὸ ἥμισυ τοῦ τόξου ΑΒ. Κα- 
τόπιν ἡ γωνία ΒΝΔ, παρα- Σὰ 60 
πληρωματικὴ τῆς ΔΝΓ, εἶναι 
ἐπίσης παραπληρωματικὴ τῆς Γ’ ἀγόμεθα λοιπὸν εἰς τὴν ἀκόλου- 
θον κατασκευήν: 
Πρέπει νὰ φέρωμεν τὴν διάμειρον ΑΟΔ’ ἐπὶ τῆς ΒΔ νὰ γρά- 
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ψωμεν τόξον δεχόμενον γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν παραπληρωματικὴν 
τῆς γνωστῆς γωνίας Γ. 

Οὕτω προοσδιορίζεται τὸ σημεῖον Ν᾽ φέρομεν τὴν ΒΝΓ καὶ 
ἑνοῦμεν τὸ Γ μετὰ τοῦ Α. 

Παρατήρησις. Διὰ τὸ σημεῖον Ν᾽ ἀντιστοιχεῖ μία δευτέρα λύσις. 

Ἧ γωνία ΒΝ΄Δ, παραπληρωματικὴ τῆς ΒΝΔ, ἰσοῦται μὲ τὴν Γ. 


Χρῆσις δύο γεωμετρικῶν τόπων 


Ὅταν τὸ σημεῖον τὸ ὁποῖον πρόκειται νὰ προοδιορίσωμεν, 
δὲν κεῖται ἐπὶ μιᾶς δοθείσης γραμμῆς, πρέπει νὰ ἀνατρέξωμεν 
εἰς τὴν σύγχρονον χρῆσιν δύο γεωμετρικῶν τόπων (ἀριθ. 88) ἀλλὰ 
πρέπει νὰ ἀναζητήσωμεν τοὺς τόπους τοὺς δυναμένους εὐκολώ- 
τερον νὰ κατασκευασθῶοσι ἔχοντες ὑπ᾽ ὄψει, ὅτι δὲν δυνάμεθα νὰ 
σχεδιάσωμεν παρὰ μόνον εὐθείας καὶ περιφερείας". 

᾿Ιδοὺ μερικὰ παραδείγματα: 


Πρόβλημα 


1083. Ἑϊς δοϑὲν τρίγωνον, νὰ προσδιορισϑῇ σημεῖον τοῦ ὁποίου αἱ 
ἀποστάσεις χ, γ, Σ ἀπὸ τὰς τρεῖς πλευρὰς α, β, Ὑ τοῦ τριγώνου, νὰ 
ἔχονν τὸν αὐτὸν λόγον μεταξύ των, τὸν ὁποῖον καὶ αἷ ἀντίστοιχοι 
πλευραί. 


Διὰ τὰς δύο κορυφάς Α καὶ Β, ἀρκεῖ νὰ προσδιοριοθῇ ἡ εὖ- 


Ἑι--- --.--... 


,“Φοι. - σσο- στ. 


Β Υ Α 


θεῖα ἡ ὁποία εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων, τῶν ὁποίων αἱ ἀποστά- 
σεις ἀπὸ τὰς ἀντιστοίχους πλευρὰς ἔχουν τὸν αὐτὸν λόγον, τὸν 
ὁποῖον καὶ αἱ πλευραί (ἀριθ. 60). 


9. Σημὶ μετ. θεμελιώδεις κατασκευαί, αἵτινες εἶναι καὶ ἢ προῦ- 
πόθεσις τῶν γβωμετρικῶν κατασκευῶν, εἶναι ἡ κατασκευὴ εὐθείας γραμμῆς 
(ἀπεριορίστου) διερχομένης διὰ δύο δοθέντων σημείων χαὶ ἡ κατασκευὴ 
κεριφερείας κύκλου, ἐχούσης δοθὲν κέντρον καὶ δοθεῖσαν ἀκτῖνα. Τὰ 
ὄρτανα τὰ ὁποῖα χρειάζονται πρὸς κατασχβυὴν τῶν γραμμῶν τούτων εἶναι 
ὁ κανὼν καὶ ὁ διαθήτης" τῇ δοηθείᾳ τῶν ὀργάνων τούτων δυνάμεθα ἐπὶ 
ἀνὸς φύλλου χάρτου, θεωρητικῶς ἐπιπέδου, νὰ χαράξωμεν διὰ συνεχοῦς 
κινήσεως μολυδδίδος, μίαν εὐθεῖαν ἣ μίαν περιφέρειαν. Μὲ αὑτὰ νὰ δρ- 
γἸανα (δηλαδὴ μὲ κανόνα καὶ διαδήτην) χαλούμεθα νὰ λύσωμεν τὰ προ- 
πιθέμενα προδλήματα. Αὐτὴν τὴν ὑπόμνησιν κάμει ἐνταῦθα ὁ συγγραφεύς. 
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Διὰ τὴν κορυφὴν Α, ὑψοῦμεν εἰς τὰ πέρατα τῶν πλευρῶν β 
καὶ γ καθέτους ΓΔ, ΒΕ, αἱ ὁποῖαι ἔχουν τὸν αὐτὸν λόγον τὸν 


ὁποῖον ἔχουν καὶ αἱ πλευραὶ π. χ. 2: κατόπιν διὰ τῶν ΔΕ 


παραλλήλους ΔΜ, ΕΜ πρὸς τὰς ἀντιστοίχους πλευρὰς β καὶ γ' 
τὸ σημεῖον Μ ἀνήκει εἰς τὸν τόπον ΑΜ. 

"Εργαζόμεθα ὁμοίως διὰ τὴν κορυφὴν Β, καὶ εὑρίσκομεν ὡς 
τόπον τὴν ΒΝ' ἄρα τὸ σημεῖον Κὶ ἐκπληροῖ τοὺς ζητουμένους 
ὄρους, διότι ἔχομεν: 


2 Ύ 2 Υ 
ἢ χ:γ εξεα:β:γ. 


Τὸ σημεῖον Κὶ ὀνομάζεται σημεῖον τοῦ Ι,εἰποΐπε. 


Πρόβλημα 


104. Νὰ κατασκενασϑῇ ὀρϑογώνιον, τοῦ ὁποίον δίδεται ἡ περί- 
μετρος 8λ καὶ τὸ ἄϑροισμα Κ' τῶν τετραγώνων τῶν προσκειμέ- 


νῶν πλευρῶν. 
Ν “Ἔστω ΧΑΥ͂ μία ὀρθὴ γωνία. 
᾿Εὰν ἀποβλέψωμεν εἰς τὴν πρώτην 
8 τῶν συνθηκῶν, ἀγόμεθα εἰς τὸ νὰ λά- 
βωμεν 
ΑΕ --ΑΔ-Ξ-λ, 


Ἢ κορυφὴ Μ τοῦ ζητουμένου ὀρθο- 
γωνίου εἰλει νὰ κεῖται ἐπὶ τῆς ΔΕ. 
λ ᾿Εὰν ἀποβλέψωμεν εἰς τὴν δευτέραν 

ΒΕ. τῶν συνθηκῶν γράφομεν ἕν τόξον κύ- 
ῬΤ Ὲ  Σ κλου κέντρου Α καί ἀκτῖνος ἰε. 
: ἯἩ τομὴ τῶν δύο τούτων τόπων δί- 
ἐδ δει τὴν κορυφὴν Μ. 
Πράγματι ἔχομεν ΜΝ- ΜΡΞ ΑΕ-Ξλ. 
ΜΝΡΈΜΡΕΞ ΑΜηΞ κ', 


Πρόβλημα 


106. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον, τοῦ ὁποίον διδονται ἡ βάσις ΑΒ, 
ἢ ἀπέναντι γωνία καὶ τὸ ὕψος τὸ ἀγόμενον 
ἐκ τῆς κορυφῆς τῆς γωνίας ταύτης. 
᾽Εὰν δὲν ἀποβλέψωμεν εἰς τὸ ὕψος, ἡ 
κορυφὴ Γ θὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τοῦ τόξου 
ΑΓΒ, τοῦ δεχομένου γωνίαν ἴσην πρὸς 
τὴν δοθεῖσαν. 
᾿Αλλὰ τὰ τρίγωνα τὰ ἔχοντα βάσιν 
τὴν ΑΒ καὶ ὕψος υ, ἔχουν τὰς κορυφάς 
Ἔ τῶν ἐπὶ μιᾶς εὐθείας ΖΓ, παραλλήλου 
Σγ. Θ.. πρὸς τὴν ΑΒ εἰς ἀπόστασιν υ ἀπ’ αὐτῆς. 
ὍΟθεν ἡ κορυφὴ Γ θὰ εἶναι τὸ σημεῖον 
τομῆς τοῦ τόξου τοῦ δεχομένου γωνίαν 
ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν καὶ τῆς παραλλήλου ΖΓ. 


2 Γ 


Πρόβλημα 


106. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον, τοῦ ὁποίου δίδονται ἡἣ βάσις, ἡ 
ἀπέναντι γωνία καὶ τὸ γινόμενον ΚὖἾ, τῶν περιεχουσῶν τὴν γωνίαν 
πλευρῶν.» 


1) Ἢ κορυφὴ ὀφείλει νὰ κεῖται ἐπὶ τόξου κύκλου, δεχομένου 
τὴν δοθεῖσαν γωνίαν. ᾽Εξ οὗ προκύπτει ὅτι γνωρίζομεν τὴν διάμε- 
τρον ὃ τοῦ περιγεγραμμένου περὶ τὸ τρίγωνον κύκλου. 

᾿Αλλὰ ὡς γνωστὸν τὸ γινόμενον κ᾽ δύο πλευρῶν ἑνὸς τριγώ- 
νου, ἰσοῦται μὲ τὸ γινόμενον τῆς διαμέτρου τοῦ περιγεγραμμένου 
κύκλου, ἐπὶ τὸ ὕψος υ (τὸ ἀγόμενον ἐπὶ τὴν τρίτην πλευράν), ἄρα 

μ᾽ 


υ «εΣε---. 


δ 
2) Ἢ κορυφὴ λοιπὸν θὰ εὑρίσκεται ἐπὶ μιᾶς παραλλήλου πρὸς 
3 


τὴν βάσιν καὶ εἰς ἀπόστασινυ Ξ-- 


Πρόβλημα 


107. Κατασκευάσατε ἕν τρίγωνον, γνωρίζοντες τὴν βάσιν ΑΒ, τὸ 
ὕψος υ (ἐπὶ τὴν ΑΒ) καὶ τὴν τιμὴν 
κμῬ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν τετραγώνων 
τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν αὐτοῦ. 


Ἔκ τῆς σχέσεως α'-{-β'" Ξε κ᾽, προ- 
κύπτει ὅτι ἡ κορυφὴ Νὶ'΄ θὰ κεῖται, 
ἐπὶ τοῦ τόπου τῶν σημείων, τῶν ὁ- 
ποίων τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων 

“ τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο σταθερῶν 

Στ: 6.. σημείων Α καὶ Β εἶναι κ", 
Ὁ τόπος οὗτος εἶναι μία περι- 
φέρεια γραφομένη μὲ κέντρον τὸ μέσον Γ τῆς ΑΒ καὶ μὲ ἀκτῖνα 


Κατόπιν ἂν παραλείψωμεν τὴν συνθήκην α-Γβ᾽ Ξε" καὶ θεωρή- 
σωμεν τὴν συνθήκην τοῦ νὰ ἔχῃ τὸ τρίγωνον ὕψος υ δοθέν, ἀνα- 
γνωρίζομεν ὅτι ἡ κορυφὴ Μ ὀφείλει νὰ κεῖται ἐπὶ μιᾶς παραλλή- 
λου πρὸς τὴν ΑΒ καὶ εἰς ἀπόστασιν υ ἀπ᾽ αὐτῆς. ἽΑρα ἡ κορυφὴ 
ΝᾺ προσδιορίζεται διὰ τῆς τομῆς τῆς ὡς ἄνω περιφερείας καὶ τῆς 
εὐθείας τῆς παραλλήλου πρὸς τὴν βάσιν. 


πρόβλημα 


108. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον, τοῦ ὁποίον δίδονται τὸ μῆκος 
τῆς βάσεως, μία εὐϑεῖα ἐφ᾽ ἧς ἧ βάσις αὕτη ὀφείλει νὰ εὑρίσκεται, ἣ 
ἀπέναντι γωνία καὶ γνωρίζοντες ὅτι αἷ πλευραὶ αἵτινες περιέχουν τὴν 
ΤώδλροΝ γωνίαν ὀφείλουν νὰ διέρχωνται διὰ δύο σταϑερῶν σημείων 

καὶ Β. 


Ἢ κορυφὴ Γ θὰ κεῖται ἐπὶ τοῦ τόξου κύκλου, δεχομένου 
γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν Γ καὶ γραφομένου ἐπὶ τῆς 
χορδῆς ΑΒ. 
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Ἢ θεώρησις τοῦ τόξου τούτου ΑΓΒ, ἀρκεῖ διὰ νὰ ἀναγάγω- 
μεν τὸ παρὸν πρόβλημα εἰς ἕν πρόβλημα ἤδη γνωστὸν (ἀριθ. 101). 
ἀλλὰ ὅπου ἡ δοθεῖσα εὐθεῖα ἀντικα- 
θίσταται διὰ μιᾶς σταθερᾶς διαμέτρου. 
Πράγματι, δυνάμεθα νὰ περιορισθῶμεν 
εἰς τὰς ἑπομένας κατασκευάς: 

Διὰ τοῦ σημείου Α, ἄγομεν μίαν πα- 
ράλληλον πρὸς τὴν ΕΖ, λαμβάνομεν 
ἐπ᾿ αὐτῆς τὸ τμῆμα ΑΔ ἴσον πρὸς τὸ ς; 
δοθὲν μῆκος τῆς βάσεως 5", ἐπὶ τῆς ΒΔ 
γράφομεν ἕν τόξον κύκλου δεχόμενον 
τὴν δοθεῖσαν γωνίαν, ἑνοῦμεν τὸ ση- 

εἷον Β μὲ τὸ σημεῖον Ν, ὅπου τὸ τό- 
ἔον τοῦ κύκλου τέμνει τὴν δοθεῖσαν 
εὐθεῖαν ΕΖ, φέρομεν τὴν ΒΝΓ καὶ ἐκ 
τοῦ Α τὴν ΠΟΡΘΆΛΠΛΟΝ πρὸς τὴν ΔΝ. Σι. 66. 
Τὸ τρίγωνον ΜΓΝ εἶναι τὸ ζητούμενον. 


109. Παρατηρήσεις. 1), Τὸ πρόβλημα τοῦτο δύναται νὰ δίατυ- 
πωθῇ καὶ ὡς ἑξῆς : δέδονται μία εὐδεῖα ΕΖ καὶ δύο σημεῖα Α καὶ Β 
ἑκτὸς αὐτῆς, ἐπίσης ἕν μῆκος ΜΝ:Ξλ, ϑέσατε τὸ δοϑὲν μῆκος ἐπὶ τῆς ΕΖ, 
οὕτως ὥστε ἡ γωνία Γ' ἢ σχηματιζομένη ἃπὸ τῶν εὐδϑειῶν ΑΜ καὶ ΒΝ νὰ 
ἠαοῦται μὲ δοϑεῖσαν γωνίαν. 

2) Ἢ νέα διατύπωσις μᾶς ὁδηγεῖ εἰς τὸ νὰ θέσωμεν ἕν ἐνδια- 
φέρον πρόβλημα, τὸ ὁποῖον θὰ μᾶς ἀπασχολήσῃ εἰς τὴν παρά- 
γραφον τὴν σχετικὴν πρὸς τὰ μέγιστα καὶ ἐλάχιστα. ᾿Ιδοὺ τὸ 
πρόβλημα : Πῶς μεταβάλλεται ἡ γωνία Γι, ὅταν τὸ τμῆμα ΜΝ μετακινεῖ- 
ται ἐπὶ τῆς ΕΖ; (βλέπε άριθ. 253). 


Πρόβλημα 


110. Νὰ κατασχκευασϑῇ τραπέζιον, τοῦ ὁποίου δίδονται αἱ γωνίαι 
καὶ αἱ διαγώνιοι. 


Εἰς πᾶν Ἰρ στε ιου: ὁ λόγος τῶν τμημάτων ΑΟ καὶ ΟΒ τῶν 
διαγωνίων (Ὁ ΞΞ σημεῖον τομῆς τῶν διαγωνίων), ἰσοῦται μὲ τὸν 
λόγον αὐτῶν τούτων τῶν διαγωνίων. Ἔστωσαν ὃ καὶ δ΄ τὰ μήκη 
τῶν διαγωνίων. ᾿Επὶ τυχούσης εὐθείας ΑΒ σχηματίζομεν τὰς δο- 
θείσας γωνίας Α καὶ Β, γράφομεν τὸν τόπον ΔΔ΄ τῶν σημείων, 
τῶν ὁποίων ὁ λόγος τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν σημείων Α καὶ Β 


ἰσοῦται πρὸς τ καὶ φέρομεν τὴν διάμεσον 15 ΜΖ, ἥτις ἐν γένε" 
τάμνει τὸν τόπον εἰς δύο σημεῖα "". Φέρομεν τὰς ΑΟΓ καὶ ΒΟΕ 


9. Σημ. μετ. Ἢ ΑΔ δὲν εἶναι ἐπ᾽ εὐθείας μὲ τὴν ΔΒ. δηλαδὴ ἢ 
ΑΒ δὲν εἶναι παράλληλος ἐν γένει πρὸς τὴν ΕΖ. ΒΕ πίσης ἡ ΕΖ ϑὲν εἶναι 
διάμετρος τοῦ κύχλου. εἰς τὸ σχῆμα φαίνεται ὡς διάμετρος. διότι εἰς τὸ 
διδλίον τῶν Ε.Ο.Μ. ἔχει ἐπαναληφθῇ τὸ σχ. 9. 

10. Σημ. μετ. Διάμεσος τραπεζίου καλεῖται ἡ εὐθεῖα ἡ ἐνοῦσα τὰ 
όσα τῶν παραλλήλων πλευρῶν αὐτοῦ. 

11. Σημ. μετ. Ἤ διάμεσος τοῦ τραπεζίου διέρχεται διὰ τῆς τομῆς 
2 τῶν μὴ παραλήλων πλευρῶν αὑτοῦ, τὸ τρίγωνον ὅμως ΑΒΖ δυνάμεθα νὰ 
τὸ χατασχευάσωμεν. καθόσον Ὑνωρίζομεν τὰς γωνίας τοὺ τραπεζίου καὶ 
ἑπομένως Ἰνωρίζομεν νὰ κατασχευάσωμεν καὶ τὴν διάμεσον. 


Γεωμετρία 
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τὸ σχηματιζόμενον σχῆμα εἶναι ἕν τραπέζιον, ὡς “εὐκόλως ἀπο- 
δεικνύεται- ἐπὶ πλέον, τοῦτο εἶναι ὅμοιον πρὸς τὸ ζητούμενον 
τραπέζιον. ᾿Επὶ τῆς ΑΓ λαμβάνομεν ΑΓ΄-Ξδ καὶ φέρομεν τὰς πα- 
ραλλήλους ΓΊΈ΄, Γ΄ Β΄: τὸ τραπέζιον ΑΒ ΓΈ΄ εἶναι τὸ ζητούμενον. 


Α πὸ Β Β’ Δ. 
Ἐτ. 606. 


111. Παρατήρησις. Δὲν δυνάμεθα νὰ χρησιμοποιήσωμεν εἰς τὴν 
λύσιν τῶν προβλημάτων, παρὰ γεωμετρικοὺς τόπους ἀποτελουμέ- 
νους ἀπὸ εὐθείας ἣ περιφερείας. ᾿Εὰν τὸ πρὸς προσδιορισμὸν ση- 
μεῖοο ἀναφέρεται εἰς ἕνα τόπον, τὸν ὁποῖον δὲν δυνάμεθα νὰ 
σχεδιάσωμεν γεωμετρικῶς, πρέπει νὰ ἀναζητήσωμεν μίαν εἰδικὴν 
λύσιν, ἡ ὁποία δὲν ἀπαιτεῖ τὴν κατασκευὴν τοῦ τόπου. Οὕτω ἡἠρ- 
γάσθημεν προηγουμένως εἰς τοὺς ἀριθμ. 99ε καὶ 1008. ᾿Ιδοὺ με- 
ρικὰ ἄλλα παραδείγματα: 


Πρόβλημα 


112. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον, τοῦ ὁποίου δίδονται ἥ βάσις ἘΕ΄, 
τὸ ἀντίστοιχον ὕψος υ καὶ τὸ ἄϑροισμα 
3ᾳ τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν. 


Ἔστω ΜΡεξθυ, ΜΕ-ΈΜΕ΄-Ξ2Ζα. 

Ἧ κορυφὴ Μ κεῖται ἐπὶ τῆς πα- 
ραλλήλου πρὸς τὴν βάσιν, εἰς ἀπό- 
στασιν υ καὶ ἐπὶ τῆς ἐλλείψεως τῆς 
ἐχούσης ἑστίας Ε καὶ Ε΄ καὶ μεγά- 
λον ἄξονα 2α. Τὸ προτιθέμενον 
πρόβλημα, ἀνάγεται λοιπὸν εἰς τὸ 
Συ. ΟἿ γνωστόν: ' 

Χωρὶς νὰ κατασκενασϑῇ ἡ καμπύλη, 

νὰ εὑρεϑοῦν τὰ σημεῖα τομῆς τῆς ἐλλείψεως χαὶ μιᾶς εὐϑείας ΜΜ΄. 

᾿Επὶ τῆς ΑΑ΄ ὡς διαμέτρου, γράφομεν τὸν πρωτεύοντα κύκλον, 
ζητοῦμεν ποία εἶναι ἡ εὐθεῖα ΝΝ΄ (χορδὴ τοῦ πρωτεύοντος κύ- 
κλου) ἡ ὁποία ἀντιστοιχεῖ εἰς τὴν ΜΜ΄ (χορδὴν τῆς ἐλλείψεως). 
Πρὸς τοῦτο, ὁρίζομεν τὸν λόγον τῶν τεταγμένων τῶν ἀντιστοι- 
χούντων εἰς τὴν ἔλλειψιν καὶ εἰς τὸν κύκλον. Μὲ κέντρον Ε καὶ 
ἀκτῖνα α, γράφομεν περιφέρειαν τέμνουσαν τὴν κάθετον ΟΔ εἰς 
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τὸ σημεῖον Β’ ἡ ΟΒ εἶναι ὁ μικρὸς ἄξων τῆς ἐλλείψεως. Φέρον- 
τες κατόπιν τάς ΑΘ, ΔΘ, ΒΖ καὶ τὰἀς εὐθείας ΟΘ καὶ ΟΖ, προσ- 
διορίζομεν τὸ σημεῖον ἰ καὶ τὴν τεταγμένην του’ ἡ τομὴ Ξ τῆς 
τεταγμένης ταύτης καὶ τῆς ΟΘ, ὀρίζει τὴν ΞΛ ἥτις ἀντιστοιχεῖ 
εἰς τὴν ΗΙ. Ἢ τομὴ τῆς περιφερείας καὶ τῆς ΞΛᾺ δίδει τὰ σημεῖα 
Ν καὶ Ν΄ καὶ συνεπῶς τὰ Μ καὶ Μ΄. 

Τὸ σημεῖον Μ ἀνήκεί εἰς τὴν ἔλλειψιν, διότι ἔχομεν: 


ΜΡ Ικ Ζζὰ β 


ἫΡ ΞΚ ΘΑ ἃ 
ἄρα ΜΕ »ΜΕ΄ --Ζα καὶ ΕΜΕ΄ εἶναι τὸ ζητούμενον τρίγωνον. 
Πρόβλημα 


118. (α) Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον τοῦ ὁποίου δίδονται ἡ βάσις. 
ἢ διαφορὰ ὃ τῶν ἄλλων πλευρῶν καὶ μία εὐϑεῖα ἐπὶ τῆς ὑποίας ὀφεί- 
λει νὰ κεῖται ἣ ἄγνωστος κορυφή. 

Ἔστωσαν ΑΒ ἡ δοθεῖσα βάσις καὶ χν ἡ εὐθεῖα ἐπὶ τῆς ὁποίας 
ὀφείλει νὰ κεῖται ἡ κορυφὴ Γ. 

“ὙὙποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυ- : 


μένον καὶ 
ΑΓ-ΒΓ-ξΞδ. 


Παρατηροῦμεν ὅτι τὸ σημεῖον Γ 
θὰ κεῖται ἐπὶ μιᾶς ὑπερβολῆς, ἐχού- 
σης τὰ σημεῖα Α καὶ Β ὡς ἑστίας 
καὶ μῆκος πρωτεύοντος ἄξονος ὃ. ᾿ 

Τὸ πρόβλημα ἀνάγεται λοιπὸν Ν 
εἰς τὸ ἑξῆς: 


(β) Νὰ προσδιορισϑοῦν τὰ σημεῖα 
τομῆς μιᾶς εὐθείας χγ καὶ μιᾶς ὑπὲρ- 
βολῆς τῆς ὁποίας γνωρίζομεν τὰς ἑστίας Συ. 88. 

Α, Β καὶ τὸ μῆκος τοῦ πρωτεύοντος 
ἄξονος. 

Γράφοντες μίαν περιφέρειαν μὲ κέντρον Α και ἀκτῖνα ὅ. εὑρ!- 
σκομεν: ΓΒ--ΓΗ. 

᾿Αναγόμεθα λοιπὸν εἰς τὸ πρόβλημα: 


Γ.. 


΄ 
ΙΒ γνς σου ΒΓ ΆΝΙΣ Ἐν 


“-.«}.. 


τς ! Ξ πὰ 


» 
Φ 


(γ) Νὰ γραφῇ περιφέρεια, ἔχουσα τὸ κένερον τῆς ἐπὶ δοϑείσης εὐ- 
θείας χΥ, διερχομένη διὰ σημείου Β καὶ ἐφαπτομένη περιφερείας ΑἩ. 


᾿Αλλὰ ὁ κύκλος ὁ ἔχων τὸ κέντρον ἐπὶ τῆς χγ καὶ διερχόμενος 
διὰ τοῦ Β θὰ διέρχεται ἀναγκαίως καὶ διὰ τοῦ Δ συμμετρικοῦ 
πρὸς τὸ Β ὡς πρὸς τὸν ἄξονα χγ. 

Τὸ πρόβλημα λοιπόν, δύναται νὰ διατυπωθῇ ὡς ἑξῆς: 


(δ) Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ δύο δοϑέντων σημείων Β 
καὶ Δ καὶ ἐφαπτομένη ἑνὸς κύκλου ΑΗ. 


᾿Αλλὰ τὸ πρόβλημα τοῦτο εἶναι γνωστόν. 

Οὕτω, διὰ τῶν Β καὶ Δ φέρομεν τυχόντα κύκλον, τέμνοντα 
τὸν δοθέντα ΑΗ εἰς Ε καὶ Ζ καὶ φέρομεν τὰς ΕΖΘ καὶ ΒΔΘ. 
Φέρομεν κατόπιν ἐκ τοῦ Θ τὰς ἐφαπτομένας ΘΗ, ΘΛ καὶ κατα- 
σκευάζομεν μίαν περιφέρειαν διερχομένην διὰ τῶν Β,ΔΙΗ 
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ἥτις δίδει μίαν πρώτην λύοιν Γ. Μία σλλῇ περιφέρεια διερχομένη 
διὰ τῶν Β,Δ,ΔΛ δίδει τὴν δευτέραν λύσιν Ο. 
Διότι ΟΒ--ΟΑ-Ξδ. 


114. Σημείωσις. Εἰς τὰ ἀνωτέρω προβλήματα, ἡ ἐξέτασις τοῦ 
τόπου, τὸν ὁποῖον δὲν δυνάμεθα νὰ σχεδιάσωμεν, μᾶς ὁδηγεῖ εἰς 
τὴν λύσιν. 

Εἰς τὰ κατωτέρω προβλήματα (ἀριθ. 115, 117), ἡ λύσις δίδει ἀπ᾽ 
εὐθείας ἀπάντησιν εἰς ἕν πρόβλημα σχετικὸν πρὸς τὰς κωνικάς. 


Προβλήματα 


115. Νὰ κατασχευασϑῇ τρίγωνον, τοῦ ὁποίου γνωρίζομεν τὴν βάσιν 
ΑΒ, τὴν ἀπέναντι γωνίαν καὶ τὸ ἄϑροισμα 9α τῶν περιεχουσῶν αὐτὴν 
πλευρῶν. 


1) Ἢ κορυφὴ Γ θὰ κεῖται ἐπὶ τόξου κύκλου δεχομένου γωνίαν 


2 ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν. 
ν σαητατοςς 2) Ἧ αὐτὴ κορυφὴ θὰ κεῖται ἐπὶ ἑἐλλεί- 
παττστν οὖν ψεως ἐχούσης τὰ σημεῖα Α καὶ Β ὡς ἑστίας 


πω ἮΝ καὶ μεγάλον ἄξονα 2α, ἀλλ᾽ ἐπειδὴ δὲν δυ- 
' ΝΙΝ νάμεθα νὰ χρησιμοποιήσωμεν ἀπ᾽ εὐθείας 


͵ Ι οἱ ἢ δ, αὐτὴν τὴν ἔλλειψιν, πρέπει νὰ ζητήσωμεν 
ὙΣαο  Αλο θα δ᾽ μίαν ἄλλην λύσιν. 
-- ὌΝ Α" Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ 
. “ . ͵ 
ν, ὌΝ Ἦν “" ἔστω: 
᾿ς Ἀ ΑΓ-ΈΓΒΞΕΖα. 
Σχ. 69. ᾿Εὰν λάβωμεν ἐπὶ τῆς ΑΓ τμῆμα ΓΔε-ΞΓΒ, 


σχηματίζομεν τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΒΓΔ, 
τοῦ ὁποίου ἡ ἐξωτερικὴ γωνία ΑΓΒ ἰσοῦται μὲ τὸ ἄθροισμα τῶν 
δύο ἴσων γωνιῶν ΓΒΔ καὶ ΓΔΒ, ἄρα ἡ γωνία Δ ειναι σταθεῤῥὰ 
ὡς ἴση πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς δοθείσης γωνίας Γ. Γράφο ν ἑπομέ- 


γως ἐπὶ τῆς ΑΒ τόξον κύκλου δεχόμενον τὴν γωνίαν -- καὶ μὲ 


κέντρον Α καὶ ἀκτῖνα 2α τέμνομεν αὐτὸ εἰς Δ καὶ Δ’ καὶ φέρομεν 
τὰς ΔΑ καὶ ΒΓ. Τὸ τρίγωνον ΑΒΓ εἶναι μία τῶν λύσεων. 
Τὸ λυθὲν προβλημα, δίδει τὴν λύσιν καὶ τοῦ ἑπομένου. 


116. Χωρὶς νὰ σχεδιασϑῇ ιιἰία ἔλλειψις, τῆς ὁποίας γνωρίζομεν τὰς 
ἑστίας Α καὶ Β καὶ τὸ μῆχος 2α τοῦ μεγάλου ἄξονος, νὰ προσδιορι- 
οϑοῦν τὰ σημεῖα ὅπου ἢ χαμπύλη αὕτη τέμνεται ὑπὸ μιᾶς περιφερείας 
ΑΓΒ. τῆς ὁποίας τὸ κέντρον εὑρίσκεται ἐπὶ τοῦ μικροῦ ἄξονος. 

Παρατηρφήσεις. 1) Διὰ νὰ γράψωμεν τὸ τόξον τὸ δεχόμενον τὴν 
γωνίαν -' λαμβάνομεν τὸ σημεῖον Ο ὡς κέντρον καὶ τὴν ΟΒ ὡς 
ἀκτῖνα. Ἢ περιοριζόμεθα εἰς τὸ νὰ γράψωμεν ἀπ᾿ εὐθείας τόξον 
δεχόμενον τὴν γωνίαν ἘΝ καὶ φέρωμεν μίαν κάθετον εἰς τὸ μέ- 


σον τῆς ΒΔ. μέχρις ὅτου τμήση τὴν ΑΔ. 
2) ᾿Εὰν δίδεται ἡ διαφορὰ τῶν πλευρῶν, λαμβάνομεν ἐκ τῆς 
ΓΒ τμῆμα ΓΕΞΕΓΑ, ὁπότε θὰ ἔχωμεν : 


ἃς Ἐπ τς ἄρα ΛΕΒ-- Σ΄. Ὁ 


2 12." 
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"“Επὶ τῆς ΑΒ γράφομεν τοξον κύκλου δεχόμενον την γωνίαν 
(Ξ ἘΞ) καὶ μὲ κέντρον Β καὶ ἀκτῖνα ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν 


διαφοράν. γράφομεν περιφέρειαν κύκλου τέμνουσαν τὸ γραφὲν τό- 
ξον εἰς τὸ σημεῖον 


Πρόβλημα 


117. Νὰ τμηϑοῦν αἱ πλευραὶ μιᾶς ὀρϑῆς γωνίας δι᾽ εὐθείας γραμ- 
μῆς, οὕτως ὥστε ἀφ᾽ ἑνὸς μὲν τὸ περιεχόμενον ὑπὸ τῶν πλευρῶν τῆς 
γωνίας τμῆμα, νὰ ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν μῆκος καὶ ἀφ᾽ ἑτέρου τὸ ἐμβα. 
δὸν τοῦ σχηματιζομένον τριγώνον, νὰ ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν τετράγωνον 

Ἕστω ΑΒΓ τὸ ζητούμενον τρίγωνον, μὲ ἐμβαδὸν 2κ καὶ πλευ- 
ρὰν ΒΓ-Ξ-:λ. 

Διὰ τοῦ μέσου Μ τῆς ὑποτεινούσης, ὙὟ)Ἅ 
δέρωμεν παραλλήλους πρὸς τὰς πλευρὰς 
ΑΒ καὶ ΑΓ. 

Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ὀρθογωνίου ΑΡΜΝ, 
ἰσοῦται μὲ τὸ ἥμισυ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, ζΖ 
δηλαδὴ μὲ κ', ἐξ ἄλλου δὲ Ν 


ΑΜ- -Σ ΒΓ λ. 


Συνεπῶς τὸ σημεῖον Μ κεῖται ἐπὶ κύ' Α Ρ' ΒΚ Χ 
κλοὺ κέντρου Α καὶ ἀκτῖνος λ. Πρέπει ΣΙ. Ἔ. 
κατόπιν νὰ ἐγγράψωμεν ἕν ὀρθογώνιον 
ΑΡΜΝ, ἐμβαδοῦ κ’. Τὸ πρόβλημα τοῦτο εἶναι ἤδη λελυμένον 
ταν ΤΩΝ ὃ). Τέλος πρέπει νὰ λάβωμεν ΡΒΞΑΡ καὶ νὰ φέρωμεν 
τὴν : 


118. Ὁ τόπος τῶν σημείων Μ, τῶν τοιούτων ὥστε τὸ γινόμενον τῶν ἀπο- 
στάσεων ἀπὸ δύο ὀρϑογωνίως τεμνομένων εὐθειῶν νὰ ἰσοῦται μὲ στα- 
θϑερὰν ποσότητα κ᾽. εἶναι μία ὑπερβολὴ ἰσοσκελής, μὲ ἀσυμπτώτους "1 
τὰς ΑΧ καὶ ΑΥ̓͂ καὶ δύναμιν κ΄. Συνεπῶς ἐλύσαμεν ἤδη. ὡς ἀνωτέρω. 
τὸ ἑπόμενον πρόβλημα : 


Δίδεται ἰσοσκελὴς ὑπερβολή, διὰ τῶν ἀσυμπτώτων τῆς καὶ 
τῆς δυνάμεώς τῆς ΚΞ νὰ ἀχθῇ ἐφαπτομένη τῆς ὑπερβολῆς χωρὶς 
νὰ κατασκευασθῇ ἡ καμπύλη, οὕτως ὥστε τὸ τμῆμα αὐτῆς τὸ πε- 
ριεχόμενον μεταξὺ τῶν ἀσυμπτώτων νὰ ἔχῃ δοθὲν μῆκος 2λ. 


δ 11]. Περιβάλλουσαι 


119. ᾿Ορισμός. Καλοῦμεν περιβάλλουσαν καμπύλην ἢ ἁπλῶς περι- 
βάλλουσαν μιᾶς κινητῆς εὐθείας, τὴν καμπύλην ἥτις ἐφάπτεται τῆς 
κινητῆς εὐθείας, εἰς κάθε θέσιν ποὺ εἶναι δυνατὸν νὰ καταλάβη 
ἡ κινητὴ εὐθεῖα. 

1). Σημ. μετ. ᾿Ασύμπτωτοι τῆς ὑπερδολῆής καλοῦνται αἱ ἐφαπτόμε- 
να: εἰς τὰ δύο ἐπ᾽ ἄπειρον σημεῖα τῆς. Αὗται διέρχονται διὰ τοῦ κἐν- 
τρου αὐτῆς. εἶναι δὲ κάθεοτοι!. ὅταν ἡ ὑπερδολὴ εἶνα: ἰσοσκελῆς. 

Δύναμις τῆς ἰσοσκελοῦς ὑπερδολῆς καλεῖται τὸ τετράγωνον τῆς ἄπο- 
ἡπάσεως τῆς κορυφῆς τῆς ἀπὸ τινος τὼν ἀσυμπτώτων. 
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Παράῤδειγμα. Ἢ περιβάλλουσα τῶν εὐθειῶν τῶν ἀπεχουσῶν δοϑεῖσαν 
ἀπόστασιν ἀπὸ δοϑέντος σημείου, εἶναι περιφέρεια κύχλου ἔχουσα τὸ 
δοϑὲν σημεῖον ὡς κέντρον χαὶ τὴν δοϑεῖσαν ἀπόστασιν ὡς ἀκτῖνα. 


Ἡ περιβάλλουσα καταλήγει εἰς σημεῖον, ὅταν ἡ δοθεῖσα ἀπό- 
στασις καταστῆ μηδενική. 

Ἢ περιβάλλουσα δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς σχηματιζομένη, ὑπὸ 
τῆς σειρᾶς τῶν σημείων τομῆς τῶν ἐφαπτομένων της, λαμβανομέ- 
νὼν ἀνὰ δύο, ὅταν αἱ θέσεις τῶν ἐφαπτομένων ἀπέχουν ἀπειρο- 
οτῶς ἡ μία τῆς ἄλλης. 


120. Κινητὴ εὐϑεῖα. Ἢ εὐθεῖα ἡ γεννῶσα τὴν περιβάλλουσαν, 
ὑπόκειται κατὰ τὴν κινησίν της εἰς ἕνα ὡρισμένον νόμον, τοὐτέ- 
στην ἑκάστη ἐφαπτομένη ὑπόκειται εἰς μίαν καὶ τὴν αὐτὴν ἰδιό- 
τητα καὶ τὸ σύνολον τῶν εὐθειῶν τούτων ἀποτελεῖ μίαν οἰκογέ- 
νειαν εὐθειῶν, ὅπως οἱ γεωμετρικοὶ τόποι ἀποτελοῦνται ἀπὸ ἕν 
σύνολον σημείων τὰ ὁποῖα ὑπόκεινται εἰς μίαν καὶ τὴν αὐτὴν 
ἰδιότητα. 


121. Χρῆσις τῶν περιβαλλουσῶν. “Ὅπως ἕν σημεῖον ὁρίζεται διὰ 
τῆς τομῆς δύο τόπων, οὕτω μία εὐθεῖα δύναται νὰ ὁρισθῇ διὰ δύο 
περιβαλλουσῶν, διότι αὕτη ὀφείλει νὰ ἐφάπτεται ἑκάστης τῶν πε- 
ριβαλλουσῶν καμπύλων. ᾿Αρκεῖ νὰ γνωρίζωμεν μίαν περιβάλλου- 
σαν τῆς εὐθείας αὐτῆς καὶ μίαν ἄλλην συνθήκην, τὴν ὁποίαν ὀφεί- 
λει νὰ πληροῖ, διὰ νὰ ὁρίσωμεν τὴν εὐθεῖαν. 


Παρατήρησις. Ἢ γνῶσις τῶν ἰδιοτήτων τῶν περιβαλλουσῶν, εὐ- 
κολύνει ὄχι μόνον τὴν λύσιν μερικῶν προβλημάτων, ἀλλὰ εἶναι 
καὶ ἀπαραίτητος διὰ νὰ κατανοήσωμεν καὶ χρησιμοποιήσωμεν τὴν 
θεωρίαν τῶν ἀντιστρόφων πολικῶν. Πρέπει νὰ παρατηρήσωμεν ἐν 
τούτοις, ὅτι ἡ Στοιχειώδης Γεωμετρία δὲν διαθέτει, παρὰ ἀσθενῆ 
μέσα διὰ νὰ μελετήσῃ τὰἀς περιβαλλούσας. ᾿Οφείλομεν λοιπὸν νὰ 
περιορισθῶμεν εἰς τὸ νὰ ἐκθέσωμεν μερικὰ παραδείγματα πολὺ 
ἁπλᾶ τὰ ὁποῖα, ἐξ ἄλλου, εἶναι ἐπαρκῆ διὰ τὰς προτάσεις τὰς 
ὁποίας θὰ πραγματευθῶμεν περαιτέρω. 


Πρόβλημα 


1223, Μία τῶν πλευρῶν ΑΧ μιᾶς ὀρϑῆς γωνίας ΧΑῪΥ ὀλισϑαίνει ἐπὶ 
μιᾶς περιφερείας, καϑ᾽ ὃν χρόνον ἣ κορυφῆ Α 
κινεῖται ἐπὶ μιᾶς ὁμοκέντρουν περιφερείας πρὸς 
τὴν πρώτην᾽ ποία εἶναι ἢ περιβάλλουσα τῆς δευ- 
τέρας πλευρᾶς ΑΥ̓͂ τῆς ὀρϑῆς γωνίας ; 


Ἔστω Ο τὸ κοινὸν κέντρον τῶν δοθεισῶν 
περιφερειῶν ΟΑ καὶ ΟΒ. 

Οἰασδήποτε οὔσης τῆς θέσεως ΑΒΧ, ἡ κἀ- 
θετος ΟΓ σχηματίζει ἐν ὀρθογώνιον ΑΒΟΓ 
τοῦ ὁποίου αἱ διαστάσεις δὲν μεταβάλλονται 
κατὰ τὴν κίνησιν, διότι ΟΑ καὶ ΟΒ ἔχουν 
δοθέντα μήκη ἐνῷ ἡ γωνία ΑΒΟ εἶναι ὀρθή, 
ἄρα ἡ κάθετος ΟΓ εἶναι σταθερά: συνεπῶς ἡ πλευρὰ ΑΓΥ ἐφά- 
πτεται σταθερῶς τῆς περιφέρειας ΟΓ, ἄρα ἡ περιβάλλουσα 
τῆς ΑΥ̓ εἶναι ἡ περιφέρεια ἡ γραφομένη μὲ κέντρον Ο καὶ 
ἀκτῖνα ΟΓ. 


Παρατήρησις. Οἰασδήποτε οὔσης τῆς γωνίας Α. ἡ πλευρὰ ΑΥ̓ 
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παραμένει εἰς μίαν σταθερὰν ἀπόστασιν ἀπὸ τοῦ κέντρου Ο καὶ 
ἡ ζητουμένη περιβάλλουσα εἶναι μία περιφέρεια ὁμόκεντρος πρὸς 
τὰς πῤώτας. 


Πρόβλημα 


123: Ποία εἶναι ἡ περιβάλουσα τῆς βάσεως ΒΓ ἑνὸς τριγωνου ΒΑΓ΄ 
τοῦ ὁποίου ἢ περίμετρος εἶναι σταϑερὰ καὶ τοῦ ὁποίου ἢ γωνία Α δίδε" 
ται κατὰ μέγεϑος καὶ ϑέσιν ; 


Προτιθέμεθα νὰ εὕρωμεν ἔν ἰσοσκε- 
λὲς τρίγωνον ΕΑΖ τοῦ ὁποίου τὸ ἄθροι- 
σμα τῶν πλευρῶν ΑΕ, ΑΖ ἰσοῦται μὲ 
τὴν περίμετρον τοῦ ΑΒΓ’ φέρομεν τὰς 
διχοτόμους τῶν ἐξωτερικῶν γωνιῶν Β 
καὶ Γ 

Ἔχομεν ΑΕ-ΚΑΖ: ΑΒΈΒΓΓΑ, 
καὶ ΟΕ-ΞΟΖεΞΟΘ. 


“Ὅθεν ἡ βάσις ΒΓ εἶναι ἐφαπτομένη 
εἰς τὴν τπαρεγγεγραμυενην περιφέρειαν, 
δηλαδὴ ἡ περιβάλλουσα τῆς ΒΓ εἶναι Ἔ 
τὸ τόξον ΕΘΖ. τ 


Παραιήρησις. Τὸ τόξον ΕΘ΄Ζ εἶναι ἡ περιβάλλουσα τῆς εὐθείας 
ΒΊΓ’ τοιαύτης ὥστε τὸ μῆκος ΑΒ΄ -ΚΑΓ΄ -ΘΒβ'Γ᾽ νὰ εἶναι σταθερὸν 
καὶ ἴσον πρὸς τὴν περίμετρον τοῦ ΑΒΓ. 


Πρόβλημα 


124. Διὰ σταϑεροῦ σημείον Α λαμβανομένου ἐπὶ περιφερείας κυ- 
κλου, φέρομεν δύο χορδὰς ΑΒ, ΑΓ᾽ τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον Κ᾽ νὰ εἶναι 
σταϑερόν, ποία ἧ περιβάλλουσα τῆς βάσεως ΒΓ τοῦ 
τριγώνου ΒΑΓ; 

Φέροντες τὴν κάθετον ΑΔ, ἀναγνωρίζομεν 
ὅτι τὸ μῆκος τῆς εἶναι σταθερόν, διότι τὸ γινό- 
μενον τῶν δύο πλευρῶν ἑνὸς τριγώνου ἰσοῦται 
μὲ τὸ ὕψος τοῦ τριγώνου τούτου πολλαπλασια- 


σθὲν ἐπὶ τὴν διάμετρον τοῦ περιγεγραμμένου 
κύκλου 


“Ὅθεν ΑΔ---ἔ" 


2ρ 
Οὕτω ἡ περιβάλλουσα τῆς ΒΓ εἶναι μία πε- 
ριφέρεια γραφομένη μὲ κέντρον τὸ Α καὶ ἀκτῖνα 


ΖΡ 
Παραιήρησις. Ἢ περιβάλλουσα εἶναι ἡ αὐτή, δι᾿ ὅλας τὰς περι- 
φερείας τὰς διερχομένας διὰ τοῦ Α καὶ ἐχούσας ἀκτῖνα ρ. 


Πρόβλημα 


1256. Γράφομεν δύο περιφερείας ἐφαπτομένας μεταξύ των καὶ ἐφα- 
πιομένας μιᾶς εὐϑείας εἰς δοϑέντα σημεῖα Α καὶ Β. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ 
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σημειου ἀφῆς Ο τῶν περιφερειῶν μεταξὺ των καὶ ποία ἡ περιβάλλουσα 
τῆς εὐθείας τῶν κέντρων ΜΝ; 


Φέρομεν τὴν κοινὴν ἐφαπτομένην ΟΔ. Τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα 
᾿ ΔΑΜ, ΔΟΜ εἶναι ἴσα μεταξύ 
των᾽ τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὰ 

τρίγωνα ΔΒΝ, ΔΟΝ ἄρα 


ΔΑ--ΔΟ-ΞΔΒ. 


Ούτω ὁ τόπος τῶν σημείων 
ἀφῆς Ο εἶναι ἡ περιφέρεια ἡ 
γραφομένη μὲ διάμετρον τὴν ΑΒ. 

Ἢ αὐτὴ περιφέρεια εἶναι ἡ 
περιβάλλουσα τῆς εὐθείας ΜΟΝ, 
διότι ἡ ἀκτὶς ΔΟ εἶναι κάθετος ἐπί 
τὴν ἐφαπτομένην ΜΝ. 


Πρόβλημα 


126. Ἢ πλευρὰ ΓΧ μιᾶς ὀρϑῆς γωνίας ΧΓῪ ποχεται διὰ σταϑε- 
ροῦ σημείον Ε, καϑ' ὃν χρόνον ἢ κορυφὴ Γ τῆς ὀρϑῆς γωνίας ὀλισϑαί- 
νει ἐπὶ μιᾶς εὐϑείας ΑΓ,, ποία εἶναι ἡ περιβάλλουσα τῆς πλευρᾶς ΓΥ͂ ; 


Προεκτείνοντες τὴν ΕΓ κατὰ μῆκος ΓΖ -ΕΕΓ παρατηροῦμεν 
ὅτι ὁ τόπος τῶν σημείων θὰ εἶναι 
Υ μία εὐθεῖα ΔΖ παράλληλος πρὸς τὴν 
] ΑΓ καὶ τοιαύτη ὥστε ΑΔΕΞΑΕ. 
᾿Αλλὰ γνωρίζομεν ὅτι πᾶσα κάθε- 
τος ΓΥ, ἠγμένη εἰς τὸ μέσον τῆς ΕΖ 
εἶναι ἐφαπτομένη εἰς τὴν παραβολήν. 
ἡ ὁποία ἔχει τὸ Ε δι᾽ ἑστίαν καὶ τὴν 
: ΔΖ ὡς διευθετοῦσαν, ἄρα ἡ περιβάλ- 
ἊΣ λουσα τῆς ΠΓῪ εἶναι παραβολὴ ἔχουσα τὸ Ε 
ὡς ἑστίαν καὶ τὴν ΑΓ ὡς ἐφαπτομένην εἰς 
Ϊ 
Ι 


ΡΣ 


κ τὴν κορυφήν. 


Παρατήρησις. Δυνάμεθα ταχύτερον νὰ 
φθάσωμεν εἰς τὸ συμπέρασμα, διότι 
ἀρκεῖ νὰ ἐνθυμηθῶμεν ὅτι ὁ τόπος τῶν 
προβολῶν τῆς ἑστίας μιᾶς παραβολῆς, 

ὃ ἐπὶ τῶν ἐφαπτομένων τῆς καμπύλης 

τι. τ5. ταύτης, εἶναι ἡ ἐφαπτομένη εἰς τὴν κο- 

ρυφήν. ᾿Αλλὰ ἐὰν τὰ θεωρήματα τὰ 

σχετικὰ μὲ τὴν διευθετοῦσαν καὶ τὴν ἐφαπτομένην εἰς τὴν κορυ- 

φήν, δὲν εἶναι γνωστά, ἡ Στοιχειώδης Γεωμετρία δὲν μᾶς ὀδη- 
γεῖ εἰς τὴν γνῶσιν τῆς περιβαλλούσης καμπύλης. 


Πρόβλημα 
127. Ἢ πλευρὰ ΓΕ μιὰς ὀρϑῆς γωνίας ΕΓΤ᾽ διέρχεται διὰ σταϑε- 
ροὔ σημείον Ε᾿ ποῖα εἶναι ἣ περιβάλλουσα τῆς ἄλλης πλευρᾶς ΓΤ, 
ὅταν ἧ κορυφὴ Γ ὀλισϑαίνει ἐπὶ μιᾶς δοϑείσης περιφερείας ΑΓΑ΄; 


Ὅταν ἡ Ε εἰ βίσκεται ἐντὸς τοῦ κύκλου, ἡ περιβάλλουσα τῆς 
ΓΤ εἶναι μία ἔλλειψις ἔχουσα τὴν ΑΑ ὡς μέγαν ἄξονα καὶ τὸ 
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Ἑ ὡς ἑστίαν: διότι ὁ τόπος τῆς προβολῆς Γ τῆς ἑστίας Ε ἐπὶ τῶν 
ἐφαπτομένων τῆς ἐλλείψεως εἶναι ὁ πρωτεύων κύκλος, δηλαδὴ ὁ 
γραφόμενος μὲ διάμετρον τὴν ΑΑ΄. 

“Ὅταν τὸ σημεῖον Ε εὑρίσκεται 
ἐκτὸς τοῦ κύκλου, ἡ περιβάλλουσα 
τῆς ΓΤ εἶναι μία ὑπερβολὴ ἔχουσα 
τὴν ΑΑ΄, ὡς διατέμνοντα ἄξονα καὶ 
τὸ σημεῖον Ε εἰς μίαν τῶν ἑστιῶν 


Πρόβλημα 


128, Ποία εἶναι ἣ περιβάλλουσα 
μιᾶς εὐθείας ΑΓ, ἥτις διαιρεῖ δύο δο- 
ϑείσας, ϑέσει καὶ μεγέϑει͵ εὐθείας ΔΜ, 


ΔΝ, εἰς μέρη ἀντιστρόφως ἀνάλογα ; Σχ. Ἡ 
Ἔχομεν ΑΜ ΓΔ 
ΧΘΒ Ἀὰ ΤΝ 


Ἡ περιβάλλουσα εἶναι μία παραβολή, διότι κατὰ γνωστὸν θεὼ- 
ρημα ἡ παραβολὴ ἡ ἐφαπττομένη εἰς δύο δοθείσας εὐθείας εἰς τὰ 
σημεῖα Μ καὶ Ν, ἐφάπτεται πάσης εὐθείας 
ΑΓ ἥτις διαιρεῖ τὰς πλευρὰς ΔΜ, ΔΝ εἰς 
μέρη ἀντιστρόφως ἀνάλογα. 


Πρόβλημα 

129. Τέμνομεν τὰς πλευρὰς μιὰς ὀρϑῆς γω 

νίας ΧΟΥ͂ ὑπὸ μιὰς εὐθείας ΔῈ, οὕτως ὥστε τὸ 

τρίγωνον ΔΟΕ νὰ ἔχῃ σταϑερὸν ἐμβαδόν. Ποία 
εἶναι ἣ περιβάλλουσα τῆς πλευρᾶς ΔΕ; 

ΟΔ.ΟΕ 

᾿ Ξε 


Ἔκ τοῦ σημείου Μ μέσου τῆς ΔΕ. φέρο- 
μεν τὰς καθέτους ΜΝ, ΜΡ, ἔχομεν: 


"Ἔστω α 


ΜΝ.μρ- ----.- -Ξ-- - --.- Σχ. ὙὯἹ, 


Τὸ γινόμενον ἄρα ΜΝ. ΜΡ τῶν συντεταγμένων τοῦ μέσου Μ 
εἶναι σταθερόν, ὁ τόπος συνεπῶς 
τοῦ Μ εἶναι μία ἰσοσκελὴς ὑπερ- 
βολὴ ἔχουσα τὰς ΟΧ, ΟΥ̓ ὡς ἀσυμ- 

. α’ 
πτώτους καὶ τὸ -Ξ ὡς δύναμιν. 


Γνωρίζομεν ἐξ ἄλλου, ὅτι τὸ 
τμῆμα τῆς ἐφαπτομένης εἰς τὴν 
ὑπερβολήν, τὸ περιοριζόμενον με- 
ταξὺ τῶν ἀσυμπτώτων αὐτῆς, διαι- 
ρεῖται εἰς δύο ἴσα μέρη ὑπὸ τοῦ ση- 
μείου ἀφῆς, συνεπῶς ἡ ΔΕ εἶναι 
ὀφαπτομένη εἰς Μ τῆς ὑπερβολῆς 
καὶ ἑπομένως ἡ περιβάλλουσα τῆς 
ΔΕ εἶναι ἡ ὑπερβολὴ, τόπος τῶν σημείων Μ. 


Παρατήρησις. Οἰασδήποτε οὔσης τῆς γωνίας ΧΟΥ, ἡ περιβάλ- 
λουσα τῆς βάσεως ΔΕ ἑνὸς τριγώνου μὲ σταθερὸν ἐμβαδὸν εἶναι 
μία ὑπερβολή, ἔχουσα τὰς ΟΧ, ΟΥ̓ ὡς ἀσυμπτώτους. 


Πρόβλημα 


280. Τὰ ὕψη ἑνὸς τριγώνου ΑΒΓ', ἐγγεγραμμένου εἰς κύκλον κέντρον. 
Ο, τέμνονται εἰς τὸ σημεῖον Η. Τὸ σημεῖον τοῦτο, δύναται νὰ ϑεωρηϑῇ 
ὡς σημεῖον τομῆς ὑψῶν, μιᾶς ἀπειρίας ἐγγεγραμμένων εἰς τὸν αὐτὸν 
κύκλον τριγώνων᾽ ποία εἶναι ἡ περιβάλλουσα τῶν πλευρῶν τῶν τριγώ- 
νῶν τούτων; 


1) Προεκτείνοντες ἕκαστον ὕψος μέχρι τῆς περιφερείας, ἀνα- 
γνωρίζομεν ὅτι ἑκάστη πλευρά, π.χ. ἡ ΒΓ, εἶναι κάθετος εἰς τὸ 
μέσον Δ τῆς ΗΛ, διότι ἡ γων. ΓΒΛΕΞΓΑΛ, ἀλλὰ ἡ γων. ΓΑΔεΞ 
ΓΒΕ, ἄρα ΔΗ-ΞΔΔΛ κλπ. 


Ὁμοίως, ΗΕΞΞΕΜ καὶ ΗΖΞΞΖΝ. 


2) Ὑπάρχει μία ἀπειρία τριγώνων ἐγγεγραμμένων εἰς τὸν κύ- 
κλον καὶ ἐχόντων τὸ Η ὡς ὀρθόκεντρον. 
Πράγματι,ἂς δεχθῶμεν ὅτι μᾶς δίδονται μό- 
νον ὁ κύκλος καὶ τὸ σημεῖον Η, θὰ δείξω- 
μεν ὅτι εἰς πᾶσαν χορδὴν ἀγομένην ἐκ 
τοῦ Η, ἀντιστοιχεῖ ἕν τρίγωνον ἔχον τὸ Η 
ὡς ὀρθόκεντρον. Πρὸς τοῦτο φέρομεν μίαν 
υχοῦσαν χορδὴν ΒΗΜ καὶ ὑψοῦμεν μίαν 
κάθετον ΑΙ εἰς τὸ μέσον τῆς ΗΜ, τὰ τρία 
ἐφ βρδν ΑΒΓ θὰ τέμνωνται εἰς τὸ σημεῖον 
Η, διότι ΕΗΞΞΕΜ, ἄρα... 
3) Κατὰ γνωστὴν ἰδιότητα τοῦ διευθύ- 
νοντος "5 κύκλου, αἱ πλευραὶ ΑΓ (κάθετος 
Σι. Ὁ. εἰς τὸ μέσον τῆς ΗΜ), ΑΒ (κάθετος εἰς 
τὸ μέσον τῆς ΗΛ), κλπ:, ἐφάπτονται μιᾶς 
ἐλλείψεως ἐχούσης ὡς ἑστίας τὰ σημεῖα Ο καὶ Η καὶ ὡς διευθύ- 
μι φον κύκλον τὸν Ο, ἄρα ἡ περιβάλλουσα τῶν πλευρῶν εἶναι μία 
λλειψις. 


Παρατήρησις. “Ὅταν τὸ ὀρθόκεντρον εὑρίσκεται ἐκτὸς τοῦ κύ- 
κλου, ἡ περιβάλλουσα εἶναι μία ὑπερβολή. 


131. Περιβάλλουσα μιᾶς μεταβλητῆς καμπύλης.  περιβάλλουσα μιᾶς 
καμπύόλης ἥτις μεταβάλλεται κατὰ δεδομένον νόμον, εἶναι μία 
δευτέρα καμπύλη, ἐφαπτομένη τῆς πρώτης εἰς ὅλας τὰς θέσεις 
τὰς ὁποίας αὕτη καταλαμβάνει. 


Παράδειγμα. Ἢ περιβάλλουσα ἑνὸς κύκλου σταϑερᾶς ἀκτῖνος, τοῦ 
ὁποίου τὸ κέντρον γράφει δοθεῖσαν περιφέρειαν, εἶναι τὸ ζεῦγος δύο 
περιφερειῶν σνγκεντριχῶν πρὸς τὴν περιφέρειαν, τὴν ὁποίαν γράφει τὸ 
κέντρον τοῦ κινητοῦ χύχλονυ. 


Ἔν ρ ἡ ἀκτὶς τῆς σταθερᾶς περιφερείας καὶ σ ἡ ἀκτῆς τῆς 
κινητῆς, ἡ ἀκτὶς τῆς μιᾶς περιβαλχούσης εἶναι ρ-Ἐσ τῆς δὲ ἄλ- 
λης ρ--σ. 


18. Σμ. μετ. Διευθύνων κύκλος μιὰς ἐλλείψεως καλεῖται ὁ κύκλος 
μὲ κέντρον μίαν τῶν ἐστιῶν τῆς καὶ ἀκτῖνα ἴσην πρὸς τὸν μεγάλον ἄξονα. 


Πρόβλημα 


185. Ἰιοία εἶναι ἣ περιβάλλουσα τῶν κύκλων, τῶν ὁποίων τὰ κέν- 
τρὰα εὑρίσκονται ἐπὶ μιᾶς παραβολῆς καὶ οἱ ὁποῖοι ἐφάπτονται μιᾶς 
χορδῆς καϑέτου ἐπὶ τὸν μεγάλον ἄξονα τῆς παραβολῆς; 


Ἢ παραβολὴ εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων τὸ ἄθροι- 
σμα ἢ ἡ διαφορὰ τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ 
τῆς ἑστίας Ε καὶ ἀπὸ τῆς εὐθείας ΒΓ εἶναι 
σταθερὸν (ἀριθ. 70). 


Ὅθεν ΕΜ-ἘΜΝΞΞΕΛΞ:ΞΕΑ-ΑΖΞΞΕΔ. 
Ὁμοίως ΕΜ’--Μ ΞΞΕΛΊΞΕΔ. 


Οὕτω ἡ περιβάλλουσα εἶναι ἡ περιφέ- 
ρεια ΔΛΛ΄, ἡ γραφομένη μὲ κέντρον τὴν 
ἑστίαν Ε καὶ ἀκτῖνα τὴν ΕΔ--ΕΑ- ΑΖ. 


Παρατήρησις. Ἢ καμπύλη (περιβάλλουσα) 
διέρχεται διὰ τῶν Β καὶ Γ. 


Πρόβλημα 


183 Ποία εἶναι ἡ περιβάλλουσα τῶν κύ- 
κλωῶν, τῶν ὁποίων τὰ κέντρα εὑρίσχονται ἐπὶ 
μιᾶς ἐλλείψεως καὶ οἱ ὁποῖοι ἐφάπτονται μιᾶς 
περιφερείας γραφομένης μὲ κέντρον μίαν τῶν ἑστιῶν. 


"Ἔστω ΜΝ τυχὸν κύκλος, γράφδμεν τὸν διευθύνοντα κύκλον 
κέντρου Ε΄. 

Διὰ κάθε κέντρον Μ, λαμβανόμενον ἐπὶ τῆς ἐλλείψεως, ἡ πε- 
ριφέρεια ἥτις διέρχεται διὰ τῆς 
ἑστίας, ἐφάπτεται τοῦ διευθύνον- 
τος κύκλου εἰς τὸ Ο. 

Ἧ περιβάλλουσα ἄρα τῶν κύ- 
κλων τῶν γραφομένων μὲ κέν- 
τρον Μ καὶ ἐφαπτομένων εἰς τὸν 
κόκλον ΕΛ, εἶναι μία περιφέρεια Αἴ 
ὁμόκεντρος τοῦ διευθύνοντος κύ- 
κλου, ἡ ἀκτὶς τῆς περιβαλλούσης 
ταύτης εἶναι ἡ Ε΄Ν. 

Αἱ περιφέρειαι εἰς τὰς ὁποίας 
ὁ κύκλος ἘἙ ἐφάπτεται ἐσωτερι- 
κῶς, ἔχουν ὡς περιβάλλουσαν τὸν 
κόκλον μὲ ἀκτῖνα Ε΄Ν΄. 


Προβλήματα 


1394. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον. τοῦ ὁποίου δίδονται ἢ περίμετρος, 
μία γωνία καὶ τὸ ὕψος τὸ ἀγόμενον ἐκ τῆς κορυφῆς τῆς γωνίας ταύτης. 


Κατασκευάζομεν μίαν γωνίαν Α ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν, προσ- 
διορίζομεν τὴν περιβάλλουσαν τῆς βάσεως τοῦ τριγώνου σταθε- 
μᾶς περιμέτρου 20 (ἀριθ. 124). Πρὸς τοῦτο λαμβάνομεν ΑΔ-- 
ΑΕ -ρ, ὑψοῦμεν τὰς καθέτους ΔΟ. ΕΟ καὶ γράφομεν τὸν πα- 
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ρεγγεγραμμένον κύκλον εἰς τὸ ζητούμενον τρίγωνον. Μὲ κέντρον 
Α καὶ ἀκτῖνα τὸ ὅψος υ γράφομεν περιφέρειαν, κατόπιν ἄγομεν 
μίαν κοινὴν ἐἀφαπτομένην εἰς τὰς δύο περιφε- 
ρείας Α καὶ Ο τέμνουσαν τὰς πλευρὰς τῆς γω- 
νίας εἰς Β καὶ Γ, τὸ τρίγωνον ΑΒΓ εἶναι τὸ ζη- 
τοόμενον. 


184 α. Νὰ κατασχευασϑῇ τρίγωνον, τοῦ ὁποίον 
δίδονται ἦ περίμετρος, μία γωνία καὶ ἡἣ ἀκτὶς τοῦ 
ἐγγεγραμμένον κύκλου. 


Ὡς καὶ προηγουμένως (ἀριθ. 134) κατασκευά- 
ζομεν μίαν γωνίαν Α ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν, 
προσδιορίζομεν τὸν παρεγγεγραμμένον κύκλον 
κέντρου Ο, ὅστις εἶναι ἡ ἐριβαλλουσα τῆς βά- 
σεως, κατόπιν τὸν ἐγγεγραμμένον κύκλον καὶ 
φέρομεν κοινὴν ἐφαπταμένην εἰς τοὺς δύο κύκλους. 


111 
ΧΡΗΣΙΣ ΤΩΝ ΒΟΗΘΗΤΙΚΩ͂Ν ΣΧΗΜΑΤΩΝ 


δ]. Βοηϑθητικαὶ κατασκευαὲ 


185. Ἢ προοφυγὴ εἰς βοηθητικὰς κατασκευάς, εἴτε διὰ νά ἀπο- 
δείξωμεν ἔν θεώρημα, εἴτε διὰ νὰ λύσωμεν ἔν πρόβλημα, εἶναι 
μᾶλλον ἕνας τρόπος παρὰ μία μέθοδος, ἡ χρῆσις τῶν βοηθητικῶν 
τούτων κατασκευῶν ἀπαιτεῖται ὑπὸ τῶν πλείστων πρὸς ἐξέτασιν 
θεμάτων. Τὰ ἤδη ἐκτεθέντα θέματα, παρέσχον πλεῖστα παρα- 
δείγματα (ἀριθ. 46, 47, 51). 

Εἴναι ἀδύνατον νὰ ὑποδείξωμεν κατὰ ἕνα γενικὸν τρόπον, τὰς 
προσηκούσας κατασκευάς. ἀλλὰ ἐνίοτε μία μόνη γραμμὴ δίδει 
ἁπροσδοκήτους σχέσεις, ἐκ τῶν ὁποίων προκύπτει ἀπ’ εὐθείας 
ἡ λύσις. 

Εἰς τὰ παραδείγματα τὰ ὁποῖα θὰ δόσωμεν, βοηθητικαὶ γραμ- 
μαὶ θὰ εἶναι ἄλλοτε μὲν μία ἢ περισσότεραι εὐθεῖαι, ἄλλοτε 
δὲ μία περιφέρεια. 


Θεώρημα 


156. Αἱ ἀπέναντι πλευραὶ ἑνὸς ἐγγεγραμμένου τετραπλεύρου, τοῦ 
ὁποίου μία τῶν διαγωνίων εἶναι μία διάμετρος, προβάλλονται ἐπὶ τῆς 
ἄλλης διαγωνίου κατὰ ἴσα τμήματα. 


Ἔστω ΑΒΓΔ ἕν ἐγγεγραμμένον τετρά- 
πλευρον, ΑΟΓ ἡ διάμετρος ΓΕ καὶ ΑΖ αἱ 
κάθετοι αἱ ἀγόμεναι ἐπὶ τὴν διαγώνιον ΒΔ. 
Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι ΒΕ--ΔΖ. 
Πράγματι, ἂν φέρωμεν ὡς βοηθητικὴν 
γραμμὴν τὴν διάμετρον τὴν παράλληλον πρὸς 
τὴν ΒΔ, προεκτείνωμεν τὴν ΓΕ καὶ φέρωμεν 
τὴν κάθετον ΟΗ, προκύπτουν δύώο τρίγωνα 
ὀρθογώνια ἴσα : τὰ ΟΑΝ καὶ ΟΓΜ. 
ουνεπῶς ΟΜΞΟΝ 


ἐξ οὗ ΒΕ--Ζὰ καὶ ΒΖ-ΞΕΔ. 


Πρόβλημα 


197. Ἑὶς ποταμός, τοῦ ὁποίου αἱ ὄχϑαι εἶναι εὐθδύγραμμοι εἰς τὸ 
ϑεωρούμενον τμῆμα, διέρχεται μεταξὺ δύο χωρίων ἀνίσως ἀπεχόντων 
εῶν ὀχϑῶν τον. Εἷς ποίαν ϑέσιν πρέπει νὰ κατασκενασϑῇ μία γέφνρα 
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κάϑετος πρὸς τὸν ποταμόν, ἵνα τὰ δύο χωρία εὑρίσκονται εἰς ἴσας ἀπο- 
στάσεις ἀπὸ τὰς ἀντιστοίχους εἰσόδους τῆς γεφύρας. 


'Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ἔστω ΜΝ ἡ θέσις 
τῆς γεφύρας καὶ ΑΜ-ΞΕΒΝ. 

᾿Ἐὰν φέρωμεν μίαν βοηθητικὴν εὐθείαν 
ΒΓ, παράλληλον καὶ ἴσην πρὸς τὴν ΜΝ, ἀνα- 
γνωρίζομεν ἀμέσως ὅτι τὸ σημεῖον ΜΔ προσ- 
διορίζεται ὑπὸ τῆς καθέτου ΔΜ τῆς ἀγομέ- 
νῆς εἰς τὸ μέσον τῆς ΑΓ΄’ διότι τὸ σχῆμα 
ΒΗΜΝ εἶναι παραλληλόγραμμον καὶ ἐπομέ- 
νως ΒΝΞΙΓΜΕΙΞΑΜ, 


Παρατήρησις. Τὸ παράδειγμα τοῦτο καθὼς 
καὶ πολλὰ ἄλλα, δύναται νὰ ἀναφερθῇ εἰς 
τὴν μέϑοδον τῆς παραλλήλου μεταφορᾶς (ἀριθ. 194). 


Πρόβλημα 


188. Δίδονται δύο περιφέρειαι τεμνόμεναι αἱ Α καὶ Β, νὰ ἀχϑῇ δι᾽ 
ἑνὸς ἐκ τῶν σημείων τομῆς Ε' μία τέμνουσα. ἥτις νὰ διαιρεῖται ὑπὸ τοῦ 


σημείον τούτου εἰς λόγον Ἐ. 


Διὰ νὰ λύσωμεν τὸ πρόβλημα ταῦτο δυνάμεθα νὰ ἀνατρέξω- 
μεν εἰς ἤδη γνωστὸν τόπον (ἀριθ. 65)" ἀλλὰ τὸ πρόβλημα ἐπιδέ- 
χεται μίαν εἰδικὴν λύσιν πολὺ ἀπλῆν, 


- -π-«ῳ τὴν ὁποίαν εἶναι χρήσιμον νὰ ἐξε- 
“9. τάσωμεν. 
ΓΝ “Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον 
καὶ 


ΓΕ δὲ ΘΕῚΣ κα 
ΔῈ ν ΗΕ ν΄ 


ἔνθα Θ καὶ Η τὰ μέσα τῶν χορδῶν 

᾿Εὰν φέρωμεν διὰ τοῦ σημείου Ε 

Σι. 8. μίαν κάθετον ΕΖ πρὸς τὴν ΘΗ ,τὸ τμῆ- 

μα ΑΒ διαιρεῖται εἰς δύο τμήματα ἔ- 

χοντα λόγον ἴσον πρὸς τὸν δοθέντα λόγον. Πρέπει λοιπὸν νὰ δι- 


αιἱρέσωμεν τὸ τμῆμα ΑΒ διὰ σημείου Ζ εἰς λόγον τ νὰ ἐνώσω- 
μεν τὸ σημεῖον Ζ μὲ τὸ Ε, κατόπιν εἰς τὸ σημεῖον Ε νὰ φέρωμεν 
τὴν ΓΔ κάθετον ἐπὶ τὴν ΕΖ. 


Πρόβλημα 


1890. Δι' ἑνὸς ἐκ τῶν σημείων τομῆς δύο τεμνομένων περιφερειῶν, 
νὰ ἀχϑῇ μία τέμνουσα ἔχουσα δοϑὲν μῆχος 2λ. 


'ὋὙποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμένον, ὁδηγούμεθα εἰς τὸ νὰ 
θεωρήσωμεν, ὅπως καὶ προηγουμένως, τὸ ἥμισυ ΘΗ τῆς τεμνού- 
σης ΓΕΔ. 

“Αρκεῖ νὰ θεωρήσωμεν μίαν βοηθητικὴν εὐθείαν ΒΖ παράλλη- 
λον πρὸς τὴν ΓΔ, διὰ νὰ παρατηρήσωμεν ὅτι τὸ πρόβλημα ἀνά- 
γεται εἰς τὴν κατασκευὴν ἑνὸς ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΖΒ, τοῦ 


63 


ὁποίου γνωρίζομεν τὴν ὑποτείνουσαν ΑΒ καὶ τὸ μῆκος λ, μιᾶς 
τῶν πλευρῶν τῆς ὀρθῆς γωνίας. 

᾿Αγόμεθα λοιπὸν εἰς τὴν ἑξῆς κατασκευήν : 

᾿Επὶ τῆς ΑΒ ὡς διαπέτρου, γράφομεν μίαν ἡμιπεριφέρειαν, μὲ 
κέντρον τὸ σημεῖον καὶ ἀκτῖνα 
ΒΛΑ-ΞᾺ γράφομεν τόξον ΛΖ, τέλος 
φέρόμεν τὴν εὐθείαν ΓΕΔ παράλλη- 
λον πρὸς τὴν ΒΖ. 


ΜΠῈαρατήρησις. Τὸ δοθὲν μῆκος 2λ 
πρέπει νὰ εἶναι τὸ πολὺ ἴσον πρὸς 
2ΑΒ- ὀύΐτω ἡ μεγίστη τέμνουσα εἶναι 
παράλληλος πρὸς τὴν διάκεντρον. 


Προόβλημα 


140. Δίδεται εὐθεῖα ΔΖ σταϑερὰ 
ϑέσει καὶ μεγέϑει, καϑὼς ἐπίσης καὶ κύκλος σταϑερός, ζητεῖται νὰ 
προσδιορισϑῇ ἐπὶ τοῦ κύκλου σημεῖον Γ' τοιοῦτον ὥστε ἣ χορδὴ ΑΒ, ἡ 
ὁριζομένη ἐπὶ τοῦ κύκλου ὑπὸ τῶν ΓΔ καὶ ΓΖ, νὰ εἶναι παράλληλος 
πρὸς τὴν ΔΖ. 


Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ἔστω ἡ ΑΒ παράλ- 
ληλος πρὸς τὴν ΖΔ.᾿᾽ Αρ- 
κεῖ νὰ προσδιορισθοῦν 
τὰ σημεῖα Α ἢ Β. 

Διὰ νὰ ἐξαρτήσωμεν 
τὸ ἄγνωστον σημεῖον Α 
ἀπὸ τὰ δεδομένα τοῦ 
προβλήματος, φέρομεν 
τὴν ἐφαπτομένην ΑΕ. 
᾿Αλλὰ τὰ τρίγωνα ΑΔΕ, 
ΖΔΓ εἶναι ὅμοια ὡς ἔ- 
χοντα μίαν γωνίαν Δ 
κοινὴν καὶ τὴν γωνίαν 
Α ἴσην μὲ τὴν Ζ, διότι 
ἡ γωνία Α, ἢ ἡ κατὰ κο- 
ρυφήν της, ἔχει ὡς μέ- 
τρον τὸ ἥμισυ τοῦ τόξου 
ΑὙἸΓ, τὸ αὐτὸ δὲ συμβαί- Ν 
νει διὰ τὴν γωνίανΒ, πρὸς .] 
τὴν ὁποίαν εἶναι ἴση ἡ ἈΝ 


γωνία Ζ. ᾿- ἢ ͵ ᾿ 
Τὰ ὅμοια τρίγωνα Ἂς ες , 
δίδουν : ἯΝς : ,., 
ΔΕ ΔΑ ᾿ς ' “9.9 
ΔΓ ΔΖ ον Κα 
ἐξ οὗ ΔΕ -- Ξ τς Σχ. 81 


Δὲν γνωρίζομεν οὔτε τὸ τεῆμα. ΔΑ οὔτε τὸ ΔΓ, ἀλλὰ τὸ γινό- 
μενόν τους εἶναι γνωστόν, διότι ἂν φέρωμεν τὴν ἐφαπτομένην 
ΔΤ, ἔχομεν: ΔΑ. ΔΓΞ-ΔΤ'. Ξ 

ΔΊ. 


ἄρα ΔΕ -Ξ “Ζ᾽ 
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"Αρκεῖ λοιπὸν νὰ κατασκευάσωμεν τὴν ΔΕ ὡς εἰς τὸ σχῆμα 
φαίνεται. 


Κατασκευή. ᾿Επὶ τῆς ΔΖ γράφομεν μίαν ἡμιπεριφέρειαν, μὲ κέν- 
τρον τὸ Δ καὶ ἀκτῖνα ΔΤ γράφομεν περιφέρειαν τέμνουσαν τὴν 
ἡμιπεριφέρειαν εἰς τὸ Η, ἐκ τοῦ Η φέρομεν τὴν ΗΕ κάθετον ἐπὶ 
τὴν ΔΖ καὶ ἐκ τοῦ Ε τὴν ἐφαπτομένην ΕΑ, κατόπιν δὲ τὰς εὐθείας 
ΔΑΓ καὶ ΓΖ. “Ὑπάρχουν προφανῶς δύο λύσεις. 


Θεώρημα 


141. Ὅταν ἕν παραλληλόγραμμον ἀμεταβλήτων διαστάσεων χινεῖται 
εἰς τὸ ἐπίπεδόν του, οὕτως ὥστε δύο ἐφεξῆς πλευραὶ ΑΒ, ΑΔ νὰ διέρ- 
χώνται ἀντιστοίχως διὰ δύο σταθερῶν σημείωνΜ καὶ Ν, ἡ διαγώνιος ΑΓ 
ϑὰ διέρχεται ὡσαύτως διὰ σταϑεροῦ σημείου. 


Ἢ γωνία ΔΑΒ εἶναι σταθερά, συνεπῶς ἡ κορυφὴ Α τοῦ πα- 
ραλληλογράμμου, θὰ κινεῖται ἐπὶ τόξου κύ- 
κλοὺυ δεχομένου γωνίαν Α καὶ διερχομένου 
διὰ τῶν Μ καὶ Ν. 

Ἡ θεώρησις τῆς περιφερείας ΜΑΝΟ μᾶς 
ὁδηγεῖ εὐκολώτατα εἰς τὴν ἀπόδειξιν τοῦ 
ϑεωρήματος: 

ράγματι, ἡ γωνία ΝΑΟ ἢ Δ'ΑὙΓ΄ εἶναι 
σταθερὰ ἡ πρώτη πλευρὰ Δ΄Α΄ τῆς γωνίας 
διέρχεται διὰ τοῦ σημείου δΝ, ἡ δευτέρα ἄρα 
πλευρὰ ΑὙΓ΄ θὰ διέρχεται διὰ σταθεροῦ ση- 
μείου Ο. 


Τόσος 


142. Ποῖος εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων Μ τῶν τοιούτων ὥστε ἣ 
εὐθεῖα ΑΒ, ἥτις ἑνώνει τοὺς πόδας τῶν καϑέτων ΜΑ, ΜΒ τῶν ἀγομέ- 
μοῤδης θυ Μ ἐπὶ δύο σταϑερὰς εὐθείας ΟΧ, ΟΥ̓, ἔχει ἕν μῆκος στα- 

ον Α; 


ΓἝστω Μ τυχὸν σημεῖον τοῦ τόπου, ΜΑ κάθετος ἐπὶ τὴν ΟΧ, 
ΜΒ κάθετος ἐπὶ τὴν ΟΥ̓ καὶ ΑΒ-Ξλ. 

Υ Ἢ θεώρησις τοῦ κύκλου τοῦ περιγε- 

γραμμένου εἰς τὸ τετράπλευρον ΑΜΒΟ, 

τοῦ ὁποίου δύο ἀπέναντι γωνίαι εἶναι 


ἊΜ ὀρθαί, μᾶς ὁδηγεῖ ἀπ᾽ εὐθείας εἰς τὴν 
ἢ ἀπάντησιν. 
χ 


Πράγματι, ἀφοῦ αἱ γωνίαι Α καὶ Β 

εἶναι ὀρθαί, ὁ περιγεγραμμένος κύκλος 

ἔχει ὡς διάμετρον τὴν ὁμΜ. "᾿Αλλὰ ἡ 

ΑΒ ἔχει σταθερὸν μῆκος, δυνάμεθα 

λοιπὸν νά εἴπωμεν ὅτι τὸ τόξον ΑΟΒ 

Σι. ὦ. εἶναι τὸ τόξον κύκλου τὸ γραφόμενον 

ἐπὶ τῆς ΑΒ καὶ δεχόμενον γωνίαν δο- 

θεῖσαν ΧΟΥ. Συνεπῶς ἡ περιγεγραμμένη περιφέρεια ἀλλάσσει θέ- 

σιν, ἀλλὰ δὲν ἀλλάσει μέγεθος, ἄρα ἡ διάμετρος ΟΜ ἔχει στα- 

θερὸν μῆκος καὶ ὁ τόπος τοῦ Μὶ εἶναι περιφέρεια κύκλου κέντρου 
Ὁ καὶ ἀκτῖνος ΟΜ. 
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Τόπος 


148. Αἱ κορυφαὶ Α καὶ Β ἑνὸς τριγώνου ΑΒΓ ὀλισϑαίνουν ἀντι- 
σιοίχως ἐπὶ δύο σταϑερῶν εὐθειῶν ΟΧ, ΟΥ̓, τῶν ὁποίων ἣ γωνία ΧΟΥ 
εἶναι παραπληρωματιχὴ τῆς γωνίας Γ΄ ποῖος εἶναι ὁ τόπος ὁ γραφύόμε- 
νος ὑπὸ τῆς τρίτης ταύτης κορυφῆς Γ 


"Εοτω ἡ γωνία Γ παραπληρωματικὴ τῆς γωνίας Ο. 

“Ὅπως καὶ προηγουμένως, ἡ θεῶρησις τοῦ περιγεγραμμένου κύ- 
κλου μᾶς φέρει εὐκόλως εἰς τὴν ἀναγνώρισιν 
τοῦ τόπου. 

Πράγματι οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ θέσις 
τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, ὁ περιγεγραμμένος κύ- 
κλος διέρχεται διὰ τοῦ Ο, διότι τὸ τετρά- 
πλευρον ΑΟΒΓ εἶναι ἐγγράψιμον καὶ ἑπομέ- 
νὼς ἡ γωνία ΒΟΓΓ ἰσοῦται μὲ τὴν Α, ἄρα ἡ 
γωνία ΒΟΓΓ εἶναι σταθερά, τὸ σημεῖον Γ 
οἱαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ θέσις τοῦ τριγώνου 
ΑΒΓ θὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τς εὐθείας ΖΟΖ΄, 
σχηματιζούσης μετὰ τῆς ΟΥ γωνίαν, ἴσην 
μὲ τὴν γωνίαν Α. 


Παρατήρηοις. Διὰ νὰ ἔχωμεν τὰς ἀκραίας θέσεις τῆς κορυφῆς 
Γ, πρέπει νὰ λάβωμεν ἐπὶ τῶν ΟΖ καὶ ΟΖ΄ μήκη ἴσα πρὸς τὴν 
διάμετρον ΟΔ τοῦ περιγεγραμμένου κύκλου. 


Τόστος 


14... Αἱ κορυφαὶ Α καὶ Β ἑνὸς τριγώνου ΑΒΜ ὀλισϑαίνυουν ἄντι- 
στοίχως ἐπὶ δύο σταϑερῶν εὐθειῶν ΟΧ, ΟΥ̓. Ποῖος εἶναι ὁ τόπος ὃ 
γραφόμενος ὑπὸ τῆς τρίτης κορυφῆς; 

Τὸ προηγούμενον πρόβλημα μᾶς ὁδηγεῖ εἰς τὸ νὰ προοσδιορὶ- 
σῶμεν σημεῖα, ἀνήκοντα εἰς τὸ κινού- 
μενον τρίγωνον, τῶν ὁποίων ὁ τόπος 
νὰ εἶναι μία εὐθεῖα διερχομένη διὰ 
τοῦ Ο. 

Οὕτω ὅλα τὰ σημεῖα τοῦ τριγώνου 
τὰ κείμενα ἐπὶ τοῦ τόξου ΕΔΖ κινοῦν- 
ται ἐπὶ εὐθειῶν διὰ τοῦ Ο, ὅταν τὸ 
τρίγωνον μετακινεῖται. Διότι πᾶν ση- 
μεῖον π.χ. τὸ Δ σχηματίζει γωνίαν 
ΑΔΒ παραπληρωματικὴν τῆς γων. ΑΟΒ. 

Τὰ σημεῖα τοῦ τόξου ΑΟΒ. κινοῦν- 
ται ὁμοίως ἐπὶ εὐθειῶν, διότι 


γων. ΑΓΒΈΞγων. ΑΟΒ. 


Φέρομεν τὴν διάμετρον ΓΜ τὴν διερ- Σι. ψι. 
χομένην διὰ τῆς κορυφῆς Μ καὶ ἔστω 
Δ τὸ σημεῖον τομῆς μετὰ τοῦ τόξου ΕΖ. Ἡ εὐθεῖα ΓΔΜ παρα- 
μένει ἀναλλοιώτως προσδεδεμένη εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΜ. 
Πράγματι, τὸ τόξον ΑΔΒ, δεχόμενον γωνίαν παραπληρωματικὴν 
τῆς γωνίας ΧΟΥ, ἔχει μίαν ἀκτῖνα σταθερὰν καὶ μίαν θέσιν ἄμε 
Ἰρβλητον ἐν σχέσει πρὸς τὸ δοθὲν τρίγωνον. Τέμνει τοῦτο τη 
ΜΒ εἰς ὡρισμένον σημεῖον Ἑ τοιοῦτον ὥστε τὸ τμῆμα ΒΕ νὰ ἔχει 
μῆκος ἀμετάβλητον. Τὸ κέντρον τοῦ κύκλου ΑΟΒΔ παραμένει εἰς 
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μίαν ἀπόστασιν ἀμετάβλητον ἀπὸ τῆς βάσεως ΑΒ, ἡ διάμετρος 
ὅθεν ΛΔΑΘΓ θὰ ἔχῃ μίαν θέσιν ὡρισμένην καὶ θὰ διέρχεται διὰ 
σταθεροῦ σημείου Π τῆς βάσεως ΑΒ, συνεπῶς ἡ εὐθεῖα ΜΔΘΓ 
συμμετέχει εἰς τὴν κίνησιν τοῦ τριγώνου ΑΒΜ καὶ τὸ ἐγγράψιμον 
τετράπλευρον ΑΓΒΔ κινεῖται ἐν τῷ ἐπιπέδῳ, χωρὶς νὰ ἀλλάσῃ 
σχῆμα καὶ μέγεϑος. 

᾿Αλλὰ ἡ γωνία ΔΟΙΓΓ εἶναι ὀρθή, ἄρα τὰ ἄκρα Γ καὶ Δ τῆς 
εὐθείας ΓΔ ὀλισθαίνουν ἐπὶ δύο σταθερῶν ὀρθογωνίως τεμνομέ- 
νων εὐθειῶν ΟΧ᾽᾿, ΟΥ̓΄, κατὰ συνέπειαν πᾶν σημεῖον Μ τῆς εὐ- 
θείας ταύτης γράφει μίαν ἔλλειψιν. 


Παρατήρησις. Τὸ Ο εἶναι τὸ κέντρον τῆς καμπύλης, οἱ δὲ ἄξο- 
νες ἔχουν τὰς διευθύνσεις τῶν ΟΧ' καὶ ΟΥ̓΄. ὰ μήκη ΜΓ, ΜΔ 
εἶναι τὰ μήκη τῶν ἡμιαξόνων. 


δ΄]. Σχήματα συμμετρικὰ 


145. Ἢ χρῆσις τῶν συμμετρικῶν σχημάτων συνιστὰ τὴν μέϑοδον 
διὰ διπλασιασμοῦ ἢ δι᾽ ἀναστροφῆς. 


Εἰς ὡρισμένας περιπτώσεις, προσδιορίζομεν, ἐν σχέσει πρὸς 
δεδομένον ἄξονα, τὸ συμμετρικὸν σημεῖον ἑνὸς δοθέντος σημείου, 
εἰς ἄλλας περιστάσεις, ἀπε αϑιστῶμὲν μίαν εὐθεῖαν γραμμὴν ἢ 
μίαν καμπύλην διὰ τῆς συμμετρικῆς τῶν γραμμῆς. 

Εὐρίσκομεν μίαν ἐφαρμογὴν τῆς μεθόδου ταύτης εἰς τὴν λύσιν 
τοῦ, ρέβλήματος τοῦ ἐλαχίστου τεθλασμένου δρόμου, ὡς καὶ εἰς 
τὸ ἑξῆς: 

Νὰ δειχθῇ ὅτι δύναται νὰ περιγραφῇ, εἰς κάθε κανονικὸν πο- 


Α λύγωνον, μία περιφέρεια. 
δὸς σταϑερόν, καὶ ἢ διαφορὰ τῶν 
8 δ, ἀποστάσεων τοῦ τυχόντος σημείου 
τ π ῃ{ἹἱΣ ἰ 


ὙΔΤΟς Ὁ τῆς προεκτάσεως τῆς βάσεως 
Ν ἊΝ εἶναι ἐπίσης σταϑερά. 


Θεώρημα 


146. Ἑῤς ἰσοσκελὲς τρίγωνον, 
τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων 
τοῦ τυχόντος σημείου τῆς βάσεως 
ἀπὸ τὰς δύο ἄλλας πλευρὰς εἶναι 


Ν “ Θεωροῦντες τὸ συμμετρι- 
. , κὸν σχῆμα, λόγῳ τῆς ἰσότητος 
Η ͵ τῶν γωνιῶν εἰς τὸ Μ, ἡ ΜΕ΄ 
"ἃ συμμετρικὴ τῆς ΜῈ κεῖται 
ἐπὶ τῆς προεκτάσεως τῆς ΔΜ. 
Α ἄρα ΜΕ - ΜΔ - ΜΕΞἘΜΔ 
Σχ. θὲ ΔΕ΄ Ξς: | ΓΘ, ποσότης οταθερά. 
Ὁμοίως ΝΙΛ΄, συμμετρικὴ 
τῆς ΝΛ κεῖται ἐπί τῆς προεκτάσεως τῆς ΝΗ, ἄρα ΝΗ --ΕΟΝᾺΛ 
ΞΝΗ--ΝΛ΄ ΛΉ ΓΡΘ, ποσότης σταθερά. 


14. Σημ. μετ. Αἱ εὐθεῖαι ΟΧ΄ καὶ ΟΥ̓ εἶναι σταθεραί, διότι ἢ γω- 
νία ΧΟΥ̓ ἰσοῦται μὲ τὴν ΑΒὰ ἥτις γωνία εἶναι σταθερά. καθόσον τὸ ση- 
μεῖον Δ εἶναι σταθερὸν ἐπὶ τοῦ τριγώνου ΑΒΜ. 
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πρόβλημα 


147. ᾿Επὶ δοϑείσης εὐθείας χν. να προσδιορισθῇ σημεῖον Γ,, τοιοῦ- 
τον ὥστε αἱ ἀγόμεναι ἐξ αὐτοῦ ἐφαπτό- 
μεναι εἰς δύο δοθείσας περιφερείας Α 
καὶ Β, νὰ σχηματίζουν ἴσας γωνίας μετὰ () 
τῆς αν. : 


Κατασκευάζομεν περιφέρειαν Β΄ 
συμμετρικὴν τῆς Β ὡς πρὸς τὴν χγ᾽ φέ- " 
ρομεν κοινὴν ἐφαπτομένην εἰς τὰς πε-Χ ἱ 


ριφερείας Α καὶ Β΄. 
ὁ σημεῖον Γ εἶναι τὸ ζητούμενον 
σημεῖον. 
'Ὑπάρχουν γενικῶς τέσσαρες λύ- 
σεις. Διότι ὑπάρχουν τέσσαρες κοιναὶ Σὰ δ. 


ἐφαπτόμεναι. 
Πρόβλημα 


, 147. ᾿ἔπι εὐθείας ΟΥ̓ νὰ προσδιορισϑῇ σημεῖον Μ. τοιοῦτον 
ὥστε τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων 


ΜΑ-ΈΜΒ τοῦ σημείου αὐτοῦ ἀπὸ ΩΣ 
σημεῖον δοϑὲν Α καὶ ἀπὸ δοϑείσης ᾿ 
εὐθείας ΟΧ νὰ εἶναι τὸ ἐλάχιστον. 5 


Φέρομεν τὴν εὐθείαν ΟΧ΄ συμ- 
μετρικὴν τῆς ΟΧ ὡς πρὸς τὴν ΟΥ̓, 
καὶ ἐκ τοῦ Α φέρομεν τὴν ΑΜΒ΄, 
κάθετον ἐπὶ τὴν ΟΧ΄. 


Θὰ ἔχωμεν: 
ΜΑΞΈ ΜΒΚΝΑΞ-ΈΝΓ 
ἄρα.... 
Πρόβλημα 


148. ΕἘῤϊς- δοθὲν τρίγωνον, νὰ 
προσδιορισϑῇ ἣ συμμετρικὴ εὐϑεῖα 
μιᾶς διαμέσου ὡς πρὸς τὴν διχοτό- 
μον, ἥτις ἄγεται ἐκ τῆς αὐτῆς κο- 
ρουφῆς. Νὰ δειχϑῇ ὅτι αἱ ἀποστά- 
σεις ἑκάστου τῶν σημείων της ἀπὸ 
τὰς δύο πλευρὰς εἶναι ἀνάλογοι 
τῶν πλευρῶν τούτων. 


Π ᾿Αρκεῖ νὰ λάβωμεν ΓΑ΄ΞΕΞΓΑ, ᾿ 
ΓΒ ΕΓΒ καὶ νὰ φέρῶμεν τὴν διά- [εἷς ἐ 
μεσον ΓΜ’ τοῦ τριγώνου ΑΥΓΒ΄. ὶ ! 
2) Αἱ ἀποστάσεις τυχόντος ση- ! 
μείου μιᾶς διαμέσου ἀπὸ τὰς ὶ 


πλευρὰς αἱ ὁποῖαι ἄγονται ἐκ ὶ 
τῆς αὐτῆς κορυφῆς εἶναι ἀντι- . 
στρόφως ἀνάλογοι πρὸς τὰς πλευ- 
ρὰς (βλ. κατωτέρω ἀριθ. 163). 
ΤΑρα ἔχομεν: 
ΜΡ ΓΑ΄ Ρ ΜΡ ΓΑ 
ΜΖ ΓΒ᾽ Ζ ΓΒ 


Παρατήρηοις. Ἢ εὐθεῖα ΓΣ συμμετρικὴ τῆς ΓΜ, ὡς πρὸς τὴν 
διχοτόμον ΓΙ. καλεῖται συνδιάμμεσος (εγπιέὰ ἰδ πε). 


Θεώρημα τοῦ ξ--: 


149. Οἱασδήποτε οὔσης τῆς βάσεως ΑΒ τοῦ σφαιρικοῦ τριγώνου 
ΑΓΒ, ὁ τόπος τῆς τρίτης κορυφῆς Γ εἶναι μέγιστος κύκλος, ὅταν τὸ 
ἄθροισμα τῶν παραπλεύρων τόξων εἶναι μία ἡμιπεριφέρεια. 

Ἔστω τοξ. ΑΓ-ἐτοξ. ΒΓΞ-πρ. 

᾿Επειδὴ τὸ ἄθροισμα τῶν τόξων εἶναι μία ἡμιπεριφέρεια, ἀγό- 
μεθα εἰς τὸ νὰ θεωρήσωμεν ἔν σχῆμα 
διπλάσιον τοῦ δοθέντος. Πρὸς τούτοις, 
προσδιορίζομεν τὰ συμμετρικὰ ση εἶα 
τῶν Α καὶ Β, ὡς πρὸς τὴν ταράνλης 
ὑρλε διάμετρον πρὸς τὴν χορδὴν ΑΒ, ἢ 
καλύτερον φέρομεν τὰς διαμέτρους 
ΑΟΑ΄, ΒΟΒ΄. ᾿ 

Ἔχομεν τοξ. ΑΓ- τοξ. ΒΓ-Ξ-πρ -- 

τοξ. ΑΓ-τοξ. ΓΑ’ 
ἄρα τοξ. ΒΓ ΄--τοξ. ΓΑ’ 


Οὕτω οἰωνδήποτε ὄντων, τοῦ μήκους 
τῆς βάσεως ΑΒ καὶ τῆς θέσεως τῶν 
ἡμικυκλίων ΑΓΑ΄, ΒΓΒ΄, τὸ οφαιρικὸν 
τρίγωνον ΒΓΑ’ εἶναι ἰοοσκελές, ἡ χορδὴ 
ΒΑ΄ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν χορδὴν ΑΒ- ἄρα ἡ κορυφὴ Γ ἔχει γεω- 
μετρικὸν τόπον τὸν μέγιστον κύκλον ΔΓ Δ΄, τοῦ ὁποίου τὸ ἐπίπε- 
δον εἶναι κάθετον εἰς τὴν διάμετρον ΕΕ΄ ἡ ὁποία διέρχεται διὰ 
τοῦ μέσου τῆς βάσεως ΑΒ. 


149 α. Παρατήρηοις. Εἰς τὴν μέθοδον τοῦ διπλασιασμοῦ, δυνά- 
μεθα νὰ ὑπαγάγωμεν καὶ τὴν μέθοδον ἡ ὁποία συνίσταται εἰς τὴν 
κατάλληλον τοποθέτησιν τῶν ἱερῶν ἑνὸς σχήματος, εἰς τρόπον 
ὥστε νὰ ἀναγάγωμεν τὸ προτιθέμενον πρόβλημα εἰς ἕνα ἤδη 
γνωστόν. ᾿Ιδοὺ δύο παραδείγματα. 


Θεώρημα 
150. “Ὅταν δύο τρίγωνα ἔχουν δύο γωνίας ἀντιστοίχως ἴσας καὶ δύο 
γωνίας παραπληρωματιχάς, αἱ πλευραὶ αἱ κεί- 
μεναι ἀπέναντι τῶν ἴσων γωνιῶν εἶναι ἀνά- 
λογοι πρὸς τὰς πλευρὰς τὰς κειμένας ἀπέ- 
ναντι τῶν παραπληρωματικῶν. 


Τοποθετοῦμεν τὰ δύο τρίγωνα ΑΒΓ 
καὶ ΑΔΕ, εἰς τρόπον ὥστε αἱ ἴσαι γωνίαι 
νὰ εἶναι προσκείμεναι καὶ ἡ κοινὴ πλευρὰ 
νὰ πρόσκειται εἰς τὰς παραπληρωματικὰς 
γωνίας Β καὶ Δ. Ἢ τοιαύτη τοποθέτησις 
τοῦ σχήματος μᾶς ὑπενθυμίζει τὸ θεώρημα 
τῆς διχοτόμου. 


ΑΓ ΑκΖ 
ΤΕ ΒΖ 


ΑΓ ΒΓ 


ων Ά ὶΣ ΞΞ 


ΑΓ Ε ᾿ 
ἄρα ἜΒ Δὲ’ ἢ ἌΕ ΔῈ 
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Πρόβλημα τοῦ δέωνπι 


151. Νὰ κατασκενασϑῇ ἐγγράψιμον εἰς κύκλον τετράπλευρον, τοῦ 
ὁποίου γνωρίζομεν τὰς τέσσαρας πλευράς. 


ὋὙποθέτομεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ἔστωσαν α, β, γ, ὃ, 
αἱ τέσσαρες δοθεῖσαι πλευραί. 

Ἡ χαρακτηριστικὴ ἰδιότης τοῦ 
ἐγγραψίμου τετραπλεύρου νὰ ἔχῃ 
τὰς ἀπέναντι γωνίας παραπλη- 
ρωματικὰς καὶ ἡ μελέτη τῆς προ- 
ηγηθείσης ἀσκήσεως (ἀριθ. 150), 
μᾶς ὁδηγοῦν εἰς τὸ νὰ φέρωμεν 
τὸ τρίγωνον ΒΓΔ εἰς τὴν θέσιν 
ΒΕΖ καὶ νὰ ἀνακαλύψωμεν μερι- 
κἀς ἀπλὰς σχέσεις μεταξὺ τῶν 
δοθεισῶν γραμμῶν. Ἧ ΕΖ εἶναι 
παράλληλος πρὸς τὴν ΔΑ καὶ τὸ 
πρόβλημα θὰ ἦτο λελυμένον, ἐὰν 
ἠδυνάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν τὸ τρίγωνον ΔΒΚ. 

᾿Αλλὰ τὰ ὅμοια τρίγωνα ΑΒΚ καὶ ΕΒΖ ἢ ΓΒΔ δίδουν : 


ΑΚ ΑΒ . ΑΚ α 
τὰ τα’ ΤΥ π᾿ 
ἐξ οὗ ΑΚ Ξ τ" 


Οὕτω ἡ ΔΚ εἶναι γνωστή. 
Δυνάμεθα νὰ προσδιορίσωμεν ἐπίσης τὸν λόγον τῶν πλευρῶν 


ΒΔ καὶ ΒΚ. Ξ 
ΒΔ Ε β 
Πράγματι, Ἔκ πα -α΄ 
ἼΑρα, ἐν σχέσει πρὸς τὰ σημεῖα Δ καὶ Κὶ, τῶν ὁποίων ἡ ἀπό- 
στασις ΔΙ εἶναι γνωστή, πρέπει νὰ γράψωμεν τὸν τόπον τῶν ση- 
μείων Β τοιούτων ὥστε ὁ λόγος τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τὰ Δ καὶ 


Κ' νὰ ἰσοῦται πρὸς τ κατόπιν μὲ κέντρον τὸ σημεῖον Α καὶ 


ἀκτῖνα μήκους α, τέμνομεν τὸν τόπον καὶ εὑρίσκομεν οὕτω, τό ση- 
μεῖον Β 

Τέλος περιγράφομεν μίαν περιφέρειαν εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΔ, 
καὶ λαμβάνομεν χορδὴν δ΄ ἴσην πρὸς β. Ἢ χορδὴ ΓΔ θὰ ἰσοῦται 
πρὸς τὸ δοθὲν μῆκος γ. 


δ 111. Σύνϑεσις καὶ ἀποσύνϑεσις σχημάτων 


152, Σύνϑεσις σχημάτων. Ἢ μέθοδος τῆς συνθέσεως συνίστατα 
εἰς τὴν συμπλήρωσιν ἑνὸς δοθέντος σχήματος, δι᾽ ἄλλων σχημά- 
των, οὕτως ὥστε νὰ ἀποτελεσθῇ ἐν ἤδη γνωστὸν σχῆμα. 


Παραδείγματα. Πρὸς εὕρεσιν τοῦ ἐμβαδοῦ ἑνὸς τριγώνου, θεω- 
ροῦμεν τὸ παραλληλόγραμμον, τοῦ ὁποίου τὸ πρῶτον σχῆμα εἶναι 
τὸ ἥμισυ. 
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Πρὸς ὕρεσιν τοῦ ὄγκου ἐνὸς τριγωνικοῦ πρίσματος, θεωροῦ- 
μεν τὸ παραλληλεπίπεδον διπλασίου ὄγκου. 

Πρὸς εὕρεσιν τοῦ ὄγκου τριγωνικῆς πυραμίδος, ἀποδεικνύομεν 
ὅτι ἡ πυραμὶς αὕτη εἶναι τὸ τρίτον τοῦ πρίσματος μὲ τὴν αὐτὴν 
βάσιν καὶ τὸ αὐτὸ ὕψος. 


1δ8, ᾿Αποσύνϑεσις σχημάιων. Π μέθοδος τῆς ἀποουνθέσεως, 
ουνίσταται εἰς τὸν διαχωρισμὸν τοῦ πρὸς μελέτην σχήματος. εἰς 
πολλὰ γνωστὰ σχήματα. 


Παραδείγματα. Πρὸς εὕρεσιν τοῦ ἀθροίγματος τῶν γωνιῶν ἑνὸς 
πολυγώνου, χωρίζομεν αὐτὸ εἰς τρίγωνα. 

Κατὰ τὸν ἴδιον τρόπον εὑρίσκομεν τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς πολυγώνου. 

Πρὸς προσδιορισομὸν τοῦ ὄγκου μιᾶς κολούρου τριγωνικῆς πὺυ- 
ραμίδος ἢ ἑνὸς κολούρου πρίσματος, χωρίζομεν τὸ κόλουρον 
σχῆμα, εἰς τρία τετράεδρα. 

ἰς τὴν μέϑοδον τῆς προσϑέσεως. ἡ πρὸς μελέτην ἐπιφάνεια χω- 

ρίζεται εἰς ὀρθογώνια καὶ τὸ πρὸς μέτρησιν στερεὸν χωρίζεται 
εἰς πρίσματα. 


164. Συμπεράσματα. Διὰ τῆς συνθέσεως ἢ τῆς ἀποουνθέσεως, 
τὸ δοθὲν σχῆμα θεωρεῖται ὡς ἐὰν ἦτο ἡ διαφορὰ ἢ τὸ ἄθροισμα 
πολλῶν γνωστῶν σχημάτων. 


Θεώρημα 


1566. 'Ἐὰν δύο εὐθεῖαι ΑΓ χαὶ ΒΔ δοϑέντων μηκὼῶν. τέμνονται ὑπὸ 
σταϑερὰν γωνίαν, τὸ τετράπλευρον ΑΒΓΔ, τὸ σχηματιζόμενον ἐχ τῶν 
εὐθειῶν αἵτινες ἑνώνουν ἀνὰ δύο τὰ πέρατα 
αὐτῶν, ἔχει ἐπιφάνειαν σταϑεράν. 


Δυνάμεθα νὰ δώσωμεν πολλὰς στοιχειὼ- 
δεις ἀποδείξεις αὐτοῦ τοῦ θεωρήματος, ἀλλὰ 
ἡ ἀπλουστέρα ἀναφέρεται εἰς τὴν μέθοδον 
τῆς συνϑέσεως. 

Διὰ τῶν κορυφῶν Α καὶ Γ φέρομεν πα- 
ραλλήλους πρὸς τὴν διαγώνιον ΒΔ καὶ διὰ 
τῶν κορυφῶν Β καὶ Δ παραλλήλους πρὸς 
τὴν ΑΓ. 

Τὸ οὕτω σχηματισθὲν παραλληλόγραμμον 
εἶναι σταθερόν. διότι ἡ γωνία Κ' ἢ Ο δίδε- 
ται, ἐπίσης αἱ πλευραὶ ΚΖ, ΚΗ. ᾿Αλλὰ τὸ τετράπλευρον εἶναι τὸ 
ἥμισυ τοῦ παραλληλογράμμου, διότι τὸ τρίγωνον ΑΟΒ ἰσοῦται πρὸς 
ΑΒΕ, κιτιλ. ᾿Αλλὰ τὸ τετράπλευρον ἔχει σταθερὰν ἐπιφάνειαν. 


Θεώρημα 


1δ6. "Ἐὰν τρεῖς εὐθεῖαι δοθέντων μηχῶν ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ τέμνονται 
εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον καὶ ὑπὸ σταϑερὰς γωνίας. τὸ ὀχτάεδρον τὸ ὁποῖον 
ϑὰ ἔχῃ ὡς κορυφὰς τὰ πέρατα τῶν τριῶν αὐτῶν εὐθειῶν. ἔχει σταϑε- 
οὸν ον. 


Πράγματι, τὸ τετράπλευρον ΓΕΔΖ, τὸ ὁποῖον διαιρεῖ τὸ ὀκτάε- 
δρον εἰς δύο τετραγωνικὰς ποβάμίδας; εἶναι τὸ ἤμισυ τοῦ σταθε- 
ροῦ παραλληλογράμμου ΛΜΝΡ, τὸ ὁποῖον σχηματίζεται ὅπως εἰς 
τὸ προηγούμενον θεώρημα. ᾿Αλλὰ φέροντες διὰ τῶν κορυφῶν Α 
καὶ Β ἐπίπεδα παράλληλα εἰς τὸ παραλληλόγραμμον ΛΜΝΡ, καὶ 
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φέροντες διὰ ΜΝ, ΝΡ κλπ. ἐπίπεδα πλευρικὰ παράλληλα πρὸς 
τὴν ΑΒ, σχηματίζομεν παραλληλεπίπεδον σταθερόν, διότι αἱ ἀκμαι 
αὐτοῦ εἶναι ἴσαι καὶ παράλληλοι πρὸς τὰἀς 
τρεῖς δοθείσας εὐθείας ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ, αἵτινες 
ἔχουν δοθέντα μήκη καὶ σχηματίζουν δοθεί- 
σας γωνίας. 

᾿Αλλὰ ἡ πυραμὶς ΑΙΓΔΕΖ εἶναι τὸ ἕκτον 
τοῦ παραλληλεπιπέδου τοῦ αὐτοῦ ὕψους καὶ 
διπλασίας βάσεως ΛΜΝΡ, διότι ὁ ὄγκος τῆς 
πυραμίδος εὑρίσκεται πολλαπλασιάζοντες 
τὴν βάσιν ΓΕΔΖ ἐπὶ τὸ τρίτον τῆς καθέτου 
ἐπὶ τὴν βάσιν ἐκ τοῦ σημείου Α. ᾿Ομοίως ἡ 
πυραμὶς Β,ΓΔΕΖ εἶναι τὸ ἕκτον τοῦ ἀντι- 
στοίχου παραλληλεπιπέδου ἄρα τὸ ὀκτάεδρον 
ἔχει σταϑερὸν ὄγκον διότι ὁ ὄγκος αὐτοῦ, εἶναι 
τὸ ἕκτον τοῦ ὁλοκλήρου παραλληλεπιπέδου. 


Παρατήρηοις. Εἰς τὴν εἰδικὴν περίπτωσιν κατὰ τὴν ὁποίαν αἱ 
δοθεῖσαι εὐθεῖαι εἶναι ἀνὰ δύο κάθετοι, ἔχομεν : 


ν -- -ξ 4Β.ΓΔ.ΕΖ 


Πρόβλημα 


167. Διὰ τῶν ἀπέναντι ἀχμῶν ἑνὸς τετραέδρον, φέρομεν ἐπίπεδα πα- 
ράλληλα' σχηματίζομεν οὕτω ἕνα περιγεγραμμένον παραλληλεπίπεδον᾽ 
ποῖος ὁ λόγος τῶν ὄγκων τῶν δύο στερεῶν ; 


Διὰ τῶν δύο ἀπέναντι ἀκμῶν ΑΒ καὶ ΔΙ, δυνάμεθα νὰ φέρω- 
μεν δύο παράλληλα ἐπίπεδα. Πράγματι, ἐὰν φέρωμεν τὴν ΓΧ 
παράλληλον πρὸς τὴν ΑΒ, τὸ ἐπίπεδον ΔΓΧ θὰ εἶναι παράλλη- 
λον πρὸς τὴν εὐθείαν ΑΒ καὶ διὰ τῆς 
τελευταίας ταύτης γραμμῆς θὰ δυνη- 
θῶμεν νὰ φέρωμεν ἐπίπεδον παράλλη- 
λον πρὸς τὸ ΔΙΓΧ. ᾿Επίσης διὰ τῶν 
ἀπέναντι ἀκμῶν ΑΔ, ΒΓ δυνάμεθα νὰ 
φέρωμεν δύο ἐπίπεδα παράλληλα ΕΣ 
ταξύ των. Τέλος διὰ τῶν ΑΓ καὶ ΒΔ 
δυνάμεθα ἐπίσης νὰ φέρωμεν δύο ἐπί- 
πεδα παράλληλα, καὶ νὰ σχηματίσω- 
μεν οὕτω ἕνα παραλληλεπίπεδον περι- 
γεγραμμένον εἰς τὸ δοθὲν τετράεδρον. 

Ὃ ὄγκος τοῦ τετραέδρου ἰσοῦται πρὸς τὸν τοῦ παραλληλεπι- 
πέδου ἡλαττωμένου κατὰ τὸν ὄγκον τεσσάρων ἰσοδυνάμων πυρα- 
μίδων, τῶν ὁποίων ἑκάστη εἶναι τὸ ἕκτον τοῦ παραλληλεπιπέδου. 

Πράγματι, ἡ πυραμὶς ΒΙΔΓΗ ἔχει τὸ αὐτὸ ὕψος μετὰ τοῦ πα- 
παν πλε πιπεῦσυ καὶ ἡ βάσις τῆς ΔΓΗ εἶναι τὸ ἥμισυ τοῦ παραλ- 

ηλογράμμου ΛΔΗΓ. 

Παριστῶντες διὰ τοῦ Ν᾽ τὸν ὄγκον τοῦ παραλλληλεπιπέδου 

1 


ἔχομεν : πυραμὶς ΒΙΔΓῊ -Ξ- -Π- 
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Τὸ αὐτὸ ἰσχύει δι᾽ ἑκάστην τῶν πυραμίδων Α,ΓΔΛ, ΓΙΑΕΒ, 
Δ,ΑΒΖ: ἄρα ὁ ὄγκος τοῦ τετραέδρου ἰσοῦται πρός : 


4 1 
» τ  Ξοιτ ν.: 


Οὕτω τὸ τετράεδρον εἶναι τὸ τρίτον τοῦ περιγεγραμμένον παραλληλεπιπέδου. 


Θεώρημα τοῦ δἐεὶπεν 


168. "Ἐπὶ δύο εὐθειῶν ΧΧ καὶ ΥΥ̓ μὴ κειμένων ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ 
ἐπιπέδου λαμβάνομεν ἀντειστοίχως δύο δοϑέντα μήχη ΑΒ, ΓΔ' νὰ ἀπο- 
δειχϑῇ ὅτι τὸ τετράεδρον τὸ ὁποῖον ϑὰ ἔχῃ κορυφὰς τὰ σημεῖα ΑΙΒ,Γ,Δ 
ἔχει σταϑερὸν ὄγχον, οἰωνδήποτε ὄντων τῶν ϑέσεων τοῦ ΑΒ ἐπὶ τῆς 
ΧΧ΄ καὶ τοῦ ΓΔ ἐπὶ τῆς ΥΥ΄. 


Κατασκευάζομεν τὸ περιγεγραμμένον παραλληλεπίπεδον καὶ 
ἀρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι ὁ ὄγκος αὐτοῦ τοῦ στερεοῦ εἶναι σταθερός, 
διότι ὁ ὄγκος τοῦ τετραέδρου 
εἶναι τὸ τρίτον αὐτοῦ (ἀριθ. 157). 

Ἢ διαγώνιος ΗΛ εἶναι ἴση 
καὶ παράλληλος πρὸς τὴν ΑΒ’ 
ἄρα οἱασδήποτε οὔσης τῆς θέ- 
σεως τῶν δοθέντων τμημάτων ΑΒ 
καὶ ΓΔ τὸ παραλληλόγραμμον 
τῆς βάσεως ΓΗΔΛ ἔχει ἐμβαδὸν 
σταθερόν, διότι αἱ δύο του δια- 
γώνιοι ἔχουν δοθέντα μήκη καὶ 
τέμνονται ὑπὸ γωνίαν ἴσην πρὸς 
τὴν γωνίαν τῶν εὐθειῶν ΧΧ΄ καὶ ΥΥ̓́΄. 

Τὸ ὕψος ἢ ἡ κάθετος ἐκ τοῦ σημείου Β π.χ. ἐπὶ τὴν βάσιν 
ΓΗΔΛ. εἶναι ἡ ἐλαχίστη ἀπόστασις τῶν εὐθειῶν ΧΧ΄, ΥΥ̓ Φἥτις 
δὲν μεταβάλλεται. Συνεπῶς ὁ ὄγκος τοῦ παραλληλεπιπέδου εἶναι 
σταθερός, τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὸ τετράεδρον. 


168 α. Παρατήρησις. Εἰς τὴν εἰδικὴν περίπτωσιν κατὰ τὴν ὁποίαν 
αἱ εὐθεῖαι ΓΔ καὶ ΛΗ εἶναι κάθετοι μεταξύ των, παραστήσωμεν 
δὲ τὰ μήκη αὐτῶν διά μ καὶ ν, τὸ ἐμβαδὸν τῆς βάσεως θὰ εἶναι 


τ. ᾽Εὰν ὃ παριστᾶ τὴν ἐλαχίστην ἀπόστασιν ΧΧ᾽ καὶ ΥΥ̓ Ζθὰ 
ἔχωμεν διὰ τὸ παραλληλεπίπεδον : 


ὄγκος -- Ἔκ 
ἄρα, ὁ ὄγκος τοῦ τετραέδρου θὰ εἶναι : εν . 


᾽Εὰν αἱ διαγώνιοι σχηματίζουν μεταξύ των γωνίαν α. ἔχομεν : 
ἔνιῆμὰ ὃ ἢ μνδιημα 
2 τς ἐς 53. δ᾽ 
ὋΟ τύπος οὗτος τοῦ ὄγκου τοῦ τετραέδρου, ἀν θεωρηθῆ γνω- 


στός, δύναται νὰ χρησιμοποιηθῆ πρὸς ἀπόδειξιν τοῦ θεωρήματος 
τοῦ ϑιείπευι. 


Τετράεδρον -Ξ- 
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169. Λαμβάνοντες ἀνὰ δύο τὰς ἀπέναντι ἀκμὰς ἑνὸς τετραέδρον, 
σχηματίζομεν τρία ζεύγη ἀκμῶν. 

1) “Ἕν τετράεδρον δύναται νὰ ἔχῃ ἕν, δύο ἢ τρία ζεύγη ἴσων ἀχμῶν. 

2) Ἕν τετράεδρον δύναται νὰ εχῃ ἔν μόνον ζεῦγος καϑέτων ἀκμῶν 
μεταξύ των, ἢ τρία ζεύγη χκαϑέτων ἀχμῶν. 


1) Λιὰ νὰ εἶναι αἱ δύο ἀπέναντι ἀκμαὶ ΑΒ καὶ ΓΔ ἢ ΛΗ καὶ 
ΔΓ ἴσαι, πρέπει καὶ ἀρκεῖ ἡ βάσις ΓΗΔΛ νὰ εἶναι ἕν ὀρθογώ- 
νιον. Εἰς τὴν περίπτωσιν ταύτην τὸ πα- 
ραλληλεπίπεδον θὰ ἔχῃ ὀρθογώνιον βάσιν, 
ἀλλὰ αἱ δύο ἄλλαι ἔδραι ΒΗΓΕ, ΒΗΔΖ 
θὰ εἶναι τυχόντα παραλληλόγραμμα. Τὸ 
ὀρθὸν παραλληλεπίπεδον ἔχει δύο ζεύγη 
ὀρθογωνίων ἑδρῶν’ ἄρα τὸ ἀντίστοιχον 
τετράεδρον θὰ ἔχῃ δύο ζεύγη ἴσων ἀκμῶν. 

ἕλος τὸ τετράεδρον θὰ ἔχῃ τρία ζεύγη 
ἴσων ἀκμῶν, ἐὰν τὸ παραλληλεπίπεδον 
είναι ἐΡϑογογίονν 

2) ἵνα δύο ἀπέναντι ἀκμαὶ ΑΒ καὶ 
ΓΔ ἢ ΛΗ καὶ ΔΓ εἶναι κάθετοι, πρέπει ἡ ἕδρα ΓΗΔΛ νὰ εἶναι 
ρόμβος. 

᾿Εὰν δύο ζεύγη ἀπέναντι ἀκμῶν εἶναι ὀρθογώνιοι, τὸ αὐτὸ 
συμβαίνει καὶ διὰ τὸ τρίτον ζεῦγος. 

Πράγματι, ἐὰν ΑΔ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ΒΓ, τὸ σχῆμα ΒΗΓΕ 
εἶνα! ρόμβος: ἄρα ἨΒ-ΞΗΓΞ:ΞΗΔ. 

Οὕτω ἡ ἔδρα ΗΒΖΔ εἶναι ἐπίσης ρόμβος καὶ ἡ ἀκμὴ ΒΔ εἶναι 
κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΓ. 


Παρατήρησις. Ἀαλεῖται ὀρϑογώνιον τετράεδρον, τὸ τετράεδρον τοῦ 
ὁποίου τὰ τρία ζεύγη τῶν ἀκμῶν, σχηματίζονται ὑπὸ εὐθειῶν κα- 
θέτων μεταξύ των. 


Θεώρημα σμέπεαμ α᾽ Αμπιοπί 


160. Τὸ ἄϑροισμα τῶν δύο ἀπέναντι 
γωνιῶν ἑνὸς σφαιρικοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς 
κύκλον τετραπλεύρον, ἰσοῦται μὲ τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν δύο ἄλλων γωνιῶν. 


Ἕστωσαν Ο τὸ κέντρον τῆς σφαί- 
ρας καὶ ΑΒΓΔ τὸ τετράπλευρον τὸ 
σχηματιζόμενον ὑπὸ τεσσάρων τόξων 
μεγίστων κύκλων, τοῦ ὁποίου αἱ κορυ- 
φαὶ ΑΙΒ,Γ,Δ εὑρίσκονται ἐπὶ μιᾶς πε- 
ριφερείας ἐχούσης τὸ Ρ'ὶ ὡς πόλον. Πρέ- 
πει νὰ δειχθῇ, ὅτι αἱ δίεδροι γωνίαι 
αἱ ὁποῖαι ἀντιστοιχοῦν εἰς τὰς ἀκμὰς 
ΑΟ. ΓΟ, ἔχουν ἄθροισμα ἴσον πρὸς 
Ἰ 38 δῖθμα τῶν διέδρων, αἱ ὁποῖαι ἀντιστοιχοῦν εἰς τὰς ἀκμὰς 
 ό͵, : 


Διὰ τοῦ πόλου Ρ καὶ δι᾽ ἑκάστης κορυφῆς φέρομεν μεγίστους 
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κύκλους" ἑκάστη πλευρὰ ΑΒ, π.χ. εἶναι ἡ βάσις ἑνὸς ἰσοσκελοῦς 
τριγώνου ΑΡΒ, διότι τὸ τόξον 


ΡΑ -Ξ ΡΒ: 
ἄρα ἡ γωνία ΒΑΡΞΞΑΒΡ 
ἣ 1Ξ:1, 2:52, κλπ. 
᾿Αλλὰ τὸ ἄθροισμα τῶν δύο ἀπέναντι διέδρων γωνιῶν εἶναι 
1-[2-...3-.:4 
ἄρα ἈΞἜΓΞΒ-Δ 


δ )Ρν. Βοηϑητικὰ ἐμβαδὰ 


161. Βοηϑητικὰ ἐμβαδά. Ἢ μέθοδος τῶν βοηϑητικῶν ἐμβαυὼν συ- 
νίσταται εἰς τὴν χρησιμοποίησιν τῶν ἐμβαδῶν τῶν σχημάτων, 
ὅταν πρόκειται νὰ ἀποδειχθοῦν μερικαὶ σχέσεις, μεταξὺ τῶν ἀπο- 
τελούντων τὰ σχήματα γραμμῶν. 

᾿Ιδοὺ μερικὰ παραδείγματα : 


Θεώρημα 


162 Ἢ διχοτόμος γωνίας ἑνὸς τριγώνου τέμνει τὴν ἀπέναντι πλεν’ 
οάν, εἰς τμήματα ἀνάλογα τῶν προσκειμέ- 
τ νων πλευρῶν. 


Πράγματι, τὰ τρίγωνα ΒΓΙ, ΑΓΙ 
ἔχοντα τὴν αὐτὴν κορυφὴν Γ καὶ τὰς 
βάσεις των ἀντιστοίχως ἐπὶ τῆς αὐτῆς 
εὐθείας, ἔχουν λόγον ἴσον πρὸς τὸν 
λόγον τῶν βάσεών τῶν μ πρὸς ν. 

Τὰ τρίγωνα αὐτὰ ἔχουν ὕψη ἴσα 
πρὸς υ, εἶναι συνεπῶς μεταξύ των ὡς 
α. καὶ β' ἄρα’ 


Σ:. 105. Αἰ ὦ -- 


α 
ν ΓΝ 


᾿Ανάλογος, σχέσις ἰσχύει διὰ τὴν ἐξωτερικὴν διχοτόμον. 
Θεώρημα 


168, Ἑϊς ἕν ἰσοσκελὲς τρίγωνον. τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων τυ- 
χόντος σημείου τῆς βάσεως ἀπὸ τὰς δύο ἄλλας πλευρὰς εἶναι σταθερὸν 
καὶ ἡ διαφορὰ τῶν ἀποστάσεων ἑνὸς σημείον ἐπὶ τῆς προεχτάσεως τῆς 
βάσεως εἶναι ἐπίσης σταθερόν. 


Φέρομεν τὰς ΑΜ, ΑΝ καὶ τὴν ΓΖ κάθετον ἐκ τοῦ Γ ἐπὶ τὴν ΑΒ. 
Τὸ διπλάσιον ἐμβαδὸν τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου ἰσοῦται μὲ 


ΑΒ.ΓΖ, 
ἢ μὲ ΑΒ. ΜΔΈΑΓ. ΜΕ 
ὅταν τὸ χωρίσωμεν εἰς δύο τρίγωνα ΑΒΜ, ΑΜΓ’ ἀλλὰ ΑΓ ΑΒ. 
Ἄρα ΑΒ.ΓΖ ΑΒ(ΜΔΈΜΕ,), 
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ἐξ οὗ ἡ ΜΔ οὺν τῇ ΜΕ ἰσοῦτο πρὸς τὴν κάθετον ΓΖ τὴν ἀγο- 
μένην ἐκ τοῦ σημείου Γ ἐπὶ τὴν πλευρὰν ΑΒ. 
Διὰ τὸ σημεῖον Ν ἔχομεν: 
ΑΒ.ΓΖ- ΑΒ. ΝΗ-ΑΓ.ΝΛΔ, 
ἐξ οὗ ΓΖ ΝΗ--ΝΛ. 


»ες΄ 


Σχ 106. 


Παρατήρησις. Τὸ ὡς ἄνω θεώρημα ἐδείχθη ἤδη διὰ μιᾶς ἄλλης 
μεθόδου (άριθ. 146). 


Θεώρημα 


164. Αἱ ἀποστάσεις τυχόντος σημείου μιὰς διαμέσου ἀπὸ τὰς πλενυ- 
ρἀς τὰς διερχομένας διὰ τῆς αὐτῆς κορυφῆς. εἶναι ἀντιστρύφως ἀνάλο- 
γοι τῶν πλευρῶν τούτων. 

ΜΡ ΜῬ΄ 
Πράγματι ΜΚ ΜΈ’ 
᾿Αλλὰ τὰ τρίγωνα ΓΒΜ΄, ΑΒΜ΄ 

εἶναι ἴσα, ἄρα 
α.ΜῬ’ γ.Μ΄Κ΄, 


ἐξ ο5. ΑἸ ΜΡ ον. 
δ᾽ οὗ μκ' - ΜΚ - α΄ 
Θεώρημα 


166δ. "Ἐὰν τρεῖς εὐϑεῖαι διερχόμε- 
ναι διὰ τῶν κορυφῶν ἑνὸς τριγώνου τέμνονται εἷς τὸ αὐτὸ σημεῖον Ο, 
ἔχομεν τὴν σχέσιν : 
ΟΔ ΕῚ ΟΕ Ῥ οΖΊ᾿᾽ ἢ 
ΑΔ ΒΕ ΤΣ " 


Πράγματι τὰ τρίγωνα ΒΟΓ καὶ ΒΑΓ ἔχουν λόγον πρὸς ἄλ- 
ληλα ὃν λόγον τὰ ὕψη τῶν ἢ ὃν λόγον ἔχουν αἱ γραμμαὶ ΟΔ 
καὶ ΑΔ, αἴτινες εἶναι ἀνάλογοι τῶν ὑψῶν : 

ΒΟΓ Δ᾽ ἐμοιως ΔῸΓ ΟΕ. 
ΒΑΓ ἊΔ' "οῶς ἈἘΓ ΒΕ’ 
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καὶ ΑΟΒ Ξε ΟΖ ὃ 
ἌΒΓ ΓΖ 
Προσθέτοντες τὰἀς ἰσότητας ταύτας, κατὰ μέλη εὑρίσκομεν : 
ΒΟΓ-ΑΟΓ -ΑΟΒ Ἔξήτος ΔΟ ΟΕ ΟΖ 
π᾿ ὰὰππ ν΄ ΝΣ 
Θὰ εὕρωμεν δι᾽ ἀναλόγου πορείας, ὅτι 


ΑοΟ ΒΟ ΓΟ 
ἊΔ ΓΒΕ ΤΤΖ Σ 


Θεώρημα τοῦ Μενελάου 


166. “Ὅταν μία διατέμνουσα τέμνει τὰς 
τρεῖς πλευρὰς ἑνὸς τριγώνου, τὸ γινόμενον 
᾿ ΝΕ τῶν τριῶν τμημάτων μὲ μὴ κοινὰ πέρατα, 
ἰσοῦται μὲ τὸ γινόμενον τῶν τριῶν ἄλλων τμημάτων. 

Ἂν παραστήσωμεν διὰ τῶν Α.Β,Γ τὰ τρίγωνα ΑΛΝΙΒΛΜΙΓΜΝ. 


ΑΒ ,Γ 
Δυνάμεθα νὰ γράψωμεν : Ἐ τ Ξ 1, 


Σχ. 108. 


᾿Αλλὰ τὰ τρίγωνα τὰ ὁποῖα ἔχουν μίαν γωνίαν ἴσην ἢ παρα- 
πληρωματικήν, εἶναι μεταξύ τῶν ὡς τὸ γινόμενον τῶν πλευρῶν, 
αἵτινες περιέχουν τὴν γωνίαν ταύτην. 


ἄρα Α,; ΑΛΟΔΝ 
Β ΒΑ.ΔΜ 

Β ΒΜ.ΛΜ 

τ ΥΜ ΜΝ 

Γ᾽ ΓΝῸΜΝ 

Ἂ ἌΝ ΑΝ 


Πολλαπλασιάζοντες κατὰ μέλη καὶ 
ἁπλοποιοῦντες, ἔχομεν: 


Α.Β.Γ , ΑΛΟΒΜΟΓΝ 
Βιγτα. ΒΛΑΟΓΜΟΑΝ 
ἢ ΑΛ.ΒΜ.ΓΝ --ΒΛ.ΓΜ. ΑΝ. 


Θεώρημα τοῦ (ένα 


167. Αἱ εὐϑεῖαι αἱ ἐνοῦσαι τὰς κορυφὰς ἑνὸς τριγώνου μὲ τὸ αὐτὸ 
σημεῖον Ο τέμνουσαι τὰς ἀπέναντι πλευρὰς ὁρίζουν ἔξ τμήματα τοι: 
αὔτα ὥστε τὸ γινόμενον τῶν τριῶν, μὲ μὴ συμπίπτοντα πέρατα, εἶναι 
ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τῶν τριῶν ἄλλων. 

Παριστῶμεν διὰ α,β,γ... τὰ τρίγωνα ΑΟΛ, ΒΟΜ κλπ. 

Τὰ τρίγωνα τὰ ὁποῖα ἔχουν κοινὴν κορυφήν, ἔχουν λόγον ὃν 
αἱ βάσεις των, ἔχομεν λοιπόν : 


α΄ ΑΔ δ. ΒΜ ὖ ὌὙΝ, 
ὃ ΒΛ᾽ ε ΤΓΜ᾽ ς ἊΝ 
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ἐξ οὗ αιβγ ΑΑ.ΒΜ.ΓΝ ᾿ 
διειξζ ΒΑΟΙ͂ΜΑΝ 
. ᾿ Ξ α 
Ἀρκεῖ νὰ δεχθῇ ὅτι ἘΣ ΞΞ 1. 
Λοιπὸν ἐπε υςς οΛλΌΑ ᾿ 
ε: ΘΜ ΟΣ 
β ΟΒΟΟΜ 
ς δΑ-ὍΝ᾽ 
Ὑ ΟΓ.ΟΝ 
δ΄ δλ.6 Ὁ 
Πολλαπλασιάζοντες τὰς ἰσότητας ταύτας κατὰ μέλη, εὐρίσκομεν 
αν 
δεζ 
ΑΛλλὴ ἀπόδειξις. Ἔχομεν ὡς γνωστόν: 
ΛΑ ΟΓΑᾺΑ 
ἍΒ ΟΓΒ᾽ 
ΜΒ ΟΑΒ 
ΜΓ ὈὉἌἍΤΓ' 
ΝΓ ΟΒΓ. 
Ἦλ -δβκΑ᾽ Σχ. 110. 


Διὰ πολλαπλασιαομοῦ κατὰ μέλη, λαμβάνομεν ὡς γινόμενον 
τὴν μονάδα. 


Θεώρημα 


168. Ἢ ἐλαχίστη εὐθεῖα ἥτις δύναται νὰ ἀχϑῇ διὰ δοϑέντος ση 
μείου Ε ἐντὸς δοϑείσης γωνίας, εἶναι τοιαύτη ὥστε ἣ κάϑετος ἐπ᾽ αὐτὴν 
ἘΓ, ἢ ἀγομένη ἐκ τοῦ δοϑέντος σημείου Ε,, καὶ 
αἱ κάϑετοι ΒΓ, ΔΓ ἐπὶ τὰς πλευρὰς τῆς γωνίας, 
αἱ ἀγόμεναι ἐκ τῶν ἄκρων τῆς εὐθείας ΒΕΔ, 
τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Γ. 


Δεχόμενοι τὰς εὐθείας ΓΒ, ΓΔ, ΓΕ ἀντι- 
στοίχως καθέτους ἀπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ τρι- 
γώνου ΑΒΔ, παρατηροῦμεν ὅτι τὸ τετράπλευ- 
ρον ΑΒΓΔ ἔχει δύο ἀπέναντι γωνίας Β καὶ 
Δ ὀρθάς ἀκολούθως, ΑΓ θὰ εἶναι διάμετρος 


τοῦ περιγεγραμμένου κύκλου, καὶ ὡς ἔχομεν ἯΣ ΌΡΥ 
ἤδη δείξει αἱ ἀπέναντι πλευραὶ ΒΓ,ΑΔ ἔχουν "2, 

σας προβολὰς ΒΕ,ΖΔ (ἀριθ. 135), ἄρα τὸ ἔκ 
θεώρημα μεταπίπει εἰς τὸ ἀκόλουθον : Σχ. 111. 


Ἢ ἐλαχίσιη εὐϑεῖα ἥτις δύναται νὰ ἀχϑὴ δι᾽ 
ἑνὸς δοϑέντος σημείου Ε ἐντὸς δοϑείσης γωνίας ΧΑΨ (σχ. 112) εἶναι εὐϑεῖα 
ΠΕΙΓ τοιαύτη ὥσιε τὸ τμῆμα ΒΕ, νὰ ἰσοῦται πρὸς τὴν προβολὴν ΖΙΓ τῆς 
πλευρᾶς ΑΓ (᾿Επίσης τὸ τμῆμα ΓῈ νὰ ἰσοῦται πρὸς τὴν προβολὴν ΒΖ τῆς 
πλρυρᾶς 48). 

᾿Απόδειξις. Ἔστω ΒΕ-:ΖΓ. 
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Ὑψοῦντες κάθετον ΕΚ ἐπὶ τὴν ΒΓ καὶ λαμβάνοντες ΕΚ -.ΑΖ, 

σχηματίζομεν ἕνα παραλληλόγραμμον ΑΒΙΚΓ. 
ιά τοῦ σημείου Ε φέρομεν μίαν ἄλλην εὐθεῖαν ΜΕΝ, Πρέπει 

γὰ δείξωμεν ὅτι ἡ ΒΓ εἶναι «ΜΝ. 

Συγκρίνομεν τὰ τρίγωνα ΒΕΓ, ΜΚΝ. 

᾿Ἐἀἄν ἀποδείξωμεν ὅτι ΒΚΓ εἶναι μικρότερον τοῦ ΜΚΝ, θὰ 
ἔχωμεν δείξει ὅτι ΒΓ «ΜΝ, διότι τὸ 
ὕψος ΚΕ τοῦ πρώτου εἶναι μεγαλύ- 
τερον τοῦ ὕψους ΚΗ τοῦ δευτέρου. 

᾿Αλλά, ἐξ αἰτίας τῶν παραλλήλων 
ΑΓ καὶ ΒΑ. τὰ τρίγωνα ΒΚΓ, ΒΚΝ 
εἶναι ἰσοδύναμα, διότι ἔχουν τὴν 
αὐτὴν βάσιν ΒΚ καὶ τὸ αὐτὸ ὕψος. 

᾿Αρκεῖ λοιπὸν νὰ συγκρίνωμεν τὰ 
ΒΝ καὶ ΜΙΝ’ πρὸς τοῦτο φἔρομεν 
παρσκλῆλον ΒΟ πρὸς τὴν πλευρὰν 
Ν λομβανθμενην ὡς βάσιν. Τὸ ση- 
μεῖον Ο εὐρίσκεται μεταξὺ τῶν Μ 
καὶ Κὶ, διότι ἡ γωνία ΒΟ, ἴση πρὸς 
τὴν ΒΚΝ, εἶναι μικροτέρα τῶν ἴσων 
γωνιῶν ΒΚΓ, ΚΒΜ:' ἄρα ἡ κάθετος 
ἐκ τοῦ σημείου Β ἐπὶ τὴν ΚΝ εἶναι 
μικροτέρα τῆς καθέτου ἐκ τῆς κο- 
ρυφῆς Μ ἐπὶ τὴν αὐτὴν βάσιν ΚΝ. Οὕτω τὸ τρίγωνον ΒΚΝ εἶναι 
μικρότερον τοῦ ΜΚΝ. 

Αρα τὸ τρίγωνον ΒΚΓ εἶναι μικρότερον τοῦ ΜΝ, 


ἐξ οὗ ΒΓ.ΜΝ 


168 α. Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα δὲν εἶναι παρά μία με- 
ρικὴ περίπτωσις τοῦ γενικοῦ θεωρήματος τοῦ Νεύτωνος : ΄Η ἐλαχί- 
στη εὐϑεῖα ἤτις δύναται νὰ ἀχϑῇ μεταξὺ δύο δοθεισῶν καμπύλων, εἰς τρό- 
πον ὥστε ἡ εὐθεῖα αὕτη ΒΕΙΓ νὰ διέρχεται δι᾽ ἕνός δοϑέντος σημείου ἣ νὰ 
ἐφάπτεται μιᾶς τρίτης καμπύλης, εἶναι τοιαύτη ὥστε νὰ πληρῇ τοὺς κάτωϑι 
ὄρους: Αἱ κάϑειοι αἱ ἀγόμεναι εἰς τὰς καμπύλας εἰς τὰ ἄκρα Β καὶ Γ τῆς 
εὐθείας, πρέπει νὰ τέμνωνται εἰς τὸ αὑτὸ σημεῖον τῆς καϑέτου τῆς ἀγομέ- 
νης ἐπὶ τὴν τρίτην καμπύλην εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Ε. 


δ᾽ ΚΡ. Βοηϑητικοὶ ὄγκοι 


1609. Βοηϑητικοὶ ὄγκοι. Ἢ χρῆσις τῶν βοηθητικῶν ὄγκων εἶναι 
ἀνάλογος τῆς τῶν βοηθητικῶν ἐμβαδῶν, ἀλλὰ εἶναι πολὺ περισ- 
σότερον διαδεδομένῃ. Μὲ τὴν βοήθειαν τῶν βοηθητικῶν ὄγκων δυ- 
νάμεθα νὰ εὕρωμεν: 

1) Σχέσεις μεταξὺ διαφόρων γραμμῶν (ἀριθ. 170). 

2) Τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς σχήματος (ἀριθ. 173). 

3) Τὰς ἰδιότητας ἑνὸς ἐπιπέδου σχήματος θεωρουμένου ὡς το- 
μῆς ἑνὸς στερεοῦ (ἀριθ. 174). 

Πρώτη περίσετωσις. Γραμμικαὶ σχέσεις. 


Θεώρημα 
170. ᾿Εὰν τετράεδρον ἔχει τὰς τρεῖς ἔδρας αὐτοῦ ἴσας, τὸ ἄϑροισμα 


τῶν ἀποστάσεων τυχόντος σημείου τῆς τετάρτης ἔδρας ἀπὸ τὰς τρεῖς 
ἄλλας εἶναι σταϑερόν. 
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Ἢ ἀπόδειξις εἶναι ἀνάλογος πρὸς ἐκείνην τοῦ θεωρήματος 
(άριθ. 163). Ενοῦμεν τὸ δοθὲν σημεῖον μὲ τἀς τέσσαρας κορυφάς, 
ὁπότε τὸ στερεὸν διαιρεῖται εἰς τρεῖς πυραμίδας ἐχούσας ὡς βά- 
σεις μίαν τῶν πλευρικῶν ἑδρῶν, κλπ. 

᾿Επίσης, τὸ θεώρημα τὸ ὁποῖον ἀναφέρεται εἰς τὰς ἠγμένας 
εὐθείας ἀπὸ ἑνὸς καὶ τοῦ αὐτοῦ σημείου (ἀριθ. 165) ὁδηγεῖ εἰς τὸ 
ἀκόλουθον θεώρημα, εὐκολως ἀποδεικνυόμενον μὲ τὴν βοήθειαν 
τῶν βοηθητικῶν ὄγκων. 


᾿"ὰν αἱ ἀγόμεναι εὐθεῖαι ἐὲ ἑκάστης κορυφῆς “νὸς τετραέδρου τέμνονται 
«εἰς τὸ αὑτὸ σημεῖον Ο εἰς τὸ ἐσωτερικὸν τοὺ στερεοῦ, τὸ ἄϑροισμα τῶν πη- 
λέκων τὰ ὁποῖα προκύπτουν διαιροῦντες δ᾽ι᾿ ὁλοκλήρου τῆς ἀντιστοίχον γραμ- 
μῆς, ἕκαστον τμῆμα κείμενον μεταξὺ τοῦ σημείον Θ καὶ τῆς ἕδρας τοῦ τε- 
τραέδρου, ἰσοῦται μὲ τὴν μονάδα. 


Θεώρημα 


171. Δοϑέντος ἑνὸς σημείον εἰς τὸ ἐσωτερικὸν ἑνὸς κανονικοῦ πο- 
λυέδρου, τὸ ἄθροισμα τῶν καϑέτων αἵτινες ἄγονται ἐξ αὐτοῦ τοῦ ση- 
μείου ἐπὶ τὰς ἔδρας τοῦ πολνέδρου εἶναι σταϑερύν. 


Λαμβάνοντες ἑκάστην ἕδραν ὡς βάσιν μιᾶς πυραμίδος ἐχούσης 
τὸ δοθὲν σημεῖον ὡς κορυφὴν ἔχομεν μίαν ὁμάδα πυραμίδων. 
Κατόπιν θεωροῦμεν μίαν ἄλλην ὁμάδα πυραμίδων ἐχουσῶν κορυ- 
φὴν τὸ κέντρον τοῦ πολυέδρου καὶ βάσεις τὰς ἕδρας αὐτοῦ. 

Ὃ ὄγκος τοῦ πολυέδρου εὑρίσκεται εἴτε πολλαπλασιάζοντες 
τὸ τρίτον μιᾶς ἕδρας ἐπὶ τὸ ἄθροισμα τῶν ὡς ἄνω ἠγμένων κα- 
θέτων, εἴτε πολλαπλασιάζοντας τὸ τρίτον μιᾶς ἕδρας ἐπὶ τὸ ἄθροι- 
σμα τῶν ἀποστημάτων τοῦ πολυέδρου. ΓΑρα τὸ ἄθροισμα τῶν 
καθέτων εἶναι σταθερόν, διότι ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν 
ἀποστημάτῳν. 


1728. Παρατήρησις. Ἢ μέθοδος τῶν βοηθητικῶν ἐμβαδῶν ἢ ὄγ- 
κων εἶναι πολλὲς φορὲς ὀλιγώτερον κομψὴ ἀπὸ ᾿παν λύσιν ἄμε- 
σον, ἀλλὰ ἐφαρμόζεται εἰς ἕνα ἀρκετὰ μεγάλον ἀριθμὸν προβλη- 
μάτων. Οὕτω, ὡς πρὸς τἀς μεθόδους τὰς ὁποίας δυνάμεθα νὰ 
χρησιμοποιήσωμεν πρὸς ἀπόδειξιν τοῦ γνωστοῦ θεωρήματος : 


Τὸ ἄϑροισμα τῶν καϑέτων τῶν ἀγομένων ἐξ ἑνὸς τυχόντος σημείον τῆς 
βάσεως ἰσοσκελοῦς τριγώνου, ἐπὶ τὰς ἴσας πλευρὰς αὐτοῦ εἶναι σταϑερόν, 
δυνάμεθα νὰ κάμωμεν τὰς ἀκολούθους παρατηρήσεις : 

Ἥ δοθεῖσα ἀπόδειξις (ἀριθ. 20) εἶναι εὐφυής, ἀλλὰ δὲν ἐφαρ- 
μόζεται παρὰ εἰς αὐτὸ τὸ πρόβλημα. Ἢ μέθοδος τοῦ διπλασια- 
σμοῦ (ἀριθ. 74) εἶναι γενικωτέρα, ἀλλὰ δὲν ἁρμόζει παρὰ εἰς τὰ 
ἐπίπεδα σχήματα' καὶ ἡ χρῆσις τῶν βοηθητικῶν ἐπιφανειῶν (ἀριθ. 
163) ἔχει περισσοτέρας ἐφαρμογὰς καὶ ἄγει εἰς ἀναλόγους ἀπο- 
δείξεις διὰ τὴν γεωμετρίαν τοῦ χώρου. 


Δευτέρα Περίπτωσις. Θεωροῦμεν γνωσιτοὺς ὄγκους, πρὸς εὕρεσιν τοῦ 
ἐμβαδοῦ μιᾶς ζητουμένης ἐπιφανείας. 


Πρόβλημα 


178 Νὰ εὑρεθῇ ἣ κυρτὴ ἐπιφάνεια κώνου ἐκ περιστροφῆς, τεμνο- 
μένου ὑπὸ πλαγίον ἐπιπέδου. 


Ἧ κωνικὴ τομὴ ΒΓ εἶναι μία ἔλλειψις τῆς ὁποίας δυνάμεθα νὰ 
μετρήσωμεν ἢ νὰ ὑπολογίσωμεν τοὺς ἄξονας. ᾿Εκ τοῦ σημείου Δ, 
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καθ᾽ ὃ ὁ ἄξων τέμνει τὴν κωνικὴν τομήν, φέρομεν κάθετον ΔΕ ἐπὶ 
μίαν γενέτειραν. Φέρομεν ἀκόμη τὴν κάθετον ΑΗ ἐπὶ τὴν κωνι- 
κὴν τομήν. 

Ὃ ὄγκος τοῦ κώνου ΑΒΓ ἰσοῦται: 


μὲ τὴν ἔλλειψιν ΒΓ Χ ἢ, 


ἀλλὰ τὸ σημεῖον Δ ἀπέχει ἐξ ἴσου ἀπὸ ὅλας τὰς γενετείρας. ᾽ν 

κῶνος λοιπὸν δύναται νὰ θεωρηθῆ ὡς τὸ 
ὅριον εἰς τὸ ὁποῖον τείνει τὸ ἄθροισμα 
τῶν τριγωνικῶν πυραμίδων αἱ ὁποῖαι θὰ 
εἶχαν τὸ σημεῖον Δ ὡς κορυφήν, καὶ τῶν 
ὁποίων τὸ τρίγωνον τῆς βάσεως θὰ εἶχε 
πλευρὰς δύο γειτονικὰς γενετείρας καὶ 
μίαν χορδὴν τῆς ἐλλείψεως. Αρα ὁ ὄγκος 
δύναται νὰ εὑρεθῇ πολλαπλασιάζοντες τὴν 


παράπλευρον ἐπιφάνειαν ἐπὶ “2 Ὲ ἕπομε: 


νως ἡ καμπύλη ἐπιφάνεια: 
ἔλλειψις ΒΓ Χ ΑΗ 
ΔΕ ὶ 


Σχ. 413. ΒΑΓ 


Τρίτη Περίσττωσις. Μειαχειριζόμεϑα βοηϑητιχὸν ὄγχον τέλος διὰ να 
μελειήσωμεν τὰς ἰδιότητας ἑνὸς ἐπιπέδου σχήματος. τὸ ὄποϊον δυνάμεϑα νὰ 
ϑεωρήσωμεν ὡς τμῆμα ἑνὸς οτερεοῦ. 


Θεώρημα 


174. ᾿Επὶ τυχούσης τεμνούσης, ἣ ὑπερβολὴ καὶ αἱ ἀσύμπτωτοι αὐτῆς 
καϑωρίζουν ἴσα τμήματα. 


Ας θεωρήσωμεν τὸν σχη- 
ματιζόμενον κῶνον κατὰ τὴν 
περιστροφὴν τῆς ΟΝ περὲ 
τὴν Οχ. 

᾿Επίπεδον τέμνον καθέτως 
τὸν κύριον μεσημβρινὸν καὶ 
τοῦ ὁποίου τὸ ἴχνος ἔστω ΝΝ΄, 
θὰ ἔτεμνε τὸν κῶνον κατὰ 
μίαν ἔλλειψιν, ἀφοῦ ὅλαι αἱ 
γενέτειραι τῆς αὐτῆς χοάνης 
θὰ τέμνωνται. 

"Ἔστω ΝΗΝ΄ ἡ κατάκλισις 
τοῦ ἡμίσεως τῆς ἐλλείψεως. 
Τὸ ἐπίπεδον τῆς ὑπερβολῆς 
ἀπέχει τοῦ ἄξονος τοῦ κώνου 
κατὰ τὸ μῆκος ΟΒ' ἄρα τὸ 
ἴχνος ἐπὶ τῆς ἐλλείψεως εἶναι 
μία χορδὴ ΗΗ΄ παράλληλος 
Σχ. 11}. πρὸς τὴν ΝΙΝ καὶ τοιοῦτον 

ὥστε ΕΚ-ΞΟΒ. 

᾿Αλλὰ ὁ ΝΝ᾽ εἶναι ὁ πΡΌΤΕΡΟΥ ἄξων τπὲ πλλείφέρς, δὼ ἐπομέ- 
νω ὑψουμένη κάϑετος εἰς τὸ μέσον τῆς ΄ διαιρεῖ ἑκάστην πα- 
μρυδτὰ μὰ χορδὴν εἰς δύο ἴσα μέρη, οὕτω ΚΗ-- ΚΗ΄- ἄρα ΜΝ--Μ΄Ν΄. 
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"“Εὰν ἡ τέμνουσα ἔτεμνε τοὺς δύο κλάδους, ἡ κωνικὴ τομὴ θὰ 
ἦτο ὑπερβολή, τῆς ὁποίας ὁ πρωτεύων ἄξων θὰ ἦτο ἡ ῬΡ΄, ἐνῶ ἡ 
ΜΙ ἕὰ ἧτο ἡ προβολὴ μιᾶς παραλλήλου χορδῆς: ἄρα πάλιν 

ιΡΞΞΜ’Ῥ΄, 


"᾿Εφαρμογή. Μὲ τὴν βοήθειαν τῆς ἀποδειχθείσης ἰδιότητος κατα- 


σκευάζεται εὐκόλως ὑπερβολή. τῆς ὁποίας γνωρίζομεν τὰς ἀσυμ- 
πτώτους καὶ ἕν σημεῖον τῆς καμπύλης. 


1756. Πόρισμα. “Εχάστη ἐφαπτομένη περατουμένη εἰς τὰς ἀσυμπτώτους, 
χωρίέξεται εἷς δύο ἴσα μέρη ὑπὸ τοῦ σημείου τῆς ἀφῆς. 


Θεώρημα τοῦ ᾽ Αἰεπδενί 


176. Τρεῖς περιφέρειαι, ϑεωρούμεναι ἀνὰ δύο, ἔχουν ἕξ κέντρα 
ὁμοιότητος" τὰ τρία ἐξωτερικὰ κέντρα κεῖνται ἐπ’ εὐθείας" ἐπίσης ἀνὰ 
δύο ἐσωτερικὰ κέντρα καὶ ἕν ἐξωτερικόν. 


"Απόδειξις τοῦ Μοησο. Θεωροῦμεν τὰς σφαίρας αἱ ὁποῖαι ἔχουν 
μεγίστους κύκλους τοὺς δοθέντας Α, Β,Γ. Οἱ κῶνοι οἱ περι- 
γεγραμμένοι εἰς τὰς σφαίρας ταύτας λαμβανόμενοι ἀνὰ δύο, 
ἔχουν ἀντιστοίχως κορυφὰς τὰ κέντρα ὁμοιότητος. 


Σχ. 418. 


Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι τὰ τρία ἐξωτερικὰ κέντρα ΔΛ, Μ, Ν, 
κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας, ἀρκεῖ νὰ θεωρήσωμεν τὰ δύο ἐφαπτόμενα ἐπί- 
πεδα, τὰ ὁποῖα ἀφίνουν τὰς τρεῖς σφαίρας πρὸς τὸ αὐτὸ μέρος. 
Γὰ δύο αὐτὰ ἐπίπεδα περιέχουν τὰς τρεῖς κορυφὰς Λ, Μ, Ν, τῶν 
περιγεγραμμένων κώνων. ᾿Επειδὴ ὅμως τὰ δύο ἐπίπεδα τέμνονται 
κατὰ μίαν εὐθεῖαν, ἕπεται ὅτι τὰ τρία σημεῖα ΔΛ, Μ, Ν κεῖνται 
ἐπ’ εὐθείας. 


Παρατήρησις. Διὰ τὰ Ζ, Δ, Ν θεωροῦμεν τὰ δύο ἐφαπτόμενα 
ἐπίπεδα, τὰ ὁποῖα ἀφίνουν τὰς σφαίρας Β καὶ Γ πρὸς τὸ αὐτὸ μέ- 
ρος, ἐνῶ ἡ σφαῖρα Α εὑρίσκεται εἰς τὸ ἄλλο, κλπ. 


Θεώρημα τοῦ ὥειαγσμες 


177. "Ἐὰν αἱ πλευραὶ δύο τριγώνων ΑΒΓ΄, αβγ, τέμνονται ἀνὰ δύο 
αἷς σημεῖα χείμενα ἐπ᾽ εὐθείας, αἱ εὐθεῖαι Αα, Ββ, Γγ, αἱ ὁποῖαι ἑνώ- 
νονν τὰς ἀντιστοίχους κορυφάς, διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


Γεωμετρία δ 
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Ὑποθέτομεν τὸ αβγ, βάσιν ἑνὸς τριγωνικοῦ πρίσματος, τοῦ 
ὁποίου τὸ Α΄ ΒΓ΄ θὰ εἶναι τομή, ὑπὸ ἑνὸς ἐπιπέδου ἀγομένου διὰ 
τῆς εὐθείας ΛΜΝ. 

Αἱ εὐθεῖαι ΑΒ, Α΄ Β΄ τέμνονται εἰς τὸ σημεῖον Δ, διότι ΛΑ΄ Β΄ 

εἶναι ἡ τομὴ τοῦ τέμνοντος 

Σ ἐπιπέδου καὶ τοῦ ἐπιπέδου τοῦ 

πρίσματος τοῦ περιέχοντος 
τὴν Λαβ. 

Εἵναι προφανὲς ὅτι αἱ εὐ- 
θεῖαι ΑΑ΄ ΒΒ΄, ΓΓ΄ ϑιέρχον- 
ται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Σ΄’ 
διότι, ἐὰν διὰ τῶν τεμνομένων 
εὐθειῶν .ΛΑΒ, ΛΑ΄ Β΄ φέρομεν 
ἕν πρῶτον ἀπίπεδον κατόπιν 
δεύτερον ἐπίπεδον διὰ τῶν 
ΜΑΓ, ΜΑΤ,', τρίτον δὲ διὰ 
τῶν ΝΒΓ, ΝΒΊΓ’, τὰ τρία 
ἐπίπεδα τέμνονται εἰς ἕν ση- 
μεῖον Σ. 

ΓΑρα αἱ τρεῖς εὐθεῖαι Λα, 
Β, Γγ τέμνονται εἰς ἕν καὶ 
τὸ αὐτὸ σημεῖον Σ΄, προβολὴν 
τῆς κορυφῆς Σ τῆς πυραμίδος 
εἰς τὴν βάσιν ΑΒΙ΄. 


Θεώρημα 


177 α. "Ἐὰν αἱ κορυφαὶ δύο 
τριγώνων ΑΒΓ, αβγ, δρίζουν ἀνὰ 
δύο τρεῖς εὐθείας τεμνομένας εἰς 
τὸ αὐτὸ σημεῖον Σ΄, αἱ πλευραὶ 
τῶν τριγώνων τέμνονται ἀνὰ δύο, 
εἰς τρία σημεῖα ΔΛ, Μ, Ν, κεί- 
μενα ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας. 


Σχ. 119, Θεωροῦμεν μίαν πυραμίδα, 

τῆς ὁποίας ἔστωσαν Σ΄αΑ, 

ΣΊΒ, Σ΄ ΎΓ αἱ προβολαὶ τῶν 

παραπλεύρων ἀκμῶν. Αἱ προβάλλουσαι αἵτινες ἀντιστοιχοῦν εἰς 

τὰς κορυφὰς α, β, γ θὰ δώσουν ἐπὶ τῶν ἀντιστοίχων ἀκμῶν τὰ 
σημεῖα Α΄, Β᾽, Γ΄. 

Ἑ πομένως τὸ ἐπίπεδον τῆς τομῆς Α΄ΒΓ’, τέμνει τὸ ἐπίπεδον 
τῆς βάσεως κατὰ μίαν εὐθεῖαν καὶ αἱ ἀντίστοιχοι πλευραὶ ΑΒ 
καὶ Α'Β΄, τέμνονται ἐπ᾽ αὐτῆς τῆς εὐθείας, ἔστω εἰς τὸ Λ' ἄρα ἡ 
αβ διέρχεται ἐπίσης δι᾿ αὐτοῦ τοῦ σημείου, διότι ἡ αβ εἶναι ἡ 
προβολὴ τῆς Α΄ Β΄. 


177 β. Σηνείωσις. Τὰ δύο θεωρήματα τοῦ Πεξαγρυς5, εἶναι θε- 
μελιώδη εἰς τὴν θεωρίαν τῆς ὁμολυγίας. 


δ ΡΜ]. Ποοβολαὶ ἢ τομαὶ 


178. Ἢ μέθοδος τῶν πρύμο ον ἢ τομῶν, εἶναι τρόπον τινὰ ἡ 
ἀντίστροφος τῆς μεθόδου, ἡ ὁποία χρησιμοποιεῖ τοὺς βοηθητικοὺς 
ὄγκους καὶ ἐπιφανείας, πρὸς μελέτην τῶν ἐπιπέδων προβλημάτων 
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τῆς Γεωμετρίας. Πράγματι, διὰ τῆς μ θόδου τῶν προβολῶν μετα- 
βαίνομεν εἰς ἕνα πλέον ἀπλοῦν σχῆμα, ἀπὸ τὸ προτιθέμενον ἢ 
μετσφίρομεν ἕνα πρόβλημα τῆς Γεωμετρίας τοῦ χώρου, εἰς ἂν 
πρόβλημα τοῦ ἐπιπέδου, περιοριζόμενοι νὰ μελετήσωμεν πλέον τὴν 
τομὴν τοῦ στερεοῦ ὑπὸ ἑνὸς καταλλήλως ἐκλεγομένου ἐπιπέδου. 

Θὰ περιορισθῶμεν ἐδῶ εἰς τὴν κυλινδρικὴν προβολήν, δηλαδὴ τὴν 
προβολὴν τὴν ὁποίαν δίδοουν εὐθεῖαι παράλληλοι μεταξύ των, 

ἁ μὲ τυχοῦσαν διεύθυνσιν, ὡς πρὸς τὸ ἐπίπεδον τῆς τομῆς. 
Οὕτω, ἡ μελέτη τῆς ἐπιπέδου προβολῆς ἑνὸς δοθέντος σχήματος, 
ἀνάγεται εἰς τὴν μελέτην τῆς τομῆς τοῦ κυλίνδρου, τοῦ σχηματι- 
ζομένου ὑπὸ τῶν προβαλλουσῶν τὸ δοθὲν σχῆμα, 


Θεώρημα 


1790. "Ἢ διχοτομος τῆς γωνίας ἑνὸς τριγώνου, διαιρεῖ τὴν ἀπέναντι 
πλευράν, εἰς μέρη ἀνάλογα τῶν προσκειμένων πλευρῶν. 


Προβάλλομεν τὰς κορυφὰς Α καὶ Β ἐπὶ τῆς ἐξωτερικῆς διχο- 
ἀν ΡῈ ιρ,.ὁ ὴ 
π αἱ α καὶ β, ἔχουσιν τὴν 

αὐτὴν ἀλίδιν πρὸς τὴν οὗ εἶναι δὲ ΜτΟ ὁ 
ἀνάλογοι τῶν προβολῶν τῶν Ὑ καὶ ὃ. 

Τὸ αὐτὸ συμβαίνει διά τὰ τμήματα 
..} ----- .-. φ- - 
β δ'ν 

Παρατήρησις. Διὰ τὰ τμήματα τὰ ὁρι- 
ζόμενα ὑπὸ τῆς ἐξωτερικῆς διχοτόμου, 
προβάλλομεν τὰ τμήματα αὐτὰ καὶ τὰς 
προσκειμένας πλευρὰς ἐπὶ τῆς ἐσωτε- 
ρικῆς διχοτόμου. 

Ἢ ἀπόδειξις εἶναι ἐπίσης ἀπλῆ, ὡς Σκ. Μ7| 
ἡ ἀνωτέρω. 


μ καὶ ν, ἄρα 


Ν). 
, 
, 
, 
͵ 
, 
͵ 
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Θεώρημα τοῦ Ἀδενελάον 


180. "Ἐὰν μία τέμνουσα, τέμνει τὰς τρεῖς πλευρᾶς ἑνὸς τριγώνου, 
τὸ γινόμενον τριῶν τμημάτων μὴ ἐχόντων κοινὰ πέρατα, ἰσοῦται πρὸς 
τὸ γινόμενον τῶν τριῶν ἄλλων τμη- Α 
μάτων (ἀριϑ. 166). 


᾿Επὶ τυχούσης εὐθείας, προβάλ- Δ 
λομεν τὰς τρεῖς κορυφὰς τοῦ τριγώ- δον. 
νου, διὰ τῶν εὐθειῶν Αα, Ββ, Γγ, 
παραλλήλως πρὸς τὴν τέμνουσαν. Β 
Τό σημεῖον Ο εἶναι ἡ προβολὴ τῶν 
τριῶν σημείων ΔΛ, Μ, Ν. 

ΑΙ παράλληλοι διαιροῦν τὰς τε- 
μνούσας εἰς μέρη ἀνάλογα: δυνά- 
μεθα λοιπὸν νὰ ἀντικαταστήσωμεν 

Α 
τὸν λόγον 


αο 
μβασᾶι, τὰ Σι. 14. 
ΒΛ’ διὰ τοῦ βο’ κλπ. τ 
᾿Αλλὰ τὴν σχέσιν ΑΛ.ΒΜΟ.ΓΝΞΈΒΛΑΛΟΓΜΟ.ΟΑΝ, 


ἢ τὴν ΑΑΕΝΣ ΞΕ 1, δυνάμεθα ν᾽ ἀντικαταστήσωμεν διὰ 
αο βὸ γο . 
βο γο αὐ 


Ἢ τελευταία ὅμως αὕτη ἰσότης εἶναι προφανής’ συνεπῶς ἣ 
ζητουμένη σχέσις ἀπεδείχθη. 


Θεώρημα τοῦ (ανπυΐ 


181. "Ἐὰν εὐθεῖα τέμνει τὰς πλευρὰς ἑνὸς ἐπιπέδου πολυγώνου, ἐκά- 
στη πλευρὰ διαιρεῖται εἰς δύο τμήματα. Τὸ γινόμενον ὅλων τῶν τμημά- 
τῶν τῶν μὴ ἐχόντων κοινὰ πέρατα, ἰσοῦται πρὸς τὸ γινόμενον ὅλων τῶν 
ἄλλων τμημάτων. 


Ἔστω, π.χ., ἕνα πεντάγωνον ΑΒΓΔΕ, τοῦ ὀποίου αἱ διαδοχι- 
καὶ πλευραὶ ΑΒ, ΒΓ,... τέμνονται ὑπὸ μιᾶς τεμνούσης εἰς τά ση- 
μεῖα Η, Κὶ, Δ, Μ, Ν. 

Προβάλλομεν τὸ σχῆμα ἐπὶ μιᾶς τυχούσης εὐθείας χν, κειμέ- 
νης ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου, δι᾽ εὐθειῶν παραλλήλων πρὸς τὴν 
τέμνουσαν, καὶ ἔστω ο τὸ σημεῖον ὅπου ἡ εὐθεῖα αὕτη τέμνει 
τὴν χγ. 


Ἡ σχέσις αὕτη εἶναι προφανὴς ἄρα ἡ πρώτη ἐδείχθη. 


181 α. Παρατήρησις. Δεικνύομεν ἐπίσης δι᾽ ἑνὸς πολὺ ἁπλοῦ 
τρόπου, τὴν ἀκόλουθον γενικὴν πρότασιν: 


᾿Ἐὰν ἐπίπεδον τέμνει τὰς πλευρὰς ἑνὸς στρεβλοῦ πολυγώνον, ἑκάστη 
πλευρὰ διαιρεῖται εἰς δύο τμήματα. Τὸ γινόμενον ὅλων τῶν τμημάτων τῶν 
μὴ ἐχόντων κοινὰ πέρατα, ἰσοῦται πρὸς τὸ γινόμενον ὅλων τῶν ἄλλων 
τμημάτων. 


᾿Αρκεῖ νὰ προβάλλωμεν τὸ σχῆμα ἐπὶ ἑνὸς ἐπιπέδου καθέτου 
πρὸς τὸ τέμνον ἐπίπεδον, δι᾽ εὐθειῶν παραλλήλων πρὸς τὸ τέμνον 
ἐπίπεδον᾽ οὕτω ἐπανερχόμεθα εἰς τὸ θεώρημα τοῦ (ζατηοῖ. 


Τόσεος 


182. Μιὰ τριγωνικὴ πυραμὶς ΣΑΒΓ᾽ τέμνεται ὑπὸ ἑνὸς ἐπιπέδου. Τὸ 
ἐπίπεδον τοῦτο τέμνει τὸ ἐπίπεδον τῆς βάσεως κατὰ τὴν εὐθεῖαν ΛΜΝ, 
καὶ τὴν πυραμίδα κατὰ τομὴν Α΄ Β΄ Γ΄. Στρέφομεν τὴν τομὴν Α᾽ΒΤ' 
περὶ τὸν ἄξονα ΜΝ, καὶ φέρομεν τὰς ΑΑ΄, ΒΒ’, ΓΓ΄, ποῖος εἶναι ὁ τό- 
πος τῆς κορυφῆς τῆς πυραμίδος ; 

Διὰ τοῦ ὕψους ΣΗ φέρομεν ἐπίπεδον ΣΗΟΡ κάθετον ἐπὶ τὸν 
ἄξονα στρσφῆς᾽ τὸ ἐπίπεδον τοῦτο ὁρίζει δύο εὐθείας ΔΕ, ΔΈ΄ 
τῶν ὁποίων ἀρκεῖ νὰ μελετηθῆ ἀντιστοίχως ἡ θέσις, διότι αὗται 
εἶναι συνδεδεμέναι σταθερῶς μετὰ τῆς βάσεως καὶ μετὰ τοῦ ἐπι- 
πέδου τῆς τομῆς. Οὕτω τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὴν γνωστὴν 
ἄσκησιν τῆς ἐπιπέδου γεωμετρίας : 


Ποῖος εἶναι ὃ τόπος τοῦ σημείου τομῆς Σ τῶν εὐθειῶν 4Δ', ἘΕ' 
(ἀριθ. 84). 

Ἢ κορυφὴ Σ γράφει περιφέρειαν τῆς ὁποίας τὸ ἐπίπεδον εἶναι 
κάθετον ἐπὶ τῶν ΜΝ. Ρ εἶναι τὸ κέντρον αὐτῆς καὶ ΡΣ ἡ ἀκτίς. 

Παρατήρησις. Δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν τὸ σημεῖον Σ, ὡς ση- 
μεῖον ὄψεως τῶν δύο προοπτικῶν σχημάτων Α'Β Γ΄, ΑΒΓ καὶ τὸ 


Σχ .19. 


πρόβλημα ἀναφέρεται συχνὰ ὑπὸ τὴν μορφὴν τοῦ θεωρήματος : 
᾿Εὰν ἕνα σχῆμα ΑΒΓ μένει ἀκίνητον ἐνῶ τὸ προσπτικόν του Α΄ Β΄Γ' 

στρέφεται περὶ τὸ ἔχνος ΛΜΝ τοῦ ἐπιπέδου, ὅ τόπος τοῦ σημείου Σ᾽ εἶναι 

κύκλος, τοῦ ὁποίου τὸ ἐπίπεδον εἶγαι χάϑετον ἐπὶ τὸν ἀξονα ΛΜΝ. 


Θεώρημα 


188, Ἑὶϊς ἕνα τρίεδρον, τὰ τρία ἐπίπεδα τὰ ὁποῖα σχηματίζονται ἀπὸ 
ἑκάστην ἀχμὴν καὶ τὴν διχοτόμον τῆς ἀπέναντι γωνίας, διέρχονται διὰ 
τῆς αὐτῆς εὐθείας. 

Λαμβάνομεν ἴσα μήματα ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ ἐφ᾽ ἑκάστης ἀκμῆς" θὰ 
ἔχωμεν μίαν πυραμίδα ἔχουσαν βάσιν ΑΒΓ καὶ παραπλεύρους 
ἕδρας, τρία ἰσοσκελῇῆ τρίγωνα. Ἢ διχοτόμος τῆς γωνίας τῆς κορυ- 
φῆς ἑκάστου ἐξ αὐτῶν, διέρχεται διὰ τοῦ μέσου τῆς ἀπέναντι 
πλευρᾶς, ἑπομένως τὰ ἴχνη τῶν ἀγομένων ἐπιπέδων ἐντὸς τοῦ 
τριέδρου ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου ΑΒΓ, εἶναι αἱ διάμεσοι τοῦ τριγώνου 
ΑΒΓ’ ἀλλὰ αἱ γραμμαὶ αὗται τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Μ’ 
συνεπῶς, τὰ τρία ἐπίπεδα τέμνονται κατὰ τὴν εὐθεῖαν ΣΜ. 


πρόβλημα 


184. Νὰ περιγραφῇ κῶνος ἐκ περιστροφῆς εἰς δοϑὲν τρίεδρον. 
Κατόπιν τοῦ προηγουμένου θεωρήματος, παρατηροῦμεν ὅτι ἀρ- 
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κεῖ νὰ περιγραφῇ μία περιφέρεια εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ, τὸ προ- 
κῦπτον ἂν χρφθα Ξ 
ΣΑΞΣΒΕΣΓ 


Ἐπειδὴ αἱ ἀκμαὶ εἶναι ἴσαι, ὁ κῶνος θὰ εἶναι ἐκ περιστροφῆς. 


Παρατηρήσεις. 1) Δυνάμεθα νὰ περιγράψωμεν τέσσαρας κώνους 
ἐκ περιστροφῆς μὲ δύο χοάνας, εἰς τρεῖς εὐθείας διερχομένας διὰ 
τοῦ αὐτοῦ σημείου. 

Ὁμοίως δυνάμεθα νὰ ἐγγράψωμεν τέσσαρας κώνους ἐκ περι- 
στροφῆς μὲ δύο χοάνας, εἰς τρία ἐπίπεδα μὴ διερχόμενα διὰ τῆς 
αὐτῆς εὐθείας. 

2) Ἢ Παραστατικὴ Γεωμετρία ἐπιτρέπει τὴν πραγματοποίησιν 
κατασκευῶν ἀναφερομένων εἰς τὸ πρόβλημα τοῦτο. (Βδλ. ΕἸονκοπ8 
ἐς Θἐοτηέίγίε ἀοδογιρᾷνο, ραν Ε. ]., καὶ 1:5 Εχρογοῖοος ἀς (ἐδογιόίτὶ 
εϑεγὶρίϊυε, 4η ἔκδοσις). : 


Ιν 
ΜΕΤΑΣΧΉΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΧΗΜΑΤΩ͂Ν 


186. ᾿Οριομός. Ἢ μέθοδος ἡ καλουμένη Μετασχηποσισμὸς τῶν 
σχημάτων, συνίσταται εἰς τὴν ἀντικατάστασιν ἑνὸς δοθέντος σχή- 
ματος ὑπὸ ἑνὸς ἀπλουστέρου, συνδεομένου μετὰ τοῦ πρώτου διὰ 
σχέσεων θέσεως καὶ μεγέθους. 

Κατὰ τὴν ἔκθεσιν τῶν οτοιχειωδῶν μεθόδων, θὰ χρησιμοποιη- 
μεν τοὺς μετασχηματισμούς, οἱ ὁποῖοι προκύπτουν ἐκ τῶν ἀκο- 
λ' ν μετατροπῶν : 

1) Ἧ παράλληλος μεταφορά. 

2) Ἢ ἀναγωγὴ τῶν τεταγμένων ἑνὸς σχήματος. 

3) ᾿Ομοιότης καὶ ὁμοιοθεσία. 

4) Ἢ μέθοδος τοῦ ἀντιθέτου προβλήματος. 

5) Ἢ ἀντιστροφή, ἢ ὁ μετασχηματισμὸς διὰ τῶν ἀντιστρόφων 
ἀκτίνων. 


δ 1. Παράλληλος μεταφορὰ 


286. Μεταφορὰ μιᾶς πορνφῆς. Τὰ θεμελιώδη θεωρήματα τὰ 
ἀγοφεροκενα εἰς αὐτὸν τὸν τρόπον τοῦ μετασχηματισμοῦ, εἶναι 
τὰ ἀκόλοιθα: 


Δύο τρίγωνα ἔχοντα τὴν αὐτὴν βάσιν καὶ τὸ αὐτὸ ὕψος εἶναι ἰσοδύναμα. 
“Δύο πυραμίδες ἔχουσαι τὴν αὑτὴν βάσιν καὶ τὸ αὐτὸ ὕψος εἶναι ἰσο- 
δύναμοι. 


Χρησιμοποιοῦμεν συχνὰ τὸ πρῶτον τῶν δύο τούτων θεωρημά- 
τῶν, εἰς ὅλα τὰ προβλήματα εἰς τὰ ὁποῖα πρόκειται νὰ ἐρείλα ταν 
λῶμεν ἕν δοθὲν πολύγωνον εἰς ἕν τρίγωνον ἰσοδύναμον καὶ νὰ 
διαιρέσωμεν ἕν πολύγωνον εἰς μέρη ἰσοδύναμα ἢ εἰς μέρη ἀνά- 
λογα πρὸς δοθέντα μήκη. 

Χρησιμοποιοῦμεν τὸ δεύτερον θεώρημα, διὰ νὰ ἀποδείξωμεν 
θεωρήματα ἀναφερόμενα εἰς ὄγκους πρίσματος ἢ πυραμίδος. 

᾿Ιδοὺ ἡ ἰδιότης τὴν ὁποίαν χρησιμοποιοῦμεν συχνότερα : 


Θεώρημα 


187. ᾿Ἐὰν ἡ κορυφὴ ἑνὸς τριγώνου κινεῖται ἐπὶ μιᾶς παραλλήλου 
πρὸς τὴν βάσιν, τὸ τμῆμα τὸ ὁριζόμενον ὑπὸ τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν 
τοῦ τριγώνου, ἐπὶ μιᾶς παραλλήλου πρὸς αὐτὴν τὴν βάσιν, ἔχει σταϑε- 
Οὐν μέγεϑος, οἱασδήποτε οὔσης τῆς ϑέσεως τῆς κινητῆς κορυφῆς. 
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"Ἔστω τὸ τρίγωνον ΑΒΓ, τοῦ ὁποίου ἡ κορυφὴ μετεκινήθη εἰς 
τὸ Γ΄. Πρέπει νὰ εἶναι: 


ΜΝ-Ξ-. Μ΄ Ν΄. 
Ξ : ΜΝ δ 
Εχομεν με ἌΒ᾽ ᾿πτοῚ Ἐρ᾿ 
δ Μ’Ν΄ 
ἀλλὰ τ Β΄ 
ἄρα Μ'Ν΄ -- ΜΝ. 


188. ΠἊᾳαρατήοησις. Τὰ ἀντίστοιχα ὀρθο- 
γώνια ΜΝΡΚ καὶ ΜΝ Ῥ΄Κ΄ εἶναι ἴσα. 

Τὰ παραλληλόγραμμα τὰ ὁποῖα σχη- 
ἐἰστίξομεν, φέροντες ἐκ τῶν Ν καὶ Ν’ εὐ- 
θείας, ἀντιστοίχως παραλλήλους πρὸς τὰς 
πλευρὰς ΑΓ καὶ ΑΓ΄, θὰ εἶναι ἰσοδύναμα. 
᾿Ιδοὺ μία ἐφαρμογή : 


Πρόβλημα 


189. Ἑϊς ἕν τρίγωνον ΑΒΓ, νὰ ἀχϑῇ παράλληλος πρὸς τὴν [ύσιν, 

εἰς τρόπον ὥστε, τὸ ὀρθογώνιον τὸ ὁποῖον ἐγγρά- 
φεῖαι ἀντιστοίχως, νὰ ἔχῃ ἄϑροισμα τῶν τετρα- 
γώνων τῶν δύο παρακειμένων πλευρῶν δοϑὲν τε- 
τράγωνον οἷ. 

Μεταφέρομεν τὴν κορυφὴν Γ εἰς τὸ Δ, εἰς 
τρόπον ὥστε νὰ σχηματισθῇ ὀρθογώνιον τρί- 
γωνον ΑΒΔ. 

Πρέπει νὰ εἶναι : ΕΖΞ3 - ΕΗ Ξε ρ᾽ 
ἄρα ΑἘῈ -ξρ. 

Οὕτω μὲ κέντρον τὸ σημεῖον Α καὶ μὲ 
ἀετνα Ῥὶ γράφωμεν μίαν περιφέρειαν. Ἡ καμ- 
πύλη αὕτη συναντᾶ τὴν ΒΔ εἰς δύο σημεῖα Ε καὶ Σ. 

Διὰ τοῦ σημείου Ε, φέρομεν παράλληλον ΕΝΜ πρὸς τὴν βά- 
σιν τοῦ τριγώνου, κατόπιν ὑψοῦμεν τὰἀς καθέτους ΜΡκαὶ ΝΠ: 

ΜΝ-- ΗΕ 
ἄρα ΜΝΞ - ΜΡ’ -- ρ". 

Παρατήρηρις. Τὸ ἐλάχιστον τοῦ ἀθροίσματος τῶν τετραγώνων, 

ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸν πόδα Καὶ τῆς καθέτου ΑΙ. 


Πρόβλημα 


190. Ἑὶς δοϑὲν τρίγωνον ΑΒΓ, 
νὰ ἐγγραφῇ ὀρϑογώνιον, τοῦ ὁποίου 
ἣ περίμετρος νὰ ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν 
μῆκος 2λ. 

Ὑποθέτομεν τὸ πρόβλημα λε- 
λυμένον καὶ ἔστω ΜΝΠΡ ὀρθογώ- 
νιον τοιοῦτον ὥστε ΜΝΈΜΡεΞΆ, 
παρατηροῦμεν ὅτι τὸ πρόβλημα 
μεταπίπτει εἰς τὸ νὰ ἐγγραφῇ τὸ 


ὀρθογώνιον ΑΗΖΙ’ εἰς τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΓΑΔ, τῆς αὐτῆς 
βάσεως καὶ τοῦ αὐτοῦ ὕψους πρὸς τὸ δοθὲν τρίγωνον. 

᾿Αρκεῖ λοιπὸν νὰ λάβωμεν: ΑΕ-ΞΑΘ-ξλ, καὶ νὰ φέρωμεν τὴν 
ΘΕ (δ᾽ 99 α). 

Ἔχωμεν: ΖΗ - Ζὶ Ξξελ, 

Ἄρα ΜΡ-ΜΝ--λ. 


191. Παρατήρησεις. 1) Δυνάμεθα νὰ ἀποφύγωμεν τὴν κατασκευὴν 
τοῦ τριγώνου ΓΑΔ, διότι ἜΡΚΡΙ νὰ φέρωμεν μίαν παράλληλον ΘΚ 
ἕως ὅτου συναντήσει τὴν ΑΒ, καὶ νὰ ἐνώσωμεν τὸ σημεῖον Κὶ 


μετὰ τοῦ Ε νῶν ΔΙΘΕ ΝΕ 
Εχομεν, πράγματι: κὸ -κε' ἐξ οὗ ΜΡ --:λ. ΚΕ΄ 
ΜΝ ΚΜ : π᾿ ΕΜ 
ἌΕ ΞξΞ ΚΕ’ ἐξ οὗ ΜΝ Ξ-ξΞ λ. ΚΕ 
ἄρα ΜΡΈΜΝΕλ ΙΕ ΜΕ. 


2) Ἡ δευτέρα αὕτη κατασκευὴ ἄγει ἀμέσως εἰς τὴν λύσιν τοῦ 
ἀκολούθου προβλήματος, τὸ ὁποῖον ἐκ πρώτης ὄψεως φαίνεται 
δυσκολώτερον. 


Πρόβλημα 


192. Ἑϊς τυχὸν τρίγωνον, νὰ ἀχϑῇ παράλληλος ΜΝ πρὸς τὴν βάσιν, 
καὶ διὰ τῶν σημείων Μ καὶ Ν εὐϑεῖαι 
ΜΡ, ΝΠ παράλληλοι πρὸς τὴν δοϑεῖ- 
σαν γραμμὴν ΧΨ, εἰς τρόπον ὥστε τὸ 
ἐγγεγραμμένον παραλληλόγραμμον νὰ 
ἔχῃ δοθεῖσαν περίμετρον 31. 

Ἢ ἀναπτυχθεῖσα λύσις εἰς τὸ 
προηγούμενον πρόβλημα καὶ ἡ χρῆ- 
σις τῶν αὐτῶν γραμμάτων, ῥᾶς ἐπι- 
τρέπει νὰ περιορισθῶμεν εἰς τὴν ἔκ- 
θΘεσιν τῶν πρὸς λύσιν τοῦ προβλή- 
ματος κατασκευῶν. 

Διὰ τῆς κορυφῆς Α διρονεν μίαν 
παράλληλον πρὸς τὴν ΧΨ' λαμβάνομεν : 

ΑΘΞΕΑΕ ξ ι. 


Προεκτείνομεν τὴν ΑΒ ἕως ὅτου συναντήσει τὴν παράλληλον 
ΘΚ’ ἡ εὐθεῖα ΕΚ ὁρίζει τὴν κορυφὴν ΜΛ 
τοῦ παραλληλογράμμου. 

Θὰ ἔχωμεν: ΜΝ -ἘΜΡ--κκ. 


Πρόβλημα 


195. Ἑἰς δοϑὲν τρίγωνον, νὰ ἐγγραφῇ ὃρ- 
ϑογώνιον, τοῦ ὁποίου ἣ διαγώνιος ἔχει δοϑὲν 
μῆκος. 

Ἔχομεν ἤδη πραγματευθῇ τὸ πρόρληβα 
τοῦτο, ὑπὸ μίαν διάφορον ἔκφρασιν (ἀρ. 189). 


; Θεωροῦμεν τὸ ὀρθογώνιον " τρίγωνον 
ἸᾺΔ 
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Μὲ κέντρον τὸ σημεῖον Α, καὶ μὲ ἀκτῖνα τὸ δοθὲν μῆκος ΑΛ, 
Ὑρόψομεν τόξον κύκλου τὸ ὁποῖον θὰ τμήσῃ τὴν ὑποτείνουσαν 
εἰς δύο σημεῖα Ε καὶ Ζ. 

Ἕκαστον τῶν σημείων τομῆς Ε καὶ Ζ δίδει ἀνὰ μίαν λύσιν 


ΠΜ-Ξ- ΑΕ ξξλ. 


Παρατήρησις. Ἢ κάθετος ΑΚ θὰ ἔδιδε τὸ ὀρθογώνιον μὲ τὴν 
ἐλαχίστην διαγώνιον: ἱΣ θὰ ἦτο ἡ ἄνω βάσις αὐτοῦ τοῦ ὀρθο- 
γωνίου. 


294. Μεταφορὰ ἑνὸς σχήματος. ᾽Π] παράλληλος μεταφορά, ἢ ἁπλῶς 
ἡ μέθοδος τῆς μεταφορᾶς, συνίσταται εἰς τὸ νὰ μεταφέρωμεν ἕν 
σχῆμα ΑΒΓΔ... ἀπὸ μίαν θέσιν δοθεῖσαν, εἰς μίαν ἄλλην Α΄ Β΄ Γ΄ Δ΄..., 
εἰς τρόπον ὥστε τὰ τμήματα ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄ κλπ. νὰ εἶναι ἴσα 
καὶ παράλληλα. 

Ἧ μέθοδος αὕτη δίδει συχνὰ πολὺ ἁπλᾶς λύσεις: ἰδοὺ μερικὰ 
παραδείγματα: 


πρόβλημα 


104 α. Νὰ κατασκευασϑῇ τετράπλευρον, τοῦ ὁποίου δίδονται αἱ γω- 
νίαι καὶ δύο ἀπέναντι πλευραί. 


"Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον ΑΒ καὶ 
ΔΙ αἱ δοθεῖσαι πλευραί, μεταφέρομεν τὴν 
πλευρὰν ΔΓ εἰς τὴν ΑΕ. 

Ἤ γωνία ΔΑΕ εἶναι τὸ συμπλήρωμα τῆς 
γωνίας Δ, ἑπομένως ἡ γωνία ΒΑΕ εἶναι γνω- 
στή, διότι ἰσοῦται πρὸς τὴν διαφορὰν τῆς 
γωνίας Δ ἀπὸ τῆς γωνίας Α' δυνάμεθα λοι- 
πὸν νὰ κατασκευάσωμεν τὴν γωνίαν ΒΑΕ, 
λαμβάνοντες ἀκολούθως ΑΕ-Ξ ΔΓ, μῆκος γνω- 
στόν, καὶ διὰ τοῦ σημείου Ε νὰ φέρωμεν πα- 
ράλληλον πρὸς τὴν ΑΔ ἕως ὅτου συναντήσει 
τὴν ΒΥ’ ἡ τομὴ αὕτη ὀρίζει τὴν κορυφὴν Γ. 


Πρόβλημα 


194 β. Μεταξὺ δύο δοϑεισῶν περιφερειῶν, νὰ ἐγγραφῇ μία εὐϑεῖα 
μήκους λ, καὶ ἡ ὁποῖα νὰ εἶναι πα- 


ράλληλος πρὸς μία δοθεῖσαν ΧΥ. 


“Ἔστωσαν Α καὶ Β αἱ δοθεῖ- 
σαι περιφέρειαι" πρέπει νὰ ἀνα- 
τρέξωμεν εἰς τὸν γεωμετρικὸν τό- 
πον ὁ ὁποῖος προκύπτει διὰ μιᾶς 
παραλλήλου μεταφορᾶς (ἀριθ. 59, 
παρ. 2α). 

Ἔκ τοῦ κέντρου Α φέρομεν 
τὴν εὐθεῖαν ΑΓ ἴσην τρὶς λ καὶ 
παράλληλον πρὸς τὴν ΧΥ κατό- 
πιν μὲ κέντρον τὸ σημεῖον Γ, 
γράφομεν μίαν περιφέρειαν ἴσην πρὸς τὴν Α. 

Δηλαδή, μεταφέρομεν τὴν περιφέρειαν Α εἰς τὸ Γ, τρόπον 
ὥστε ἡ ΑΓ νὰ ἰσοῦται πρὸς ἃ καὶ νὰ εἶναι παράλληλος πρὸς 
τὴν ΧΎ. 


ΣΣ. 125. 
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Τὸ πρόβλημα ἔχει δύο λύσεις, τὰ σημεῖα τομῆς Μ, Μ’ δίδουν 
τὰς λύσεις ταύτας, τὰ σχήματα ΑΝΜΓ καὶ ΑΝ΄ ΜΊ εἶναι παραλ- 
ληλόγραμμα. 


Παρατηρήσεις. Ἢ περιφέρεια Α δύναται νὰ ἀντικατασταθῇ ὑπὸ' 
ἑνὸς τυχόντος πολυγώνου' ἡ παράλληλος μεταφορὰ δύναται νὰ 
γίνῃ πάλιν μὲ τὴν χρῆσιν τοῦ κανόνος καὶ τοῦ διαβήτου. 

Ἧ περιφέρεια Β δύναται νὰ ἀντικατασταθῇ ὑπὸ μιᾶς τελούσης 
καμπύλης. 

Εἰς τὴν γενικὴν περίπτωσιν, ὑπάρχουν τέσσαρες λύσεις. 


Πρόβλημα 


᾿ 104 γ. Δίδονται δύο περιφέρειαι Α καὶ Β, καὶ μία εὐϑεῖα ΧΥ νὰ. 
ἀχϑῇ τέμνουσα, παράλληλος πρὸς τὴν ΧΥ͂, εἰς τρόπον ὥστε τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν περιεχομένων χορδῶν νὰ ἰσοῦται πρὸς δοϑὲν μῆχος λ. 
Χρησιμοποιοῦμεν 
μίαν παράλληλον με- 
ταφοράν, καὶ ὡς εἰς 
τὸ προηγούμενο πρό- 
βλημα, φέρομεν τὴν 
εὐθεῖαν ΑΓ παράλ- 
ληλον πρὸς τὴν ΧΥ 
καὶ ἴσην πρὸς τὸ δο- 
θὲν μῆκος Δ, καὶ μὲ 
κέντρον τὸ σημεῖον Γ 
γράφομεν περιφέρειαν 
μὲ ἀκτῖνα ἴσην πρὸς 
τὴν Α. Ἑκάστη πα- 
δθλληλος πρὸς τὴν 
Υ ὡς καὶ ἡ ΕΖ ἰσοῦται πρὸς λ. 

Διὰ μιᾶς παραλλήλου μεταφορᾶς, φέρομεν τὴν περιφέρειαν Β 
εἰς τρόπον τὸ κέντρον της νὰ ἔλθῃ εἰς τὸ Δ, ἐπὶ τῆς καθέτου εἰς 
τὸ ὑε σον τῆς ΑΓ. 

ἁ σημεῖα τομῆς δίδουν τὴν λύσιν. 


Πράγματι, ΕΖΞΞ ΑΓ ΞΞλ, ΚΖ -Ξ-Ξ- ΜΝ, ἄρα ΕΚ -ἘΜΝ --λ. 


Βλέπομεν, ἐπὶ τοῦ σχήματος, μίαν δευτέραν λύσιν πλησιεστέ- 
ραν εἰς τὴν ΧΥ͂. 


Θεώρημα 


102 ὃ. "ΒΕὰν τετράπλευρον ἔχει δύο ἀπέ- 
ναντι πλευρὰς ἴσας, ἡ εὐθεῖα ἥτις συνδέει τὰ 
μ- τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν, εἶναι παράλ- 
ἥλος πρὸς τὴν διχοτόμον τῆς γωνίας τῆς 
σχηματιζομένης, ὑπὸ τῶν δύο πρώτων πλευρῶν. 

Ἔστωσαν ΑΔ-::- ΒΓ καὶ Μ τὸ μέσον 
τῆς ΑΒ. , ΜῊΝ 

Διὰ μιᾶς μεταφορᾶς, φ εν τὴν Σε. 8. 
εἰς ΜΕ καὶ ἐγ εἰς ᾿ΑΣ, Φ δῶν τὴν ΕΖ 
καὶ δεικνύομεν ὅτι τὸ σημεῖον το ΝΡ Ν εἷναι τὸ μέσον τῆς ΔΙ. 

Τὰ ἰσογώνια τρίγωνα ΔΙΝΕ, ἣ 2 εἶναι ἴσα, διότι ΔΕ -- ΓΖ, 
ἄρα ΔΝ--ΓΝ’ συνεπῶς ἡ ΜΝ εἶναι ἡ εὐθεῖα ἡ συνδέουσα τὰ 
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ἐσα' ἄρα τὰ τρίγωνον ΕΜΖ εἶναι ἰσοσκελές, καὶ ἐφ᾽ ὅσον 
ΝΕΞ ΝΖ, τὸ ὕψος ΜΝ εἶναι ἡ διχοτόμος τῆς γοναες μὲς κορυφῆς 
Μ, καὶ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν διχοτόμον (ΑΔ, Β 


Θεώρημα 


1904 ε. “Ὅταν δύο τρίγωνα εἶναι κατ᾽ ἀναλογίαν ὅμοια ΑΒΓ, ΑΒ Γ' 
καὶ διαιρέσωμεν εἰς μέρη ἀνάλογα πρὸς τὰ τμήματα α, Ρ εΥ, τὰς ᾿εὐθείας 
αἵτινες συνδέουν τὰς ὁμολόγους κορυφάς, λαμβάνομεν ἕν τρίγωνον αβγ 
ὅμοιον πρὸς τὰ δύο πρῶτα. 


Μεταφέροντες τό Α΄ ΒΊΓ' εἰς τὸ ΑΒ΄ Γ΄΄, κατάλογον διαιροῦν- 


τες τὸ ΒΒ’ καὶ ΓΓ΄΄ εἰς τὸν αὐτὸν λόγον μὲ τὸ ΒΒ’ καὶ ΓΓ΄, λαμ- 
βάνομεν ἕν τρίγωνον Αβ΄ γ΄, ὅμοιον πρὸς τὰ δύο πρῶτα καὶ ἴσον 

πρὸς ἀβγ' ἄρα τὸ τελευταῖο τοῦτο εἶναι 
ὅμοιον πρὸς τὰ δοθέντα. 


196. Σημείωσις. Ἢ μέϑοδος τῆς παραλλήλου 
μεταφορᾶς, ἣ ἤδη ἀναφερθεῖσα (ἀριθ.. 59 α) 
ὑπεδείχθη ὑπὸ τοῦ Μ. ΡΕΤΕΚΘΕΝ, καὶ συχνὰ, 
ἐφηρμόσθη ὑπὸ τοῦ Δανοῦ αὐτοῦ σοφοῦ. 
(Βλέπε : Μέ(μοάος5 εἰ (πόογιδ8 μον ἴα γόδοϊμίϊοι 
ἀδφ8 ρῬυοδιίόνοσδθ ἀθ οοηπϑίγμείϊοτιβ θέοπιδιτίφυεϑν. 
σελ. 50 - 60. 

Ἢ μέϑοδος τῆς μεταφορᾶς ἀναφέρεται ὑπὸ 
τοῦ ΜΙΊΝΑΝ ΑΓΨΕΧΑΝΌΒΟΒΕΣΕ, εἰς τὰ ὑπ᾽ 
αὐτοῦ, Ργοδίόνιοβϑ ἀδ ἀέοπιδίνὶε ἐϊέπιεπίαϊ»Θ,: 
: σγοιρέϑ ἀ᾽ αμγὲϑ ἰ68 γηέξίμονε8 ἃ ΡΟΣ Ῥοαν. 
ΣᾺ 4130 ἰθμν γνέβοϊμίϊοη (σελ. 94 καὶ 98) συγγρα-: 

᾿ φεὺς αὐτός δεικνύει τὸν τρόπον πρὸς λύσιν; 

158. Σημ. μετ. Δέγομεν ὅτι ὃύο ὅμοια σχήματα, κείμενα ἐπὶ τοῦ; 
αὐτοῦ ἐπιπέδου, εἶναι κατ᾽ ἀναλογίαν ὅμοια. ἐὰν εἶναι δυνατὸν νὰ πιο 
νηθῦ τὸ ἕν ἐκ τῶν δύο, παραμένον πάντοτε ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου του, οὔτ 
ὥστε αἱ πλευραί του νὰ γίνουν καράλληλοι πρὸς τὰς ἀντιστοίχους πλευ! 
Ρὰς τοῦ ἄλλου. ᾿Εὰν τοῦτο δὲγ εἶναι δυνατόν, τὰ ὅμοια σχήματα καλοῦγῃ 
ται κατ' ἀντιστροφὴν ὅμοια, Ὑκάρχουν σχήματα, τὰ ὁποῖα εἶναι κ' 
κατ᾽ ἀναλογίαν καὶ κατ᾽ ἀντιστροφὴν ὅμοια π. χ. δύο κύκλοι τοῦ ἐπιπέδο 
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ἑνὸς μεγάλου ἀριθμοῦ προβλημάτων ἐπὶ τοῦ τυχόντος τετραπλεύ- 
ρου ΑΒΓΔ. 

Ἔκ τῆς κορυφῆς Γ (σχ. 130), λαμβάνομεν ΓΕ ἴσον καὶ παράλ- 
ληλον πρὸς ΑΔ, ἐπίσης ΓΖ πρὸς ΑΒ. 

1) Τὸ σχῆμα ΒΔΕΖ εἶναι παραλληλόγραμμον, τοῦ ὁποίου αἱ 
πλευραὶ ἰσοῦνται πρὸς τὰς διαγωνίους τοῦ δοθέντος τετραπλεύρου. 

2) ὃ: τέσσαρες γωνίαι τοῦ τετραπλεύρου ἔχσυν μεταφερθῆ 
εἰς τὸ Γ. 

3) Ἧ διαγώνιος ΔΖ εἶναι διπλασία τῆς εὐθείας ΜΝ, ἥτις συν- 
δέει τὰ μέσα τῶν ΑΔ, ΒΓ. 


8 1]. ᾿Αναγωγὴ τῶν τεταγμένων 


196. 'Ορισμός. ᾽᾿Ονομάζονται τεταγμέναι ἑνὸς σχήματος αἱ κά- 
θετοι αἵτινες ἄγονται ἐκ διαφόρων σημείων τῆς περιμέτρου του 
ἐπὶ μιᾶς σταθερᾶς εὐθείας λαμβανομένης ὡς 
ἄξονος. 

Ἢ τετμημένη ἑνὸς σημείου εἶναι ἡ ἀπό- 
στασις τοῦ ποδὸς τῆς τεταγμένης του, ἀπὸ 
ἑνὸς σημείου σταθεροῦ, καλουμένου ἀρχή, 
καὶ λαμβανομένου ἐπὶ τοῦ ἐκλεγέντος ἄξονος. 

Ααμβάνομεν γενικώτερον ὡς ἄξονας δύο 
εὐθείας τεμνομένας ΟΧ, ΟΥΨὦ, σχηματιζούσας 
τυχοῦσαν γωνίαν. Ἐξ ἑκάστου σημείου τῆς 
περιμέτρου τοῦ πρὸς μελέτην σχήματος, φέ- 
ρομεν τἀς παραλλήλους πρὸς τοὺς ἄξονας. Σχ. 131. 

Αἱ παράλληλοι πρὸς τὸν ἄξονα ΟΨὦἃἙἑ εἶναι αἱ 

τεταγμέναι, καὶ αἱ παράλληλοι πρὸς τὸν ΟΧ εἶναι αἱ τετμημέναι. 
Οὕτω ΡΜ εἶναι ἡ τεταγμένη τοῦ σημείου Μ, καὶ ΚΜ, ἢ ἡ ἴση τῆς 
ΟΡ, ἡ τετμημένη. 


197. Παρατήρησις. Οἱ τρόποι μετασχηματισμοῦ, οἵτινες πρόκει- 
ται νὰ ὑποδειχθοῦν εἶναι γνωστοὶ ὑπὸ τὸ ὄνομα ἀναγωγὴ τῶν 
τεταγμένων ἢ κατάκλισις τῶν τεταγμένων: ἀλλὰ ὁ μετασχήματι- 
σμὸς δύναται νὰ γίνῃ ἐπὶ τῶν τετμημένων τόσον καλά, ὅσον καὶ 
ἐπὶ τῶν τεταγμένων. 

Δυνάμεθα νὰ αὐξήσωμεν ἣ νὰ ἐλαττώσωμεν τὰἀς συντεταγμέ- 
νας, δηλαδὴ δυνάμεθα νὰ πολλαπλασιάσωμεν ἑκάστην τεταγμένην 
ἢ ἑκάστην τετμημένην ἐπὶ ἕναν σεαϑερὸν ἀριϑμόν, ἀκέραιον, κλα- 
σματικὴν παράστασιν ἢ κλᾶσμα. 


Πρόβλημα 


198. Νὰ μελετηϑοῦν αἱ μεταβολαί, αἱ ὁποῖαι προχύπτουν ἀπὸ τὴν 
ἀναγωγὴν τῶν τεταγμένων ἑνὸς σχήματος, 


Πρέπει νὰ διακρίνωμεν τὰς μεταβολὰς αἱ ὁποῖαι ἀναφέρονται 
εἰς τὴν γεωμετρίαν τῆς θέσεως ἀπὸ ἐκείνας, αἱ ὁποῖαι ἀναφέρον- 
ται εἰς τὰ ἐμβαδὰ ἢ εἰς τοὺς ὄγκους. 

1) Διὰ τὰς αὐτὰς τετμημένας ΟΕ, ΟΕ’, ΟΡ. 

ΑΙ ἀντίστοιχοι τέμνουσαι ΓΓ΄, ΚΙΚ’΄ τέμνουν τὸν ἄξονα εἰς τὸ 
αὐτὸ σημεῖον Λ. 

Αἱ ἐφαπτόμεναι ΜΤ, ΝΤ, τέμνουν ἐπίσης τὸν ἄξονα εἰς τὸ 
αὐτὸ σημεῖον Τ 
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2) Τὰ ἐμβαδὰ ἐλαττοῦνται ἢ αὐξάνονται ἀναλόγως τῶν ἀντι- 
στοίχων τεταγμένων. 
3) Οἱ ὄγκοι ἐλαττοῦνται ἢ αὐξάνουσιν ἀναλόγως τῶν ἀντι- 
στοίχων γραμμῶν. 


Πρόβλημα 


100. Νὰ μελετηθοῦν αἱ μεταβολαὶ 
αἱ ὁποῖαι προκύπτουν, ἀπὸ τὴν κατά- 
κλισιν τῶν τεταγμένων. 


1) Αἱ ἀντίστοιχοι τέμνουσαι συ- 
ναντῶνται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον, τῆς 
κοινῆς διαμέτρου, τοῦ δοθέντας σχή- 
ἕστος καὶ τοῦ μετασχηματισμένου. 

ὁ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὰς ἀντι- 
στοίχους ἐφαπτομένας. 

2) Τὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐπιφανείας, ἡ 

Σλ. 82. ὁποΐα προκύπτει ἀπὸ τὰς κατακλι- 

θείσας τεταγμένας ἐνὸς δοθέντος 

σχήματος, εὑρίσκεται ἐὰν πολλαπλασιασϑῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ σχή- 
ματος τούτου, ἐπὶ τὸ συνημίτονον τῆς γωνίας κλίσεως. 

3) Τὸ αὐτὸ συμβαίνει διὰ τοὺς ὄγκους. 


Θεώρημα 


3ΟΟ Ὅταν μεταβάλλωμεν τὰς τεταγμένας ἢ τὰς τετμημένας ἑνὸς δο- 
ϑέντος σχήματος, τὰ ἐγγεγραμμένα ἀντίστοιχα σχήματα ἐχοὺυν μεταξύ 
τῶν τὸν αὐτὸν λόγον, τὸν ὁποῖον ἔχουν καὶ τὰ ἀντίστοιχα περιγεγραμ- 
μένα σχήματα. 


Θεωροῦμεν τρία τρίγωνα ἔχοντα τὸ αὐτὸ ὕψος καὶ τῶν ὁποίων 
β 


““-4..5ὼ0....... 
ἢ 


τί “---.-π.- ἢ ἡπτρὶ, 
δὲ Σ κῃ 


αἱ βάσεις εἶναι ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας. Τέμνομεν τὰ τρίγωνα αὐτὰ 
ὑπὸ μιᾶς εὐθείας ΝΡ’ πάραλλήλου πρὸς τὴν βάσιν καὶ φέρομεν 
ῬΜ παράλληλον πρὸς τὴν ΑΓ’ Ῥ’Μ΄ παράλληλον πρὸς τὴν ΑἸΤ', 
κλπ. (σχ. 133). 
Ἔχομεν προφανῶς: 

ΓΝΡ το γνρ Γ΄ΝΡ' 

ΓΑΒ γα ΓΑΒ’. 

ΡΜΒ . ρβιλῃ ΡΜ’ 

ΓΑΒ γα ΓΑΒ’ 
ἌΝΡΜ ανρι Α΄ΝΡ'Μ' 

ΑΓΒ ,Υ΄ἂγβ ΑΓΒ’ 


ἄρα 


95 


Θεώρημα 


201. Τὰ μέγιστα ἐγγεγραμμένα σχήματα εἶναι ἀντίστοιχα. 


Τὸ θεώρημα τοῦτο, εἶναι ἄμεσος συνέπεια τοῦ προηγουμένου 
ϑεώβηματος, ἀλλὰ ἡ μεγάλη χρησιμότης τοῦ πορίσματος τούτου, 
μᾶς ὁδήγησεν εἰς τὸ νὰ τὸ παρουσιάσωμεν ἀπ᾽ εὐθείας. 

Εἰς ἕν ἰσοσκελὲς ὀρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ, δεικνύομεν 
ἀπλούστατα ὅτι τὸ μέγιστον ἐγγεγραμμένον ὀρθογώνιον ΑΖΔΕ 
(σχ. 133) ἔχει τὴν κορυφήν του εἰς τὸ μέσον τῆς ὑπατείνθέσης, 
διότι τὸ ἄθροισμα ΔΕ-ΕΔΖ εἶναι σταθερὸν καὶ ἰσοῦται μὰ τὸ ΓᾺ 
καὶ διὰ τὸ σημεῖον Δ μέσον τῆς ΓΒ οἱ προσθεταῖοι εἶναι ἴσοι. 
Τὸ μέγιστον ὀρθογώνιον εἶναι τὸ ἥμισυ τοῦ περιγεγραμμένου 


τριγώνου. 
ΑΖΔῥΕ 1 
ΑΒΓ 2 
Καὶ ὁ λόγος αὐτὸς τοῦ ἐἀγγεγραμμένου ὀρθογωνίου παραλλη- 


λογράμμου πρὸς τὸ περιγεγραμμένον ὀρθογῶνιον εἶναι ὁ μέγι- 
στος. ᾿Αλλὰ ἔχομεν ἀπίσης" 


αζε ΑΖ ΔΈ’ 1 
αβΥγλ͵Ξ᾿ ΑΒἘΤ’ 2 
ἄρα, διὰ τυχὸν τρίγωνον, τὸ μέγιστον ἐγγεγραμμένον παραλληλόγραμμον εἶναι 
ἐκεῖνο, τὸ ὁποῖον σχγηματίζεται φέροντες διὰ τοῦ μέσου τῆς δοϑείσης πλευράς, 
παραλλήλους πρὸς τὰς δύο ἄλλας. 


πρόβλημα 
202. Ἑὶϊς τυχὸν τρίγωνον νὰ ἐγγραφῇ ὀρϑογώνιον, τοῦ ὁποίου τὸ ἐμ- 
βαδὸν νὰ ἰσοῦται πρὸς δοθὲν τετράγωνον. 


Δυνάμεθα ν᾽ ἀντικαταστήσεωμεν τὸ δοθὲν τρίγωνον ΑΒΓ δι᾽ 
ἐνὸς ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΔΓ τῆς 
αὐτῆς βάσεως καὶ τοῦ αὐτοῦ ὕψους. 

Ἔστω ΑΠΗΚ -Ξ ΝΜΡΣ -Ξ κ'. 

᾽Εὰν τὸ τρίγωνον ΑΔΓ ἦτο ἰσοσκε- 
λὲς ὀρθογώνιον, τὸ πρόβλημα θὰ ἦτο 
λελυμένον (ἀριθ. 99). 

Λαμβάνοντες: ΑΖΞξιΑΔεευ 
ΑΠΕΘ ΠΕ 
ἈΠΗῊΚ ΠΗ 
᾿ ΠΕ ΑΖ υ;υ 
Αλλὰ ΤΙ “ἌΓ 


"Ἔχομεν λοιπόν: 


ἴχομεν: 


ΑΠΕΘ ΜῊ υ ᾿ ἘΝ υ 
ἐξ οὗ εν Ξ ἄρα ΑΠΕΘ-- κ ΧὩ 


Δυνάμεθα νὰ εὕρωμεν ἕν τετράγωνον, λ'", τὸ ὁποῖον νὰ ἔχῃ 
πρὸς τὸ κ' λόγον τ’ κατόπιν νὰ μεταφέρωμεν τὴν εὑρεθεῖσαν 
πλευρὰν λ ἐκ τοῦ Α εἰς τὸ Λ, νὰ φέρωμεν παράλληλον ΛΙ πρὸς 
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τὴν ΑΔ καὶ νὰ ὑψώσωμεν κάθετον ἹΠΝΜ' ἔχομεν διαδοχικῶς : 
ΑΠ. ΠΕ -- ΑΠ. ΠΔ -- λ" -- κ'.-- 


β 
, ΑΠΗΚ ΑΓ β 
Ἀλλὰ ἍΠΕΘ ΑΖιυ 
ἣ ΑΠΗΚ- απεθ.. 


ἀντικαθιστῶντες τὸ ΑΠΕΘ ἢ τὸ ΑΠ. ΠΔ διὰ τῆς τιμῆς τοῦ ᾿Ξ 
θὰ ἔχωμεν: 
ἀπηκτιν».-Ὁ"...Β.. ον. 


208. ᾿Εγγεγραμμένον “ταραλληλετείπεδον. “Ὅταν ἐξ ἑνὸς τυχόν- 
τος σημείου τῆς βάσεως ἑνὸς τετραέδρου Σ, ΑΒΓ, φέρομεν ἐπί- 
πεδα παράλληλα πρὸς τὰς παραπλεύρους ἕδρας, σοχηματίζομεν 
ἕνα παραλληλεπίπεδον τοῦ ὁποίου αἱ τρεῖς ἔδραι εἶναι ἐπὶ τῶν 


ἑδρῶν τῆς γωνίας Σ καὶ τοῦ ὁποίου μία κορυφὴ εἶναι ἐπὶ τοῦ ἐπι- 
πέδου ΑΒΓ. 


Θεώρημα 


204. Οἰανδήποτε μεταβολὴν καὶ ἂν ἐφαρμόσωμεν εἰς μίαν ἢ καὶ πε- 
φισσοτέρας ἀχμὰς τῆς γωνίας Σ τοῦ τετραέδρου, τὸ ἐγγεγραμμένον πα- 
ραλληλεπίπεδον χαὶ τὸ ἀρχικὸν τετράεδρον ἔχουν τὸν αὐτὸν λόγον, ὡς" 
τὸ νέον παραλληλεπίπεδον καὶ τὸ μετασχηματισϑὲν τετράεδρον. 


Περιοριζόμεθα εἰς τὸ να ἀποδείξωμεν ἘΣ ἁπλουστέραν περί- 
πτῶσιν. Ὑ ποθέτομεν ὅτι εἰς τὸ τετράεδρον Σ,ΙΑΒΓ, εἰς τὸ ὁποῖον 
Ρ εἶναι ἡ κορυφή τοῦ ἐγγεγραμμένου παραλληλεπιπέδου, ἐλατ- 
τοῦμεν τὴν ἀκμὴν ΣΑ εἰς τὸ ἥμισυ, παραδείγματος χάριν, ἡ ἀπό- 
στασις τοῦ Ρ’ ἀπὸ τῆς ἕδρας Β΄ Σ΄Γ΄, θὰ εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς ἀπο- 
στάσεως τοῦ Ρ' ἀπὸ τῆς ἕδρας ΒΣΓ, ἐνῷ αἱ δύο ἄλλαι διαστάσεις 
τοῦ παραλληλεπιπέδου δὲν ὑφίστανται οὐδεμίαν μεταβολήν’ ἄρα, 
παριστῶντες τὰ ἐγγεγραμμένα στερεὰ διὰ τῆς Ρ' καὶ Ρ΄ θὰ ἔχωμεν: 

1 ΗΕ ΕΘ. ΤῈΣ ἘΙΡΨΙ 

ΣΑΘΓ ΣΑΒΤ᾽ 
206. Πόριομα. Εἰς τὸ μέγιστον ἐγγεγραμμένον παραλληλεπίκπε- 
δον εἰς τὸ τετράεδρον Σ θὰ ἀντιστοιχῇ τὸ μέγιστον παραλληλε- 
πίπεδον τὸ ὁποῖον θὰ εἶναι ἐγγεγραμμένον εἰς τὸ τετράεδρον Σ΄. 
Οὕτω, μετὰ τὴν ἀπόδειξιν τοῦ ὅτι εἰς τρίεδρον τρισορθογώνιον 
μὲ τρεῖς ἴσας ἀκμάς, τὸ μέγιστον ἐπιτυγχάνεται ὅταν τὸ Ρ εἶναι 
τὸ σημεῖον τῆς τομῆς τῶν διαμέσων τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου 


ΑΒΓ, καὶ τότε τὸ παραλληλεπίπεδον εἶναι τὰ Ξ τοῦ τετραέδρου, 
θὰ συμπεράνομεν ὅτι διὰ τυχὸν τετράεδρον ἡ κορυφὴ Ρ’ τοῦ με- 
γίστου ἐγγεγραμμένου παραλληλεπίδου πρέπει νὰ εἶναι ἡ τομὴ 
τῶν διαμέσων τοῦ ΑΒ Γ', καὶ τὸ ἀέγιστον ἐγγεγραμμένον στερεὸν 


εἷναι τὰ Ξ τοῦ θεωρουμένου τετραέδρου. 


δ 111. "Ομοιότης καὶ ὁμοιοθεσία 


306. ᾿Ομοιότης. Ἢ σπουδὴ τῶν ὁμοίων σχημάτων βασίζεται κυ- 
ρίως ἐπὶ τοῦ ϑεωρήματος τοῦ Θαλοῦ, τοῦ σχετικοῦ πρὸς τὰ ὅμοια 
σχήματα, 

τὰ τὴν λύσιν ἑνὸς προβλήματος, μὲ τὴν βοήθειαν τῆς ὁμοιό- 
τητος ἢ ὁμοιοθεσοίας, κατασκευάζομεν συνήθως ἕνα σχῆμα ὅμοιον 
πρὸς τὸ ζητούμενον καὶ συγκρίνομεν ἔν μῆκος ἐπ᾽ αὐτοῦ πρὸς τὸ 
δοθὲν ὁμόλογόν του. ζατὰ τὸν τρόπον αὐτὸν ἐργαζόμεθα κυρίως 
ὅταν τὸ προταθὲν πρόβλημα, ἢ τὸ ἁπλούστερον αὐτοῦ εἰς ὃ ἀνα- 
γόμεθα, ὀρίζεται διά τινος δοθέντος μήκους. 


τὰ ερσαν Ὃ ὅρος ὁμοιοϑεσία ὀφείλεται εἰς τὸν ΟΒα51εθ, ἀλλ᾽ ἡ 
σπουδὴ τὸν ὁμοιοθέτων σχημάτων εἰς τὸν Ῥοποεῖεϊ. 


πρόβλημα 


307. Νὰ κατασχενασϑῇ τετράγωνον ἐκ τοῦ ἀϑροίσματος ἢ τῆς δια- 
φορᾶς τῆς διαγωνίου καὶ πλευρᾶς. 


Πάντα τὰ τετράγωνα εἶναι ὅμοια σχήματα καὶ ὁ λόγος δύο 
ὁμολόγων μηκῶν, εἰς δύο τυχόντα ἐξ 
αὐτῶν, ἴσος πρὸς τὸν λόγον τῶν πλευ- 
ρῶν των. Κατὰ συνέπειαν, ὁ λόγος τοῦ 
ἀθροίσματος ἢ τῆς διαφορᾶς τῆς δια- 
γωνίου καὶ πλευρᾶς εἰς ἕν τυχὸν τετρά- 
γώνον πρὸς τὴν πλευρὰν αὐτοῦ, θὰ εἴ- 
γαι ὁ ἴδιος καὶ εἰς ἕν οἰονδήποτε ἄλλο 
τετράγωνον. 

Εκ τῆς παρατηρήσεως ταύτης ὁδη- 
γούμεθα εἰς τὴν ἑπομένην κατασκευήν. 

ατασκευάζομεν τυχὸν τετράγωνον 
ΑΒΓΔ, προεκτείνομεν τὴν διαγώνιον ΑΓ 
καὶ γράφομεν τὴν περιφέρειαν ΖΒΕ, Ἢ 
κέντρον Γ καὶ ἀκτῖνα τὴν πλευρὰν ΓΒ. 

εταφέρομεν ἀκολούθως τὸ δοθὲν 
ἄθροισμα Ὶ διαφορὰν ἐπὶ τοῦ τμήματος ΑΕ΄ (ἢ ΑΖ΄) καὶ φέρομεν 
τὴν Ε΄Β΄ (ἢ Ζ'Β΄) παράλληλον πρὸς τὴν ΕΒ (ἢ ΖΒ). Οὕτω ῥρίζε. 
ται ἡ πλευρὰ τοῦ ζητουμένου τετραγώνου ΑΒ΄. 

308, Παρατήρησις. 1) Ἢ χρῆσις τῶν ὁμοίων σχημάτων παρέχει 
λύσεις εὐκόλως ἀνευρισκομένας ἀλλ᾽ ὄχι καὶ τόσον κομψάς. ἜΣ - 
δείκνυται ἰδιαιτέρως διὰ τὴν ἐγγραφὴν εἰς δοθὲν σχῆμα ἄλλου 
ὁμοίου πρὸς δοθέν. 

2) Εἰς ὡρισμένας περιπτώσεις, θὰ πρέπει νὰ γίνεται συνδυα- 
σμὸς βοηθητικῶν κατασκευῶν μετ᾽ ἐκείνων τῶν ὁμοίων σχημάτων. 


Πρόβλημα 
Ἔ 300. Ἑὶϊς τρίγωνον ΑΒΓ, νὰ ἐγγραφῇ ὀρϑογώνιον ὅμοιον ἄλλου δο- 
ντος. 


Τὸ πρόβλημα τοῦτο ἐλύθη ἤδη (8 99, γ)" ἡ ὁμοιότης, ἐν τού- 
τοις, εἶναι ἡ φυσικὴ μέθοδος λύσεως, ἀφοῦ ζητοῦμεν σχῆμα δο- 
Φείσης μορφῆς. 

Γεωμετρία 7 


Κατασκευάζομεν ἐπὶ τῆς ΑΓ ὀρθογώνιον ΑΓ ΣΡ’ ὅμοιον πρὸς 
τὸ δοθὲν καὶ φέρομεν τὰς ΒΡ’, ΒΣ΄- 
εἰς τὰ Ρ, Π ὑψοῦμεν καθέτους ΡΜ, 
ΠΝ. Θὰ ἔχωμεν 

ΜΝ ΜΡ ἢ ΜΝ ΑΓ 

ἌΓ. ἌΡ’ ΜΡ ΑΡ' 

310. Παρατήρησις. 1) Δυνάμεθα νὰ 
κατασκευάσωμεν ἐπὶ ἑκάστης πλευ- 
ρᾶς ἕν ὀρθογώνιον καὶ νὰ ἔχωμεν 
συνεπῶς τρεῖς λύσεις. 

2) 'Επειδὴ ἐπὶ τῆς πλευρᾶς ΑΓ 
δυνάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν καὶ 
δεύτερον ὀρθογώνιον ὅμοιον πρὸς τὸ 

ἘΝ ΕῚ δοθὲν καὶ νὰ ἔχωμεν οὕτω δευτέραν 
ἢ λύσιν, σχετικῶς πρὸς τὴν πλευρὰν 
αὐτήν, θὰ ὑπάρχουν ἕξ λύσεις τοῦ προβλήματος. 

3) Διὰ τὴν ἐγγραφὴν τετραγώνου, ἀρκεῖ νὰ λάβωμεν ΑΡΞΑΓ 
καὶ αἱ λύσεις περιορίζονται εἰς τρεῖς. 


πρόβλημα 
211. ἘΠ: δοϑεῖσαν περιφέρειαν νὰ ραφῇ ἰσοσκελὲς τρίγωνον τοῦ 
ὁποίου δίδεται τὸ ἄϑροισμα λ τῆς μρβὰι καὶ τοῦ ὕψους. 


Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ΑΒΓ τρίγωνον τοι- 
μ οὔτον, ὥστε 


ΑΓΈΒΔελ. 
Λαμβάνομεν τμῆμα ΔΗ ΞΞ ΑΓ, 
ὁπότε 
ΒΗ -ελ. 


Διὰ πᾶν ὅμοιον τρίγωνον τὸ ΗΑΓ“ 
πρὸς τὸ ὕψος θὰ ἰσοῦται πρὸς τὴν 
βάσιν. Ἑπομένως καὶ διὰ τὸ τρίγωνον 
ἙΗΖ, μὲ βάσιν ἐπὶ τῆς ἐφαπτομένης 
εἰς τὸ Β, θὰ ἔχωμεν 

ΖΕ-- ΒΗ ἢ ΒΕ-- Σ. 

Ἔκ τούτων συνάγομεν τὴν ἀκό- 
λουθον κατασκευήν: 

᾿Επὶ μιᾶς ἐφαπτομένης τῆς δοθείσης περιφερείας λαμβάνομεν 
τμῆμα ΒΕ -Ξ Σ, ἐπὶ τῆς καθέτου πρὸς αὐτὴν ΒΗ͂ Ξελ καὶ φέρομεν 


τὴν ΛΕ. 
Τὸ σημεῖον Α ὁρίζεται οὕτω' ἐπειδὴ 


Αδε--Σ ΔΗ, ἄρα ΑΓ --ΒΗ καὶ ΑΓ-ΕΒΔ--λ. Ι 


Ὑπάρχει καὶ δευτέρα, ἐν γένει, λύσις Α΄ ΒΓ'. 


Παρατηρήσεις. 1) Τὸ πρόβλημα τοῦτο θὰ ἀναπτυχθῇ καὶ διερευο: 
νηθῇ ἀργότερον (8 1503). ᾿ 
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2) Κατ’ ἀνάλογον τρόπον ἐργαζόμεθα καὶ διὰ τὴν ἐγγραφὴν 
ἑνὸς ἰσοσκελοῦς τριγώνου, μὲ γνωστὸν ἄθροισμα β-Έυ, εἰς ἔν 
οἱονδήποτε κανονικὸν πολύγωνον, ἢ καὶ ἀπλῶς εἰς σχῆμα ἔχον 
ἄξονα συμμετρίας, ἀλλ᾽ ὑπὸ τὸν ὄρον, ὅπως ἡ κορυφὴ τοῦ τριγώ- 
νου εἶναι ἕν ἐκ τῶν κοινῶν σημείων τοῦ ἄξονος τούτου καὶ τῆς 
περιμέτρου τοῦ σχήματος. 


Θεώρημα τοῦ α᾽ Αἰεπιδενί 
312. Τρεῖς περιφέρειαι, ἀνὰ δύο λαμβανόμεναι, ὁρίζουν ἕξ κέντ 


΄ 


ὁμοιοθεσίας᾽ τά τρία ἐξωτερικὰ κέντρα εὑρίσκονται ἐπ’ εὐθείας καϑὼς 
καὶ δύο ἐσωτερικὰ καὶ ἕν ἐξωτερικόν. 


"Ἔστωσαν Λ, Μ, Ν τὰ ἐξωτερικὰ κέντρα καὶ Δ, Ε, Ζ τὰ ἐσω- 
τερικά. Θὰ ἀποδείξωμεν ὅτι τὰ τρία πρῶτα εὑρίσκονται ἐπ᾽ εὐ- 
θείας γραμμῆς. 


Σχ. 488. 


Πᾶσα εὐθεῖα διερχομένη δι᾽ ἑνὸς κέντρου ὁμοιοθεσίας δὺο σχη- 
μάτων εἶναι ἄξων ὁμοιοθεσίας διὰ τὰ σχήματα ταῦτα, ἀποτελεῖ- 
ται δηλ. ἐξ ἑνὸς ζεύγους ὁμολόγων γραμμῶν αἱ ὁποῖαι συνέπε- 
σαν’ ἀντιστρόφως, πᾶς ἄξων ὁμοιοθεσίας δύο σχημάτων διέρχε- 
ται διὰ τοῦ ἀντιστοίχου κέντρου ὁμοιότητος. 

Ἔκ τούτων ἕπεται, ὅτι ἡ εὐθεῖα ΛΜ, ὡς διερχομένη διὰ τοῦ 
σημείου Λ εἶναι ἄξων ὁμοιοθεσίας τῶν περιφερειῶν (Α) καὶ (Β) 
καὶ ὡς διερχομένη διὰ τοῦ Μ εἶναι ἄξων ὁμοιοθεσίας διὰ τὰς πε- 
ριφερείας (Α) καὶ (Γ). Εἶναι λοιπὸν ἡ εὐθεῖα αὕτη ἄξων ὁμοιοθε- 
σίας διὰ τὰς περιφερείας (Β) καὶ (Γ) καὶ ὡς τοιαύτη διέρχεται 
κατ᾽ ἀνάγκην διὰ τοῦ κέντρου ὁμοιοθεσίας Ν᾿ τῶν δύο τελευταίων 
περιφερειῶν (9). 


δ᾽ ῚΨν. Μέϑοδος τοῦ ἀντιϑέτου προοβλήματος 


218. ᾿Αντίϑετον πρόβλημα. Κατὰ τὴν μέθοδον ταύτην, ἐπιλαμβα- 
νόμεθα κατὰ πρῶτον τῆς λύσεως τοῦ ἀντιθέτου πρὸς τὸ προταθὲν 
προβλήματος καὶ κατασκευάζοντες σχῆμα ἵσον ἢ ὅμοιον ἑκεί νου 


16. Σημ. μετ. Οἱ ἄξονες νοοῦνται θετικῆς ὁμοιοθεσίας. ᾿Ανάλογος 
ἀπόδειξις θὰ ἠδύνατο νὰ τίνῃ καὶ διὰ τὸ δεύτερον μέρος τῆς προτάσευς. 


τ00 


εἰς τὸ ὁποῖον ἀγόμεθα, ἐπανερχόμεθα ἀκολούθως εἰς τὸ ἀρχικὸν 
πρόβλημα, - 

Ἢ μέθοδος αὐτὴ χρησιμοποιεῖται εἰς τὰ περισσότερα τῶν προ- 
βλημάτων τῶν ἀναφερομένων εἰς τὴν ἐγγραφὴν σχημάτων. Διὰ 
τὴν ἐγγραφήν, ἐπὶ παραδείγματι, ἑνὸς σχήματος Α εἰς δοθὲν ἄλλο 
Β, περιγράφομεν εἰς τὸ σχῆμα Α σχῆμα ἴσον ἢ ὅμοιον πρὸς τὸ Β 
καὶ ἐπιδιώκομεν ἀκολούθως νὰ ἀνεύρωμεν σχέσεις θέσεως τοιαύ- 
τας, ὥστε νὰ δυνηθῶμεν νὰ ἐκτελέσωμεν τὴν κατασκευὴν κατ᾽ 
ἀντίθετον τάξιν. 


Σημείωσις. Ἢ μέθοδος τοῦ ἀνειϑέτου προβλήματος ὠνομάσθη πολ- 
λάκις μέθοδος δι᾽ ἀνειστροφῆς" εἶναι, ἐν τούτοις, προτιμῶώτερον νὰ 
ἐπιφυλάξωμεν τὴν ὀνομασίαν αὐτὴν διὰ μίαν ἄλλην, πολὺ ἐνδια- 
φέρουσαν, μέθοδον τὴν ὁποίαν θὰ γνωρίσωμεν ἀργότερον (8 217). 


Πρόβλημα 


214. Ἑὶϊς δοϑὲν τόξον ΑΒ νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτομένη ΜΓΝ, περατουμένη 
εἰς τὰς ἄκρας ἀχτῖνας ΟΑΜ, 
ΟΒΝ καὶ τοιαύτη, ὥστε τὸ τμῆ- 
μα ΓΜ αὐτῆς νὰ εἶναι τριπλά- 
σιον τοῦ ΓΝ. 


Κατασκευάζομεν πρῶτον 
σχῆμα ομν ὅμοιον πρὸς τὸ ζη- 
τούμενον, 

Πρὸς τοῦτο, λαμβάνομεν 
τμῆμα μγ-53 γν καὶ ἐπὶ τοῦ μν 
γράφομεν τόξον δεχόμενον γω- 
γίαν ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν 

Σχ, 139. ΑΟΒ. Εἰς τὸ σημεῖον γ ὑψοῦ- 
μεν κάθετον γο καὶ μὲ κέντρον 
τὸ σημεῖον ο καὶ ἀκτῖνα ογ γράφομεν τὸ τόξον αγβ. 

Διὰ τὴν ἐπάνοδον εἰς τὸ δοθὲν σχῆμα, μεταφέρομεν τὸ τόξον 
αγβ εἰς τὴν θέσιν ΑἸ Β΄, φέρομεν τὴν ΟΓ’ Γ καὶ εἰς τὸ σημεῖον 
Γ τὴν κάθετον ΜΓΝ ἐπὶ τὴν ἀκτῖνα ΟΓ. 

Ἕνεκα τῶν ὁμοίων σχημάτων, θὰ ἔχωμεν : ΜΓ-Ξ3ΓΝ. 


Πρόβλημα 
216. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑὲν τρίγωνον ΑΒΓ ἄλλο ἴσον πρὸς δοϑὲν ΔΕΖ, 


Σχ. Ἰώ. 


Εἰς τὸ τρίγωνον ΔΕΖ περιγράφομεν τρίγωνον ἴσον πρὸς τὸ 
ΑΒΓ’ πρὸς τοῦτο, ἐπὶ τῆς ΔΕ γράφομεν τόξον δεχόμενον γωνίαν 
ἴσην πρὸς τὴν Β, ἐπὶ τῆς ΔΖ ἄλλο δεχόμενον γωνίαν ἴσην πρὸφ 
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τὴν Α καὶ διὰ τοῦ σημεῖον Δ φέρομεν τέμνουσαν αβ ἵσην πρὸς 
τὴν πλευρὰν ΑΒ (8 139). 

Τὰ τρίγωνα αβγ, ΑΒΓ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα μίαν πλευρὰν ἴσην 
καὶ τἀς προσκειμένας εἰς αὐτὴν γωνίας ἴσας. Επομένως, τὸ πρὸς 
τὰ δεξιὰ σχῆμα εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ζητούμενον καὶ ἂν λάβωμεν 
ἐπὶ τοῦ δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ τμήματα Αδ--αΔ κλπ., τὸ δεξιὰ 
τρίγωνον εἶναι τὸ ζητούμενον. 

“Παρατήρησις. Εἰς πλείστας περιπτώσεις, περιοριζόμεθα εἰς τὴν 
λύσιν τοῦ ἀντιθέτου μόνον προβλήματος" ἐπειδὴ ἐκ ταύτης εὐκό- 
λως μεταβαίνομεν εἰς ἐκείνην τοῦ προταθέντος. 


πρόβλημα 


2316. Δύο παράλληλοι ΑΓ', ΔΒ εὑρίσκονται εἰς ἀπόστασιν ὃ ἀπ᾽ ἀλλή- 
λων, ἐξ ἑνὸς δὲ σημείου Ο, εἰς ἀπόστασιν ν ἀπὸ τῆς πρώτης, φέρομεν 
τὴν κοινὴν κάϑετον ἐπ’ αὐτὰς ΟΑΒ. Εἰς ποίαν ἀπόστασιν γ ἀπ᾿ αὐτῆς, 
μία ἄλλη κοινὴ κάϑετος ΓΔ ϑὰ φαίνεται ἐκ τοῦ σημείου Ο ὑπὸ τὴν 
μεγίστην γωνίαν ΓΟΔ; 


“ας λύσωμεν τὸ ἀντίθετον πρόβλημα. 

Διὰ τοῦ σημείου Ο ἂς φέρωμεν παράλληλον ΟΕ πρὸς τὰς Α 
ΒΔ καὶ ζητήσωμεν τὸ σημεῖον Ο τῆς εὐθείας αὐτῆς διὰ τὸ ὁποῖον 
τὸ ὡρισμένης θέσεως τμῆμα ΓΔ φαίνεται ἐξ αὐτοῦ ὑπὸ τὴν μεγί- 
στην γωνίαν. 

Διὰ μίαν τυχοῦσαν 
περιφέρειαν διερχομένην 
διὰ τῆς ΓΔ καὶ τέμνου- 
σαν τὴν ἀχθεῖσαν πα- 
ράλληλον εἰς Ἐ, εἶναι 
γων. ΓΕΔ:ΞΓΝΛ. Γιίνε- 
ται δὲ ἡ γωνία αὐτὴ με- 
γίστη ἐὰν ἡ ἀκτὶς τῆς 
περιφερείας καταστῇ ὅ- 
σον τὸ δυνατὸν μικρο- 
τέρα, δηλ. ὅταν ἡ περι- 
φέρεια ἐφάπτεται τῆς 
παραλλήλου. 

᾿Αρκεῖ, ἑπομένως, διὰ Σχ. 101. 
τὴν λύσιν τοῦ προβλή- 
ματος νὰ γράψωμεν περιφέρειαν (Μ) ἐφαπτομένην τῆς ἐκ τοῦ ση- 
μείου Ο παραλλήλου εἰς τὸ σημεῖον αὐτὸ καὶ ἔχουσαν τὸ κέντρον 
της ἐπὶ τῆς μέσης παραλήλου ΜΝ. Τὰ σημεῖα τομῆς Γ,Δ, τῆς 
περιφερείας αὐτῆς καὶ τῶν δύο παραλλήλων καθορίζουν τὸ τμῆμα 
ΓΔ καὶ θὰ ἔχωμεν: 


γων. ΔΟΓ - ΛΜΓῸ ΛΝΓ -- ΔΕΓγ, 
ἀφοῦ ΓΜ «ΓΝ. 
Π])αρατήρησις. δυνάμεθα εὐκόλως νὰ ὑπολογίσωμεν τριγωνομε- 


τρικῶς τὴν μεγίστην γωνίαν ΓΟΔ. Πράγματι, ἡ γωνία Ὁ -Ξ Μ, αἱ 
δὲ πλευραὶ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΓΛΜ ἔχουν μήκη 
ὃ 


δ 
ΓΛε-- τ. ΓΜΈΜΟς- τ τὺ 
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καὶ ΛΜ -- (: 60) -(Σ) --πῦξε 
Ἕ πομένως: 
πμοταμνα τῇ τῷ (Στὴ τὲς 
δ 


2 7υ(0- 8) 


δ᾽». ᾿Αντιστροφὴ 


καὶ εφξεφο -- 


217. "Ορισμός. ᾽Ονομάζονται ἀντίστροφα δύο σχήματα, ἐὰν πᾶσα 
εὐθεῖα ΟΜΜ΄’, ἀγομένη ἐξ ἑνὸς 
δοθέντος σημείου Ο, τέμνει αὐτὰ 
εἰς σημεῖα Μ καὶ Μ΄ τοιαῦτα, ὥστε 
τὸ γινόμενον τῶν ἐπὶ τῆς εὐθείας 
τμημάτων ΟΜ, ΟΜ’ νὰ ἔχῃ στα- 
θερὰν τιμήν. 

Τὸ σταθερὸν σημεῖον Ο ὀνο- 
μάζεται πόλος ἢ κέντρον τῆς ἀντι- 
στροφῆς, τὰ ἀντίστοιχα σημεῖα 
Μ καὶ Μ’ ἀντίστροφα (11) σημεῖα 

᾿ς καὶ αἱ εὐθεῖαι ΟΜ, ΟΜ΄ ἀνείστρο- 
Σχ. 45. φοι ἐπιβατικαὶ ἀκεῖνες (11). Τὸ στα- 
ΐ θερὸν γινόμενον (ΟΜ) (ΟΜ) κα- 


λεῖται ϑύναμις ἀντιστροφῆς. 

Ἧ δύναμις ἀντιστροφῆς εἶναι ϑεεικὴ ὅταν τὰ σημεῖα Μ, Μ' εὖὐ- 
ρίσκωνται πρὸς τὸ αὐτὸ μέρος τοῦ πόλου Ο, ἀρνητικὴ ἐὰν εὑρί- 
σκῶνται ἑκατέρωθεν αὐτοῦ καὶ συμβολίζεται συνήθως διὰ Ὁ ΚΡ’. 

Τὸν μετασχηματισμὸν ἑνὸς σχήματος ΜΝΡ..... εἰς ἕν ἄλλο 
Μ'Ν Ῥ΄..... τῇ βοηθείᾳ τῆς ἀντιστροφῆς θὰ τὸν ὀνομάζωμεν μώ- 
τασχηματιομὸν δι᾽ ἀντιστροφῆς. 

Σημείωσες Ἢ ὀνομασία: ϑύναμις σημείου πρὸς περιφέρειαν, ἐξ ἧς 
προέκυψεν καὶ ἡ δύναμις ἀντιστροφῆς, εἰσήχθη ὑπὸ τοῦ ϑιἰείπετ. 


Θεώρημα 

2318. Δύο ζεύγη ὁμολόγων σή» 
μείων κεῖνται ἐπὶ τῆς αὐτῆς περιφδ- 
ρείας καὶ αἱ ἀντίστοιχοι χορδαὶ 
ΜΝ, Μ΄Ν' εἶναι ἀντιπαράλληλοι εὖ» 
θεῖαι. 

Ἔστω ΚΚἰ’ ἡ δύναμις ἀντιστρο- 
φῆς" ἐπειδὴ 
ὃς. 14. ΟΜ.ΟΜ’-- ΚΡ -- ΟΝ.Ο Ν’, 


ἕπεται ὅτι τὰ τέσσαρα σημεῖα 
Μ, Μ', Ν, Ν΄ κεῖνται ἐπὶ τῆς αὐτῆς περιφερείας. ι 


.--...., ὉΠ τ 
11. Ζημ, μετ. ὋὉμόλογα σημεῖα καὶ ὁμόλογοι ἀκτῖνες ἀντισίρθε 

φῆς εἰς τὴν ᾿Ελληνικὴν ὁρολοτίαν' καὶ αὑτοὺς τοὺς ὄρους θὰ χρησιμοκφι. 

οὗμον σονήθως. ἣ 
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Αἱ γωνίαι Μ’ καὶ ΟΝΜ εἶναι ἴσαι καθὼς καὶ αἱ Ν΄ καὶ ΟΜΝ: 
ἤτοι, αἱ ἀντίστοιχοι χορδαὶ ΜΝ, Μ΄Ν΄, εἶναι ἀντιπαράλληλοι 
πρὸς τὰς εὐθείας ΟΜΝ’, ΟΝΝ΄. 


Θεώρημα 


; 210. Τὸ μῆκος τῆς χορδῆς ΜΝ εἶναι τὸ πηλίκον τοῦ γινομένου τῆς 
δυνάμεως ἀντιστροφῆς ἐπὶ τὸ μῆχος τῆς ἀντιστοίχου χορδῆς διὰ τοῦ "κνο- 
μένον τῶν ὁμολόγων ἀκτίνων εἰς τὰ ἄκρα τῆς δευτέρας χορδῆς. 

᾿Επειδὴ αἱ χορδαὶ ΜΝ, Μ'Ν΄ εἶναι ἀντιπαράλληλοι (Σχ. 143), 
τὰ τρίγωνα ΟΜΝ καὶ ΟΜ΄Ν’ εἶναι ὅμοια καὶ ἑπομένως : 


ΜΝ ΟΝ ΟΝ 
ΜΉ “ὅμ’ Μ΄ -- ΜΉ", σχσ' 
"ΑΦ᾽ ἑτέρου, ΟΝ. ΟΝ΄ -- Κ', ΟΝ -- εἶτ " ἄρα 
Μ’Ν’ 
ΜΝ - Κα. σατο Ν" 
᾿Επίσης: Μ'Ν’ ΞΞ Κ᾽ ἐπ δῊ’ 
Θεώρημα 


220. Λί ἐφαπτόμεναι δύο ἀντιστρόφων γραμμῶν εἰς δύο σημεῖα αὖ- 
τῶν ὁμόλογα, σχηματίζουν ἴσας γωνίας μετὰ τῆς δι᾽ αὐτῶν διερχομένης 
ἀκτῖνος ἀντιστροφῆς. 

Πράγματι, ἂν ΟΜΜ’, ΟΝΝ’ εἶναι δύο τυγοῦσαι ἀκτῖνες, τὸ 
τετράπλευρον ΜΜ’ΝΝ εἶναι ἐγ- 
ὙραθΙμον, αἱ χορδαὶ ΜΝ, Μ΄ Ν΄ 

ντιπαράλληλοι καὶ 
γων. ῬΜΜΞΡ΄ ΝΌ. 

Ἢ σχέσις αὐτὴ θὰ διατηρεῖ- 
ται ὁσονδήποτε πλησίον καὶ ἂν 
ἔλθῃ ἡ ἀκτὶς ΟΝΝ΄ πρὸς τὴνΟ ΜΜ΄. 
Εἰς τὸ ὅριον, ἑπομένως, Γ, ὁπότε αἱ 
χορδαὶ ΜΝ καὶ Μ΄ Ν᾽’ ἀποβαίνουν 
αἱ ἐφαπτόμεναι ΤΜ, ΤΜ΄’, θὰ 
συμβαίνῃ 

γων. ΤΜΜ’ΞΤΜ'Μ. 

Σχόλιον. Δύο ἐφαπτόμεναι ΤΜ, ΤΜ΄’, καὶ τὸ τμῆμα ΜΜ’ τῆς 

ἀκτῖνος εἰς τὰ σημεῖα ἐπαφῆς σχηματίζουν ἰσοσκελὲς τρίγωνον. 


Θεώρημα 
221. Ἢ γωνία δύο γραμμῶν ἑνὸς σχήματος εἶναι ἴση πρὸς τὴν γω- 
νίαν τῶν ὁμολόγων γραμμῶν εἷς τὸ ἀντίστροφον σχῆμα. 


Ἢ γωνία δύο καμπύλων εἰς τὸ σημεῖον τομῆς των εἶναι ἡ γω- 
νία τῶν ἐφαπτομένων τῶν καμπύλων εἰς τὸ σημεῖον αὐτό. 
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“Ἔστωσαν ΜΔ, ΜΕ δύο καμπύλαι τοῦ πρώτου σχήματος, Μ΄ Δ΄, 
ΜΈ’ αἱ ἀντίστροφοι αὐ- 
τῶν εἰς τὸ δεύτερον σχῆ- 
α. Πρέπει νὰ ἀποδεί- 
ὠμεν ὅτι ἡ γωνία ΑΜΓ 
τῶν ἐφαπτομένων τῶν 
πρώτων εἶναι ἴση πρὸς 
τὴν γωνίαν ΑΜΊΦτῶν 
ἐφαπτομένων τῶν δευ- 
τέρων. 


Πράγματι, 
γων. ΓΜΜΞΓΜ'Μ, 
ΑΜΜΞΕΑΜ'Μ, (8 220) 
Β ἄρα 
Στ. 185. γων. ΑΜΓ Ξ- ΑΜΎΤ΄. 


2239. Παρατηρήσεις. 1) Τὰ δύο ζεύγη ἐφαπτομένων ὀρίζουν τρα- 
πέζιον ἰσοσκελὲς καὶ συμμετρικὸν πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΑΒ τῶν ση- 
μείων τομῆς τῶν ἐφαπτομένων. 

2) Εἰς ὡρισμένας περιπτώσεις, τὸ ἀντίστροφον σχῆμα μιᾶς πε- 
ριφερείας ΜΔ εἶναι εὐθεῖα ΜῦΓ [8 223]. Τὸ θεώρημα ἐξακολου- 
θεῖ νὰ ἰσχύῃ. 

Ἢ γωνία ΑΜΓ τῶν ἐφαπτομένων ἰσοῦται πρὸς τὴν γωνίαν τῆς 
ἐμ χυν φόρῳ ΑΜ΄ μετὰ τῆς εὐθείας Μ΄ Γ΄, τῆς ἀντιστρόφου τοῦ τό- 

ου ὅ 


3) Δὲν πρέπει νὰ συγκρίνωμεν τὰς γωνίας τὰς σχηματιζομένας 
ὑπὸ δύο ζευγῶν ἀντιστοίχων χορδῶν, ἀλλὰ τὰς γωνίας δύο ζευ- 
γῶν ἐφαπτομένων εἰς δύο ὁμόλογα σημεῖα. ᾿Επειδὴ αἱ πρῶται 
εὐθεῖαι δὲν εἶναι ἀντίστροφοι ἀλλήλων. 


Θεώρημα 


3838. Τὸ ἀντίστροφον περιφερείας διερχομένης διὰ τοῦ πόλου ἄντι- 
στροφῆς, εἶναι εὐθεῖα κάϑετος ἐπὶ τὴν διάμετρον τὴν διερχομένην διὰ 
τοῦ πόλου. 

2294. ᾿Αντιστρόφως, τὸ ἀντίστροφον εὐθείας εἶναι περιφέρεια διερ’ 
χομένη διὰ τοῦ πόλου καὶ ἡ διάμετρος αὐτῆς, διὰ τοῦ πόλου, εἶναι κάϑε- 
τος ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν. 

42δ. Τὸ ἀντίστροφον περιφερείας μὴ διερχομένης διὰ τοῦ πόλου, 
εἶναι περιφέρεια ὁμοιόϑετος αὐτῆς πρὸς τὸν πόλον. 


᾿Ιδοὺ μερικαὶ ἐφαρμογαί : 
Αον Θεώρημα τοῦ Πτολεμαίον 
2396. Ἑϊς πᾶν ἐγγράψιμον τετράπλευρον, τὸ γινόμενον τῶν διαγωνίων 
εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν γινομένων τῶν ἀπέναντι πλευρῶν. 


"Ἔστω ΑΒΓΔ τὸ τετράπλευρον, Δ' ΖΒ’ τυχοῦσα κάθετος ἐπὶ τὴν 
διάμετρον ΑΕΖ τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. Θεωρήσωμεν 
τὴν ἀντιστροφὴν μὲ πόλον τὸ σημεῖον Α καὶ δύναμιν Κ᾽ -Ξ- ΑΕ.ΑΖ 
καὶ ἔστωσαν Β΄, Ε Δ΄ τὰ ἀντίστροφα τῶν κορυφῶν Β, Γ, Δ. 
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᾿Επειδὴ ἡ διὰ τοῦ Ζ ἀχθεῖσα κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΕ εἶναι ἡ ἀν- 
τίστροφος τῆς περιφερείας, τὰ σημεῖα Β΄, Γ’, Δ’ κεῖνται ἐπ᾿ αὐτῆς 
καὶ θὰ ἔχωμεν 


ΔΒ’ -Ξ ΔΓ' ἘΓΒ' () 
Ἀλλ᾽ εἴδομεν ὅτι (8 210): 


πῦον 
Δ'Β΄-- ΔΒ. Στ ΑΒ 
Ψ' Φ εἰπῶ Κ' 
ΔΊ᾽ Ξ ΔΓ Δ ΑΓ᾽ 
δ᾽ ᾿ΥΝ χὰ 
ΓΒ’ - ΓΒ. ἀπ αδ' 


καὶ ἡ σχέσις (1) γράφεται 


ΔΒ.Κ' ΔΓ.’ ΓΒ.Κκι 
ΑΔ.ΑΒ  ΑΔΟΑΓ. δ ΑΓ.ΑΒ 
ἥ, ἀπαλείφοντες τοὺς παρονομαστάς, 


ΔΒΟ.ΑΓΞΕΔΓΟΑΒΈΓΒ. ΑΔ, (2) 
ἥτις εἶναι ἡ σχέσις τῆς ἐκφωνήσεως. 


Παρονήσησις. ᾿Εὰν τὸ τρίγωνον ΑΔΒ εἶναι ἰσόπλευρον, ΑΔ -Ξ 

ΔΒ --ΒΑ, ἡ σχέοις (2) γίνεται ΑΓ -- ΔΓ -ἘΓΒ καὶ ἐκφράζει τὸ 

γνωστὸν θεῶβημια: Ἢ ἀπόστασις ἑνὸς σημείου τῆς περιγεγραμμένης 

περιφερείας εἰς ἰσόπλευρον τρίγωνον ἀπὸ μιᾶς κορυφῆς αὐτοῦ, εἶναι 

ὑϑῳ ἌΝ ἄϑροοισμα τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τὰς ἄλλας δύο κορυ- 
ς 680). 


226 α. "Αλλὴ ἀπόδειξις. ᾿Εκλέγομεν ὡς πόλον τυχὸν σημεῖον Ο 
τῆς περιφερείας, δύναμιν Κ᾽ τυχοῦσαν καὶ ἔστωσαν α, β, γ, δ, αἱ 


Σι. 141. 


ἐπιβατικαὶ ἀκτῖνες ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ καὶ Α’', Β΄, Γ΄, Δ’ τὰ ἀντί- 
στροφα σημεῖα τῶν τεσσάρων κορυφῶν. 

Γνωρίζομεν ὅτι διὰ τέσσαρα διαδοχικὰ τμήματα ἐπὶ μιᾶς εὐ- 
θείας ἰσχύει ἡ ταυτότης 


Α΄ Β΄. Γ΄ Δ΄-ἰ Α΄Δ΄. ΒΓ Ξξ Β᾽Δ΄ .ΑΥ΄. (1) 
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Πράγματι, ἀντικαθιστῶντες ἕκαστον τῶν τμημάτων Α' Δ΄, Β΄ Δ΄ 
ΑὙΓ' διὰ τῶν μικροτέρων τμημάτων ἐξ ὧν ἀποτελεῖται, λαμβάνο- 
μὲν ὧς τιμὴν ἑκάστου μέλους τῆς (1) τὸ ἄθροισμα 

(Δ΄ Β΄. Γ΄ Δ’ - Α΄Β΄.ΒΤ' -- ΒΒ Γ΄ ΒΓ 'ΈΓ' Δ΄. ΒΓ) 
᾿Επειδὴ δὲ εἶναι 


ΑΒ--- ΑΒ.κ': , ΓΔ - ΓΔ.: 
αβ γδ 


ἡ σχέσις (1) γίνεται 
ΑΒ.ΓΔ ΣΕ ΑΔ. ΒΓ  ΒΔΙΑΓ 
αβγὸ αδβγ βδαγ ᾿ 
δηλ. ἡ προηγουμένη 
ΑΒ.ΓΔΈΑΔ.ΒΓ-:- ΒΔ.ΑΓ. 

296 β. Παρατήρησις. Ἐὰν ΑΒ.ΓΔ ΞΞ ΑΔ.ΒΓ, θὰ ἔχωμεν ἐπίσης καὶ 
ἢ ΒΤ' στὰ Δ΄Γ' 

Β΄Α΄ Ὄπ Δ'Α΄ . 

Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, τὸ πλῆμα ΑὙΤ’ λέγεται διηρημένον 
ἁομονικῶς ὑπὸ τῶν σημείων Β΄ καὶ Δ΄, καθὼς καὶ ἀντιστρόφως διὰ 
τὸ τμῆμα Β΄ Δ΄ ὑπὸ τῶν Β΄ καὶ Γ΄. Αἱ εἰς τὸ σημεῖον συντρέ- 
χουσαι τέσσαρες εὐθεῖαι σχηματίζουν ἁρμονικὴν δέσμην [τετράδα] καὶ 
πᾶσα εὐθεῖα τέμνουσα μίαν τοιαύτην δέσμην διαιρεῖται ἁρμονικῶς 


ὑπὸ τῶν στοιχείων της. 
Ἔκ τούτων ἕπεται τὸ ἀκόλουθον 


ΑΒ΄.Γ’ΔΞΞΑ' Δ΄. ΒΤ' 


Θεώρημα 


227. 'Ἐὰν τετραπλεύρου ἐγγεγραμμένου εἰς περιφέρειαν τὰ γινόμενα 
τῶν ἀπέναντι πλευρῶν εἶναι ἴσα, ἧ τετρὰς τῶν εὐθειῶν, τῶν συνδεου- 
σῶν τυχὸν σημεῖον τῆς περιφερείας μετὰ τεσσάρων χορυφῶν τοῦ τετρα- 
πλεύρον, ὁρίζει ἐπὶ πάσης εὐδείας ἁρμονικὴν τετράδα σημείων. 

Παρατήρησις. Τὰ τετράπλευρα ταῦτα ὀνομάζονται ἁρμονικὰ καὶ 
εἰς ἕκαστον ἐξ αὐτῶν τὸ γινό- 
μενον τῶν ἀπέναντι πλευρῶν 
εἶναι ἴσον μὲ τὸ ἥμισυ τοῦ 
γινομένου τῶν διαγωνίων. Διὰ 
τὰς ἰδιότητας αὐτῶν βλέπε 
8 2454. 


Πρόβλημα 


228. Νὰ κατασχευασϑῇ περι. 
φέρεια διερχομένη διὰ δύο 
μείων Α,Β καὶ τέμνουσα περιφέ- 
οειαν (Γ) κατὰ δοϑεῖσαν γωνίαν μ. 


Ἕσοτω τὸ πρόβλημα λελυ- 
μένον καὶ μ-Ξ ΛΜΝ ἡ γωνία 
τῶν ἐφαπτομένων εἰς τὸ σημεῖον τομῆς Δ. 

Θεωροῦμεν ἀντιστροφὴν μὲ πόλον τὸ σημεῖον Α καὶ δύνα-. 
μιν ΑἸΚΡ -- δύναμις τοῦ σημείου Α πρὸς τὴν δοθεῖσαν περιφέ-; 


Σχ 4148. 
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ρέειαν (Γ), ἵνα διατηρηθῇ ἡ περιφέρεια αὕτη. Κατ᾽ αὐτῆι ἡ ζητου- 
μένη περιφέρεια (Ο) θὰ μετασχηματισθῇ εἰς εὐθεῖαν ΖΘ, τέμνου- 
σαν τὴν περιφέρειαν (Γ) κατὰ τὴν δοθεῖσαν γωνίαν μ καὶ διερχο- 
μένην διὰ τοῦ ἀντιστρόφου Η τοῦ σημείου Β. 

Ἡ εὐθεῖα ΖΘ προοδιορίζεται εὐκόλως, ἐφ᾽ ὅσον θὰ εἶναι μία 
τῶν ἐφαπτομένων τῶν ἀγομένων ἐκ τοῦ Η πρὸς τὴν περιφέρειαν, 
τὴν ὁμόκεντρον τῆς δοθείσης (Γ) καὶ ἐφαπτομένην τῆς χορδῆς ΜΝ. 
Ἢ δὲ ζητουμένη περιφέρεια (Ο) εἶναι ἡ ἀντίστροφος τῆς εὐθείας 
2Θ, μὲ κέντρον ἐπὶ τῆς ἐκ τοῦ Α καθέτου πρὸς αὐτὴν καὶ διάμε- 
τρον ΑΕ ὁριζομένην ἐκ τῆς σχέσεως 


ΑΕ.ΑΖ-Ξ ΑΚ". 


Παρατήρησις. Ὑπάρχουν δύο λύσεις, καὶ μόνον, ἀντίστοιχοι τῶν 
δύο, ἐν γένει, ἐφαπτομένων ἐκ τοῦ Η πρὸς τὴν θεωρηθεῖσαν ὁμό- 
κεντρον τῆς (Γ) περιφέρειαν. 


Τόσεος 


229. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων ἐπαφῆς τῶν περιφερειῶν τῶν ἐφα- 
πιομένων ἀνὰ δύο καὶ δύο δοϑεισῶν περιφερειῶν ; 


Θεωρήσωμεν περιφερείας ἐφαπτομένας ἀλλήλων ἀνὰ δύο κα- 
θὼς καὶ τῶν πλευρῶν δοθείσης γωνίας Α καὶ ἀντιστροφὴν μὲ τυ- 


χόντα πόλον Ο καὶ δύναμιν τυχοῦσαν ΚΚ3. Κατ' αὐτήν, αἱ πλευραὶ 
τῆς γωνίας Α καὶ ἡ διχοτόμος αὐτῆς μετασχηματίζονται εἰς περι- 
φερείας διερχομένας διὰ τοῦ πόλου καὶ τοῦ ἀντιστρόφου Ε τῆς 
κορυφῆς Α καὶ μὲ διαμέτρους ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ ἀντιστοίχως τοιαύ- 


τας, ὥστε 
ΟΒ. ΟΒ'--Ξ ΟΓ’ ΞΕ ΟΔ.Ο Δ’ --Κ, 


ὅπου Α΄, Β΄, Γ΄, οἱ πόδες τῶν ἐκ τοῦ Ο καθέτων ἐπὶ τὰς τρεῖς 
εὐθείας. Αἱ δὲ περιφέρειαι αἱ ἐφαπτόμεναι ἀλλήλων ἀνὰ δύο, με- 
τασχηματίζονται εἰς περιφερείας ἐφαπτομένας ἀλλήλων ἀνὰ δύο 
καὶ τῶν περιφερειῶν (ΟΒ), (ΟΓ). καὶ ἐχουσῶν τὰ σημεῖα Ν, Μ, 
κλπ. τῶν πρὸς ἀλλήλας ἐπαφῶν ἐπὶ τῆς περιφερείας (ΟΔ). ᾿Επειδὴ 


108 


αὕτη εἶναι τὸ ἀντίστροφον τοῦ τόπου ΑΜ’Ν΄..... τῶν σημείων ἐπα- 


φῆς εἰς τὸ ἀρχικὸν σχῆμα (Ν 
Οὕτω φθάνομεν εἰς τὸ ἀκόλουθον θεώρημα: 


23539α. "Ἐὰν ἐγγράψωμεν μεταξὺ δύο περιφερειῶν ἀκολουϑίαν περι- 
φερειῶν ἐφαπτομένων ἀνὰ δύο, τὰ σημεῖα ἐπαφῆς εὑρίσκονται ἐπὶ μιᾶς 
περιφερείας. 

280. Παρατηρήσεις. 1) ᾽᾿Επειδὴ ἡ ΠΕΡΙ ΨΈΡΕΙΝ (ΟΔ) εἶναι ἡ ἀντί- 
στροφος τῆς διχοτόμου τῆς γωνίας Α, ὀνομάζεται διχοτομοῦσα πε- 
ριφέρεια τῶν περιφερειῶν (ΟΒ), (ΟΓ). " φαπτομένη αὐτῆς Οα 
εἰς τὸ Ο εἶναι διχοτόμος τῆς γωνίας τῶν ἐφαπτομένων Ομ, Ον, 
τῶν περιφερειῶν (28). (ΟΓ). 

2) Ἕνεκα τῶν μετασχηματισμῶν εἰς τοὺς ὁποίους ἀγόμεθα, 
ἀναφέρομεν καὶ τὰ ἑπόμενα θεωρήματα. 


Θεώρημα 


231. Αἰ περιφέρειαι, αἱ τέμνουσαι ὀδρϑογωνίως δύο δοϑείσας καὶ μὴ 
τεμνομένας περιφερείας (Α) καὶ (Β), διέρχονται διὰ δύο σταϑερῶν ση- 
μείων ἐπὶ τῆς διακέντρου ΑΒ. 


Ὁ ριζικὸς ἄξων ΓΔ τῶν δοθεισῶν περιφερειῶν εἶναι ὁ τόπος 


τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν, ὡς αἱ (Γ) καὶ (Δ), αἵτινες τέμνουν 
ὀρθογωνίως τἀς (Α) καὶ (ΒΝ 

Γενικώτερον, ἡ εὐθεῖα ΓΔΙεἶῖναι ὁ τόπος τῶν κέντρων τῶν περι: 
φερειῶν τῶν τεμνουσῶν ὀρθογωνίως πάσας τὰτ περιφερείας: αἵτινες 
ἔχουν ὡς ριζικὸν ἄξονα τὴν εὐθεῖαν ταύτην. ᾿Επειδὴ αἱ ἐκ τῶν 
σημείων τῆς ἐφαπτόμεναι ΓΕ, ΓΖ, ΓΖ΄...... εἶναι πᾶσαι ἴσαι καὶ 
κάθετοι ἐπὶ τὰς ἀκτῖνας ΑΕ, ΒΖ, ΒΖ΄.... 

᾿Αφ᾽ ἑτέρου, δύο τυχοῦσαι ἐκ τῶν περιφερειῶν τοῦ δευτέρου συ- 
στήματος, αἱ μὲ κέντρα Γ, Δ, λ. χ., ἔχουν ὡς ριζικὸν ἄξονα τὴν. 


(00) τεμνόμεναι" ἀλλ᾽ ὁ τόπος εἶναι πάντοτε περιφέρεια, οἰανδήποτε 


18. Ση. με-. Σὶς τὴν ἀπόδειξιν ὑπετέθησαν αἱ περιφέρειαι (08 ἣ 
σιν καὶ ἂν ἔχουν πρὸς ἀλλήλας αἱ περιφέρειαι αὗται. 
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εὐθεῖαν ΑΒ, ἀφοῦ αἱ δυνάμεις τῶν Α καὶ Β πρὸς τὰς περιφερείας 
αὐτὰς εἶναι ἴσαι’ ἐπειδὴ ΑΕ"Ξ- ΑΘΞ καὶ 8Ζ:-- ΒΗ2. Ἑπομένως, 
ἡ εὐθεῖα ΑΒ, ὡς ριζικὸς ἄξων τοῦ συστήματος τῶν περιφερειῶν 
Γ, Δ....., τέμνει ταύτας εἰς σταθερὰ σημεῖα Ι, ], τὰ ἔχοντα μη- 
δενικὰς δυνάμεις πρὸς αὐτάς. 


282. 1) Ο Ῥοπεεϊεῖ, ὅστις πρῶτος ἐθεώρησεν τὰἀ σημεῖα αὐτά, 
τὰ ὠνόμασεν ὁριακὰ σημεῖα. (Βλ. Τταῖϊ(ἐ ἀεδ ῥτορτίέζέβ ῥτοϊεςτινεβ 
ἄεβ δἴσυτεϑ. ἴοπις 1, ΝῸ 76). 


2) Τὰ οριακὰ σημεῖα εἶναι ἀραγεσπα καὶ διάφορα ἀλλήλων 
ἐὰν αἱ δοθεῖσαι περιφέρειαι (Α), (Β), (Β7..... δὲν τέμνωνται, καὶ 
συμπίπτουν εἰς ἕν ἐὰν αἱ περιφέρειαι αὐταὶ ἐφάπτωνται (τὸ κοι- 
νὸν σημεῖον ἐπαφῆς των). ᾿Εὰν αἱ περι ϑέρεῖαι ἔχουν κοινὰ σημεῖα 
τὰ ὁριακὰ σημεῖα εἶναι φανταστικά. Τοῦτο ουμβαίνει λ. χ. διὰ τὰς 
περιφερείας ὡς αἱ (Γ), (Δ..... τοῦ δευτέρου συστήματος" ἐπειδὴ 
αἱ ὀρθογώνιοι πρὸς αὐτὰς περιφέρειαι τοῦ πρώτου συστήματος 
(4), (Β)..... δὲν συναντοῦν τὴν διάκεντρον ΓΔ. 


Θεώρημα 


253, Δύο περιφέρειαι μὴ τεμνόμεναι, ἔχουν ὡς ἀντίστροφα δύο ὁμο- 
κέντρους περιφερείας, ἐὰν ὡς πόλος ἀντιστροφῆς ληφϑῇ ἕν ἐκ τῶν 
ὁὀριακῶν σημείων. 

᾿Εκλέγοντες, πράγματι, τὸ σημεῖον  (Σχ. 150) ὡς πόλον ἀντι- 
στροφῆς, παρατηροῦμεν ὅτι αἱ περιφέρειαι (Γ), (Δ)....., ὡς διερχό- 
μεναι διὰ τοῦ πόλου ἰ καὶ τοῦ σημείου 1, μετασχηματίζονται εἰς 
εὐθείας διερχομένας διὰ τοῦ ἀντιστρόφου 1΄ τοῦ δευτέρου σημείου. 
᾿Επειδὴ δε αἱ ἘἘΡΙΈΡΕΙΒΙ αὗται εἶναι ὀρθογώνιοι πρὸς τὰς περι- 
φερείας (Αἢ (8), (Β2....., ἕπεται ὅτι ἡ δέσμη τῶν διὰ τοῦ 1’ εὖὐ- 
θειῶν θὰ εἶναι κάθετος ἐπὶ πάσας τὰς περιφερείας εἰς ἃς μετα- 
σχηματίζονται αἱ (Α), (Β1..... 

Ητοι, αἱ περιφέρειαι (Α), (Β)..... ἔχουν ὡς ἀντίστροφα τὰς πε- 
ριφερείας μὲ κοινὸν κέντρον τὸ σημεῖον 7΄. 


334. Παρατήρησις. Πᾶσαι αἱ περιφέρειαι, αἵτινες δὲν τέμνονται 
καὶ ἔχουν τὸν αὐτὸν ριζικὸν ἄξονα ΓΔ, δύνανται νὰ μετασχήμα- 
τισθοῦν εἰς ὁμοκέντρους περιφερείας. 


Θεώρημα 


335. Δύο τεμνόμεναι περιφέρειαι (Α) (Β) μετασχηματίζονται εἰς 
ἴσας περιφερείας, ἐὰν ἐχλεγῇ ὡς πόλος ἀντισιροφῆς ἕν τυχὸν σημεῖον 
μιᾶς ἐκ τῶν περιφερειῶν αἵτινες διχοτομοῦν αὐτάς. 


Πράγματι, ἡ διχοτομοῦσα αὕτη περιφέρεια (Δ), ὡς διερχομένη 
διὰ τοῦ πόλου καὶ τῶν δύο σημείων τομῆς τῶν περιφερειῶν (Α) 
καὶ (Β), μετασχηματίζεται προφανῶς εἰς τὸν ριζικὸν ἄξονα τῶν 
ἀντιστρόφων (Δ), (Β΄) τῶν περιφερειῶν αὐτῶν. Καὶ ἐπειδὴ ἡ (Δ) 
διχοτομεῖ τὰς (Α) καὶ (Β)., ἔπεται ὅτι τὸ ἀντίστροφόν της (Δ΄) θὰ 
διχοτομῇ τὴν γωνίαν τῶν περιφερειῶν (Α΄) καὶ (Β΄) καὶ κατὰ συ- 
νέπειαν αἱ δύο τελευταῖαι περιφέρειαι θὰ εἶναι ἴσαι. 

᾿Επειδή, δύο περιφέρειαι, τεμνόμεναι κατὰ τὴν αὐτὴν γωνίαν 
ὑπὸ τῆς κοινῆς τῶν χορδῆς, κατ᾽ ἀνάγκην εἶναι ἴσαι. 
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2396. Παρατήρησις. Τὸ θεώρημα εἶναι ἀληθὲς καὶ ἐὰν αἱ δύο 
περιφέρειαι δὲν τέμνωνται. Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, ἡ διχοτο- 
ἰοῦσα περιφέρεια ἀντικαθίσταται ὑπὸ τῆς περιφερείας ἥτις εἶναι 

τόπος τῶν σημείων ἐπαφῆς τῶν περιφερειῶν τῶν ἐφαπτομένων 
ἀνὰ δύο καὶ τῶν δοθεισῶν (4) καὶ (Β) (8 229). 


Θεώρημα 


2937. Μεταξὺ δύο περιφερειῶν (Α) καὶ (Β) αἱ ὁποῖαι δὲν τέμνονται 
καὶ δὲν ἔχουν κοινὰ σημεῖα, ἐγγράφομεν ἀκολουϑίαν περιφερειῶν (Γ), 
(Δὴ..... ἑχάστη τῶν ὁποίων ἐφάπτεται τῶν δοϑεισῶν καὶ τῆς προηγουμέ- 
νῆς καὶ ἑπομένης αὐτῆς περιφερείας. 

1) Τὰ σημεῖα ἐπαφῆς πρὸς ἀλλήλας τῶν περιφερειῶν (ΓῚ], (Δ)..... εὖ- 
ρίσκονται ἐπὶ μιᾶς περιφερείας (Π). 

2) ᾽Εὰν τὸ πλῆϑος τῶν ἐγγεγραμμένων περιφερειῶν εἶναι ν καὶ ἣ πρώτη 
ἐξ αὐτῶν ἐφάπτεται τῆς τελευταίας εἷς τι σημεῖον Μ τῆς περιφερείας 
(Π), ϑὰ ὑπάρχουν πάλιν ν περιφέρειαι, ἐφαπτόμεναι ἀλλήλων ἀνὰ δύο 
καὶ τῶν δοϑεισῶν, οἱονδήποτε καὶ ἂν ἐκλεγῇ τὸ σημεῖον Ν τῆς περιφε- 
ρεΐίας (Π) ὡς σημεῖον ἐπαφῆς τῆς πρώτης καὶ τελευταίας ἐξ αὐτῶν. 


᾿Αρκεῖ νὰ μετασχηματισθοῦν δι᾽ ἀντιστροφῆς αἱ περιφέρειαι (Α) 
καὶ (Β) εἰς δύο ἄλλας ὁμοκέντρους (Α΄) καὶ (Β΄). 

Αἱ περιφέρειαι (Γ), (Δ)..... μετασχηματίζονται εἰς τὰς ἴσας πε- 
ριφερείας (Γ΄), (Δ΄)....., ἐγγεγραμμένας μεταξὺ τῶν περιφερειῶν 
(Α΄) καὶ (Β΄) καὶ τῶν ὁποίων τὰ σημεῖα ἐπαφῆς εὑρίσκονται ἐπὶ 
τῆς ὁμοκέντρου πρὸς τὰς τελευταίας περιφερείας (Π΄). Καὶ ἐπειδὴ 
τὰς ἴσας ταύτας περιφερείας δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν ὡς ἐγγε- 
γραμμένας εἰς ν ἴσους κυκλικοὺς τομεῖς ΜΌ Μ΄ κλπ., γίνεται φα- 
νερὸν ὅτι, ἐὰν θεωρήσωμεν ἕνα κυκλικὸν τομέα, ἴσον πρὸς τοὺς 
προηγουμένους, ΝΟΝ΄΄ ὡς πρῶτον, μετὰ ν ἴσους πρὸς αὐτὸν το- 
μεῖς ἐπανερχόμεθα εἰς ἐκεῖνον ἀφ᾽ οὗ ἀνεχωρήσαμεν. 


Θεώρημα τοῦ Ἐεμεγβαςὶ 


338. Ἢ περιφέρεια τῶν ἐννέα σημείων τριγώνου εἶναι ἐφαπτομένπ, 
τίς ἐγγεγραμμένης καὶ τῶν τριῶν παρεγγεγραμμένων περιφερειῶν 
εἰς αὐτό. 


ΣΧ. 151. 


ὝἝστω ΑΒΓ τὸ τρίγωνον, ΜΙΝ τὰ κέντρα, μιν αἱ ἀκτῖνες τῆς. 
ἐγγεγραμμένης καὶ μιᾶς παρεγγεγραμμένης περιφερείας καὶ Η,Κ,1} 
τὰ μέσα τῶν πλευρῶν. 
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Φέρομεν τὰς ἀκτῖνας εἰς τὰ σημεῖα ἐπαφῆς καὶ προβάλλομεν 
τὸ σημεῖον Γ ἐπὶ τῆς ΑΒ εἰς τὸ Θ. Γνωρίζομεν ὅτι 


ΓΜ μ ΔΜ μ᾽ επομένως; ἰ- ΔΜ 
ΤΝ ν᾿ ΔΝ ν’ βενῶς : Ἔκ "ἊΝ 


καὶ ἀντικαθιστῶντες τὰ εἰς τὴν τελευταῖαν σχέσιν μήκη διὰ τῶν 
προβολῶν τῶν ἐπὶ τῆς εὐθείας ΑΒ, λαμβάνομεν 


ΘΕ Ξ ΔῈ 

ΘΖ ΔΖ᾽ 
δηλ. τὰ σημεῖα Δ καὶ Θ διαιροῦν ἁρμονικῶς τὸ τμῆμα ΕΖ. Καὶ 
ἐπειδὴ τὸ ἥμισυ τοῦ τμήματος ΕΖ εἶναι μέσον ἀνάλογον τῶν ἀπο- 


στάσεων τοῦ μέσου του ἢ ἀπὸ τὰ σημεῖα Δ καὶ Θ (Νικ., Σ.Γ., 
8 123 (2)}, καὶ ἀκόμη, ΑΖ -- ΒΕ, ἄρα καὶ ΗΖ ΞΞ ΗΕ, ἕπεται ὅτι 


(ΖΕ" --ΗΔ. ΗΘ... 


Κατόπιν τούτων, ἂς μετασχηματίσωμεν τὸ σχῆμα δι᾽ ἀντιστρο- 
φῆς, λαμβάνοντες τὸ Η διὰ πόλον καὶ διὰ δύναμιν [(" τὸ γινόμε- 
νον ΗΔ. ΗΘ -- ΗΕ: -Ξ ΗΖ". Κατ᾽ αὐτήν, αἱ περιφέρειαι (Μ), (ΝῚ 

ετασχηματίζονται εἰς ἑαυτάς, ἀφοῦ τὰ τετράγωνα τῶν ἐκ τοῦ Η 
φαπτομένων πρὸς αὐτὰς ΗΕ, ΗΖ εἶναι ἴσα πρὸς Κα" ἡ δὲ περι- 
φέρεια τῶν ἐννέα σημείων, ὡς διερχομένη διὰ τοῦ πόλου Η, μέ- 
σου τῆς ΑΒ, καὶ διὰ τοῦ ποδὸς Θ τοῦ ἐκ τοῦ Γ ὕψους τοῦ τρι- 
γώνου, μετασχηματίζεται εἰς εὐθεῖαν (ε), διερχομένην διὰ τοῦ 
σημείου Δ. ᾿Επειδὴ τοῦτο εἶναι τὸ ἀντίστροφον τοῦ Θ, ἀφοῦ 
ΗΔ. ΗΘ -- Κ’, 

Ἡ εὐθεῖα (ε) θὰ τέμνῃ τὴν εὐθεῖαν ΑΒ (ἀντιστοιχοῦσαν εἰς 
ἑαυτὴν κατὰ τὴν ἀντιστροφὴν) κατὰ γωνίαν ΒΔΡ ἴσην πρὸς ἐκεί- 
νην κατὰ τὴν ὁποίαν τὴν τέμνει καὶ ἡ Ἀερφερεία τῶν ἐννέα ση- 
μείων, δηλ. κατὰ τὴν γωνίαν ΛΗΒ, ὅπου ΠΛ εἶναι ἡ ἐφαπτομένη 
τῆς περιφερείας αὐτῆς εἰς τὸ Η. ᾿Αλλ’ ἡ εὐθεῖα ΗΛ εἶναι ἀντιπα- 
ράλληλος τῆς ΑΒ ὡς πρὸς τὰς πλευρὰς τῆς γωνίας Γ (8 28,3) καὶ 
ἑπομένως ἡ εὐθεῖα (ε) δὲν εἶναι ἄλλη παρὰ ἡ δευτέρα ἐσωτερικὴ 
ἐφαπτομένη ΔΓ τῶν περιφερειῶν (Μ) καὶ (Ν). 

Κατ΄ ἀκολουθίαν, τὸ ἀντίστροφον τῆς εὐθείας (ε), δηλ, ἡ περι- 
φέρεια τῶν ἐννέα σημείων, ἐφάπτεται τῶν ἀντιστρόφων τῶν περι- 
φερειῶν (Μ), (Ν). Ταῦτα δέ, ὡς εἴδομεν, συμπίπτουν πρὸς τὰς 
ἰδίας περιφερείας (Μ) καὶ (Ν). 


2388α. Παρατήρησις. Διὰ νὰ ὡρίσωμεν τὰ σημεῖα ἐπαφῆς Σ΄. Σ 
τῆς περιφερείας τῶν ἐννέα σημείων καὶ τῶν περιφερειῶν (Μ) καὶ 
(Ν), ἀρκεῖ νὰ συνδέσωμεν τὸ σημεῖον Η μετὰ τῶν σημείων ἐπα- 
φ τῆς δευτέρας ἐσωτερικῆς ἐφαπτομένης πρὸς αὐτάς. Ἡ εὐθεῖα 

ρωΝ τὸ σημεῖον Σ καὶ ἡ ΗΡ τὸ σημεῖον Σ΄. (Βλπ. ἐπίσης 
4 ᾿ 


285β. “Ἕνεκα τοῦ προηγουμένου θεωρήματος, ἡ περιφέρεια τοῦ 
πυ]εγ ὠνομάσθη πολλάκις καὶ περιφέρεια τοῦ Εδμογδαοσν. ἯἮ ὀνομα. 
σία ἄλλωστε τῆς περιφερείας αὐτῆς ὡς τῶν ἐννέα σημείων δὲν εἶναι 
πολὺ ἐπιτυχής, δεδομένου ὅτι ἡ γραμμὴ αὐτὴ διέρχεται καὶ διὰ 
πλήθους ἄλλων ἀξιοσημειώτων σημείων, ὡς γνωρίζομεν σήμερον. 

ὁ σημεῖον ἐπαφῆς τοῦ ἐγγεγραμμένου κύκλου καὶ τοῦ κύκλου 
τῶν ἐννέα σημείων εἶναι τὸ σημεῖον τοῦ Βεμονδαοῖ. (8 1341 β). 
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"Αντισιροψὴ εἰς τὸν χῶρον 


389. Διὰ τὰ ἀντίστροφα σχήματα εἰς τὸν χῶρον, θὰ περιορι- 
σθῶμεν μόνον εἰς ἐκεῖνα τὰ ὁποῖα σχετίζονται πρὸς τὸ ἐπίπεδον 
καὶ τὴν σφαῖραν. ᾿Εὰν στρέψωμεν μίαν εὐθεῖαν καὶ μίαν περιφέ- 
κόνιν περὶ μίαν διάμετρον κάθετον ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν, παράγομεν 
ν ἐπίπεδον καὶ μίαν σφαῖραν. 

Δύο περιφέρειαι στρεφόμεναι περὶ τὴν διάκεντρόν τὼν παρά- 
γοῦν δύο σφαίρας. 

Ἔκ τῶν παρατηρήσεων αὐτῶν προκύπτουν τὰ ἑπόμενα συμπε- 
ράσματα. 


Θεώρημα 


340. Τὸ ἀντίστροφον σχῆμα σφαίρας πρὸς πόλον κείμενον ἐπ᾽ αὖ- 
τῆς, εἶναι ἐπίπεδον κάθετον ἐπὶ τὴν διάμετρον τὴν διερχομένην διὰ τοῦ 
πόλου. 

Τὸ ἀντίστροφον σχῆμα ἐπιπέδου πρὸς πόλον ἐξωτεριχὸν αὐτοῦ, εἶναι 
σφαῖρα διερχομένη διὰ τοῦ πόλου καὶ ἔχουσα τὸ κέντρον της ἐπὶ τῆς 
διὰ τοῦ πόλου διερχομένης καθέτου διαμέτρου ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον. 

Τὸ ἀντίστροφον σχῆμα σφαίρας πρὸς πόλον μὴ κείμενον ἐπὶ τῆς ἐπι- 
φανείας της, εἶναι μία ἄλλη σφαῖρα. Ὃ δὲ πόλος εἶναι κέντρον ὁμοιό- 
τητος τῶν δύο ἀντειστρόφων σχημάτων. 


Θεώρημα 


241. Ἑὶκς δύο ἀνείστροφα σχήματα, αἱ ἀντίστοιχοι γωνίαι εἶναι ἴσαι. 


"Ἔστωσαν (ΜΝ), (ΜΔΛῚ δύο καμπύλαι εἰς τὸν χῶρον καὶ (Μ΄ Ν᾽, 
(Μ΄ ΛΔ αἱ ἀντίστροφοι αὐτῶν. Αἱ καμπύλαι (ΜΝ), 
(Μ΄ Ν᾽) εὑρίσκονται εἰς τὸ αὐτὸ ἀπίπεδον, διερ- 
χόμενον διὰ τοῦ πόλου Ο, καὶ τὸ αὐτὸ συμβαί- 
νει’ καὶ διὰ τὰς καμπύλας (ΝΛ), (Ν᾽ ΔΛ") 

Θεωρήσωμεν τὰς ἐφαπτομένας ΜΑ, ΜΒ τοῦ 
πρώτου ζεύγους τῶν καμπύλων καὶ τὰς Μ΄Α', 

“Β΄ τοῦ δευτέρου ζεύγους, ἀλλὰ διευθυνομένας 
κατ' ἀντιθέτους φορὰς πρὸς ὑπο πρώτας. 

Αἱ τρίεδροι γωνίαι Ἅ, ΟΑΒ καὶ Μ΄, ΟΑ' ΒΒ’ 
εἶναι ἴσαι, ὡς ἔχουσαι μίαν δίεδρον ἴσην περι4- 
χρμένην μεταξὺ δύο ἐἑὶ ΤΟΥ ἴσων ἀντιοτο κοτε 

ράγματι, αἱ δίεδροι μὲ κοινὴν ἀκμὴν ΟΜΜ’ 
εἶναι ἴσαι, αἱ δὲ ἕδραι ΑΜΟ, ΒΜΟ εἴναι ἴσαι 
ἀντιστοίχως πρὸς τὰς ἕδρας Α'ΜΌ, Β'ΜΌ, ὡς 
ἤδη ἐδείχθη (8 221). 

Επομένως, καὶ αἱ τρίται ἔδραι τῶν δύο τριξ. 
δρων εἶναι ἴσαι, ἢ 

ΑΜΒ --βΑ΄ ΜΒ΄ Ξ- ΓΜ Δ' (9) 


Παρατήρησις. ᾿Ἐθεωρήσαμεν τὴν κατὰ κορυφὴν γωνίαν τῆς Γ΄ Μ΄ Δ’ 
διὰ νὰ ἀχθῶμεν εἰς ἰσότητα τριέδρων. ἱ 


Σι. 152. 


, 
19. Σημ. μετ. Αἰ καμπύλαι (ΜΜ ΚΝ}, (ΝΑ) ὑποτίθενται ἐπίπεϑοι ὰ 
τὴν ἀνωτέρω ἀπόδειξιν. 
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Θεώρημα 


342. Τὸ ἀντίστροφον σχῆμα περιφερείας πρὸς πόλον ἐκτὸς τοῦ ἐπι- 
πέδου αὐτῆς κείμενον, εἶναι περιφέρεια. 

"Ἔστω (ΑΒ) ἡ περιφέρεια, (Ρ) τὸ ἐπίπεδόν τῆς καὶ Ο σημεῖον 
ἐκτὸς τοῦ (Ρ) κείμενον. ᾿Εκ 
τοῦ Ο ἂς φέρωμεν κάθετον 
ΟΜ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον καὶ ἂς 
θεωρήσωμεν τὸ ἀντίστροφον Μ΄ 
τοῦ ποδὸς Μ. 

Ἡ ΔΌΤΕ (Σ) μὲ διάμε- 
τρον ΟΜ’ εἶναι τὸ ἀντίστρο- 
φΦον τοῦ ἐπιπέδου (ΡῚ καί, ἔ- 
πομένως, πάντα τὰ ὁμόλογα 
σημεῖα τῆς περιφερείας (ΑΒ) 
θὰ εὐρίσκωνται ἐπ᾽ αὐτῆς. ΑΦφ᾽ 
ἑτέρου, ἐπειδὴ ΟΑ. ΟΑΞΟΒ. 
ΟΒ΄, ὑπάρχει σφαῖρα (Τ) μὲ 
μέγιστον κύκλον τὴν περιφέ- 
ρειαν ΑΒΑ΄Β’ καὶ εἰς τὴν ὁ- 
ποίαν ἀνήκει προφανῶς ἡ πε- 
ριφέρεια (ΑΒ): ἐπὶ τῆς σφαί- 
ρας ταύτης εὑρίσκονται πάντα 
τὰ ὁμόλογα σημεῖα Δ΄ τῶν 
διαφόρων σημείων Δ τῆς περι- 
φερείας (ΑΒ): ἐπειδὴ εἶναι: 
ΟΔ. ΟΔΞΞ ΟΑ .ΟΑ΄ΞΞ ΟΒ .ΟΒ΄. 

Ὃ τόπος, ἑπομένως, τῶν σημείων Δ΄ εἶναι ποριφέρεια, τομὴ 
τῶν σφαιρῶν (Σ) καὶ (Τ). 


2348. Παρατηρήσεις. 1) Αἱ ἀντίστροφοι περιφέρειαι (ΑΒ), (Α'Β7) 
εἶναι ἀντιπταράλληλοι τομαὶ τοῦ κώνου μὲ κορυφὴν Ο καὶ βάσιν 
τὴν περιφέρειαν (ΑΒ). 

2) Πᾶσα ἐπίπεδος τομὴ τοῦ κώνου παράλληλος τοῦ ἐπιπέδου 
(} δίδει περιφέρειαν ἀντίστροφον τῆς (Α΄ Β΄) ἀλλὰ μὲ διάφορον 

ύναμιν ἀντιστροφῆς. 

3) Τὸ ἐφαπτόμενον ἐπίπεδον τῆς σφαίρας (Σ) εἰς τὸ Ο δίδει 
περιφέρειαν περιωρισμένην εἰς τὸ σημεῖον αὐτό, ἡ δὲ διεύθυνσίς 
του ἀρκεῖ πρὸς καθορισμὸν τῶν ἀντιπαραλλήλων ἐομῶν τοῦ εἰς 
τὴν (Σ) ἐγγεγραμμένου πλαγίου κυκλικοῦ κώνου (ΟΑ΄ Β'). 

4) Ἢ θεώρησις τῆς σφαίρας (Τ) καὶ τοῦ κώνου (ΟΑΒ) μᾶς 
ὁδηγεῖ εἰς τὴν ἑπομένην παρατήρησιν : Πᾶς κῶνος τέμνων σφαῖ- 
ραν κατὰ περιφέρειαν ΒΑ, τέμνει αὐτὴν ἐκ νέου κατὰ περιφέρειαν 
πάλιν Α΄ Β΄. 

5) ᾿Εὰν ὡς δύναμις ἀντιστροφῆς ληφθῇ ΚῖΞΞ2ρ", ὅπου ρ ἡ ἀκτὶς 
τῆς περιφερείας (ΑΒ), τὸ ἐπίπεδον (Ρ) θὰ διέρχεται διὰ τοῦ κέν- 
ἵρου τῆς ἀντιστρόφου του σφαίρας (Σ). 


Σχ. 153 


244. Στερεογραφικὴ προβολή. ᾿Ονομάζομεν στερεογραφικὴν προ- 
μι: ἑνὸς σφαιρικοῦ σχήματος τὴν κωνικὴν προβολὴν αὐτοῦ ἐπὶ 
ἰαμετρικὸν ἐπίπεδον τῆς σφαίρας, ὅταν ὡς κορυφὴ τοῦ κώνου λη- 
φθῇ ἕν τῶν ἄκρων τῆς καθέτου ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον διαμέτρου τῆς 
οφαίρας. 


Τεωμετρία 3 
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Συνέπειαι. Πᾶν ὅ,τι ἀπεδείχθη διὰ τὰ ἀντίστροφα σχήματα εἰς 
τὸν χῶρον ἰσχύει καὶ διὰ τὴν εἰδικὴν περίπτωσιν τῆς στερεογραφι- 
κῆς προβολῆς. 

Οὕτω, μία περιφέρεια ΑΜΒ προβάλλεται κατὰ περιφέρειαν 
Α΄Μ΄Β΄ αἱ γωνίαι διατηροῦνται κλπ. 


Θεώρημα τοῦ Οσλαςίες 


346. Τὸ κέντρον Ν᾽ τῆς περιφερείας καϑ᾽ ἣν προβάλλεται περιφέ 
ρεια ΑΜΒ τῆς σφαίρας, εἶναι ἣ προβολὴ τῆς κορυφῆς Ν τοῦ κώνου τοῦ 
περιγεγραμμένον εἰς τὴν σφαῖραν κατὰ τὰ σημεῖα τῆς ϑεωρουμένης πε- 
οιφερείας ΑΜΒ. 


Δι᾿ ἑνὸς τυχόντος σημείου Μ τῆς περιφερείας ΑΜΒ φέρομεν τὸ 
ἐπίπεδον ΜΟΝ, διερχόμενον διὰ τῆς ἀρχῆς Ο καὶ τῆς κορυφῆς Ν 
τοῦ περιγεγραμμένου κώνου. Ἢ εὐθεῖα ΝΝ΄ΌΟ εἶναι ἡ προβάλλουσα 
τοῦ Ν καὶ τὸ τμῆμα Μ΄Ν΄ ἡ προβολὴ τῆς ἐφαπτομένης ΜΝ. 

Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν τὴν πρότασιν καὶ νὰ δώσωμεν συνάμα 
μίαν ἄλλην ἀπόδειξιν τοῦ γνωστοῦ θεωρήματος τῆς ὃ 242, ἀρκεῖ 
νὰ δείξωμεν ὅτι τὸ μῆκος Μ΄Ν΄ εἶναι σταθερόν. 

Πρὸς τοῦτο, παρατηροῦμεν ὅτι ἡ γωνία ΟΜΝ, ἡ σχηματιζο- 
μένη ὑπὸ τῆς εὐθείας ΟΜ καὶ τῆς 
ἐφαπτομένης ΜΝ, εἶναι ἴση πρὸς 
τὴν γωνίαν τῆς ΟΜ μετὰ τοῦ τόξου 
τῆς περιφερείας, ἣν ὀρίζει ἐπὶ τῆς 
σφαίρας τὸ ἐπίπεδον ΜΟΝ (3). 

Τὸ ἀντίστροφον τοῦ τόξου τού- 
του εἶναι τμῆμα Μ'Ν’ (85 220, 223), 
καὶ ἐπομένως αἱ γωνίαι ΟΜΝ, 
ΟΜ Ν΄ εἶναι παραπληρωματικαί. 
Καὶ ἐπειδὴ εἰς δύο τρίγωνα αἱ πλευ- 
ραί, αἱ ἀπέναντι ἴσων ἢ παραπλῆη- 
ρωματικῶν γωνιῶν εἷναι ἀνάλογοι 
(8 150), θὰ ἔχωμεν: 


ΜΝ ΟΝ’ ΟΝ’ 
Σχ. 152. ΑΕΒ Ν-- πρλ Νν 
͵ ἊΝ Ν ΜΉΞΜΝ. ὅν, 
Δηλ. ἡ Μ΄Ν΄ ἔχει μῆκος σταθερόν. 
24δα. Σημείωσις. Τὸ θεώρημα τοῦ σπαβῖίες ἐδόθη τὸ 1816. Ἡ 
ἀνωτέρω ἐκφώνησίς του παρέμεινε κλασσικὴ καὶ δὲν θὰ πρέπει νᾶ. 


τροποποιηθῇ᾽ κατ᾽ αὐτήν, ἡ προβολὴ δὲν νοεῖται ὡς ὀρϑή, ἀλλὰ 
ὡς κωνικὴ ἢ κεντρική, καθὼς τὴν ἐθεωρήσαμεν. : 


Γενικὴ παρατήρησις 


ΡΞ 


346. “Ὅπως εἴδομεν, οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ θέσις ἑνὸς ἐπιεὶ 
πέδου (Ρ) ὡς πρὸς τὴν ἀντίστροφον αὐτοῦ σφαῖραν, ὁ πόλος 
τῆς ἀντιστροφῆς εἶναι τὸ ἕν τῶν ἄκρων τῆς διαμέτρου τῆς σφαΐν 
ρας τῆς καθέτου ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον. 

Ἂν Μ' εἶναι ὁ ποὺς τῆς διαμέτρου ταύτης ἐπὶ τὸ ἐπίπεδ᾽ 


20. ΣΉμ. Μετ. ᾿ΕἘπειδὴ ἡ ἩΝ ἐφάπτεται τοῦ τόξου τούτου εἰς τὸ 
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δυνάμεθα εὐκόλως νὰ διαπιστώσωμεν τὴν ἀλήθειαν τῶν ἑπομένων 


παρατηρήσεων : 


Πᾶς μέγιστος κύχλος τῆς σφαίρας διερχόμενος. διὰ τοῦ πόλον Ο με- 
τασχηματίζεται εἰς εὐθεῖαν τοῦ (Ρ) διὰ τοῦ σημείου Μ΄. 

Πᾶς μιχρὸς κύκλος τῆς σφαίρας διερχόμενος διὰ τοῦ πόλου μετασχη- 
ματίζεται εἰς εὐθεῖαν τοῦ (Ρ), μὴ διερχομένην διὰ τοῦ Μ΄. 

Πᾶσα περιφέρεια τῆς σφαίρας μὴ διερχομένη διὰ τοῦ πόλου ἔχει ὡς 


ἀντίστροφον περιφέρειαν εἰς τὸ (Ρ). 


Αἱ περιφέρειαι τοῦ (Ρ) αἱ διερχόμεναι διὰ τοῦ Μ’ ἔχουν ὡς ἀντί- 
στροφα μικροὺς κύκλους τῆς σφαίρας, διερχομένονς διὰ τοῦ διαμετοι- 


κοῦ σημείου τοῦ πόλον. 


Πᾶσα ἰδιότης ἑνὸς σφοισικοῦς σχήματος ἔχει τὴν ἀντίστοιχόν της ἐπὶ 


τοῦ ἀντιστρόφου σχήματος εἰς τὸ (Ρ). 


᾿Αντιστρόφως, πᾶσα ἰδιότης ἑνὸς σχήματος εἰς τὸ ἐπίπεδον (Ρ) ἔχει 
τὴν ἀντίστοιχόν της ἐπὶ τοῦ ἀντιστρόφου αὐτοῦ οχήματος εἰς τὴν σφαῖραν. 


Παραδείγματα 


347. Θεωρήματα. (α) Εἰς τὸ 
ἐπίπεδον, πᾶσα τέμνουσα δύο πε- 
οἰφερειῶν, διερχομένη διὰ τοῦ ἑνὸς 
τῶν κέντρων ὁμοιότητος αὐτῶν, 
τέμνει τὰς περιφερείας ὑπὸ ἴσας 
γωνίας. 

(β) Δύο ἀντιομόλογα σημεῖα δύ- 
νανται νὰ ϑεωρηϑοῦν ὡς σημεῖα ἐ- 
παφῆς περιφερείας ἐφαπτομένης τῶν 
δύο περιφερειῶν. [Νικ., Σ. Γ΄. 8 68]. 

(γ) Δύο ζεύγη ἀντιομολόγων ση- 
μείων ανήχουν εἰς τὴν αὐτὴν πε- 
θύφέρειον [Νυκ. Σ. Γ΄. 8 68]. 

(δ) Ὁ τόπος τῶν σημείων ἐκ 
τῶν ὁποίων δυνάμεϑα νὰ φέρωμεν 
ἴσας ἐφαπτομένας πρὸς δύο περι- 
φερείας, εἶναι εὐθεῖα κάϑετος ἐπὶ 
τὴν διάχεντρον τῶν περιφερειῶν. 

Ἢ εὐθεῖα αὕτη καλεῖται ρι- 
ζικὸς ἄξων τῶν δύο περιφερειῶν. 


(ε) Πᾶσα περιφέρεια μὲ κέντρον 
ἐπὶ τοῦ οιζιχοῦ ἄξονος καὶ ἀκτῖνα 
τὴν ἐξ αὐτοῦ ἐφαπτομένην πρὸς 
τὴν μίαν ἢ τὴν ἄλλην τῶν δύο 
περιφερειῶν, τέμνει ὀρϑογωνίως 
αὐτάς. 


(Ὦ Αἱ περιφέρειαι, αἱ διερχό- 
μεναι διὰ δύο σταϑερῶν σημείων 
καὶ τέμνουσαι δοϑεῖσαν περιφέ- 
θειαν, ὁρίζουν χορδὰς ἐπὶ τῆς τε- 
βνυμένης περιφερείας διεοχομένας 

ιὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


"Αντίστοιχα ϑεωρήματα. (α) 
Εἰς τὴν σφαῖραν, πᾶς μέγιστος χύ- 
χλὸος διερχόμενος διὰ τοῦ ἑνὸς τῶν 
κέντρων ὁμοιότητος δύο μικρῶν 
κύχλων αὐτῆς, τέμνει αὐτοὺς ὑπὸ 
ἴσας γωνίας. 

(β) Δύο ἀντιομόλογα σημεῖα δύ- 
νανται νὰ ϑεωρηϑοῦν ὡς σημεῖα 
ἐπαφῆς κύχλουν ἐφαπτιομένου τῶν 
δύο μικρῶν κύκλων. 

(ἡ) Δύο ζεύγη ἀντιομολόγων ση- 
μείων ἀνήκουν εἰς τὸν αὐτὸν κύ- 
κλον. 

(δ) “Ο τόπος τῶν σημείων ἐκ 
τῶν ὁποίων δυνάμεϑα νὰ φέρωμεν 
πρὸς δύο μικροὺς κύκλους τόξα 
μεγίστων κύχλων ἐφαπτόμενα αὖ- 
τῶν καὶ ἴσα, εἶναι μέγιστος πκύ- 
κλος κάϑετος πρὸς ἐκεῖνον, ὅστις 
διέρχεται διὰ τῶν κέντρων τῶν δύο 
μιχρῶν κύκλων. 

Οὗτος καλεῖται ριζικὸς κύ- 
κλος τῶν δύο μικρῶν κύκλων. 

(ε) Πᾶς κύκλος μὲ κέντρον ἐπὶ 
τοῦ ριζιχοῦ κύκλου καὶ πολιχὴν 
ἀκιῖνα τὴν χορδὴν τοῦ ἐξ αὐτοῦ 
ἐφαπτομένου τοξου μεγίστου κύ- 
κλου πρὸς τὸν ἕνα ἢ τὸν ἄλλον 
τῶν δύο μικρῶν κύκλων, τέμνει 
ὀρϑογωνίως αὐτούς. 

(Ὁ Οἱ κύκλοι μιᾶς σφαίρας, οἱ 
διερχόμενοι διὰ δύο σταϑερῶν ση- 
μείων αὐτῆς καὶ τέμνοντες δοϑέντα 
μικρὸν κύκλον, ὁρίζουν, διὰ τῶν 
σημείων τομῆς, μεγίστους κύχλους 
τῆς σφαίρας διερχομένους διὰ τῆς 
αὐτῆς διαμέτρου. 
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2348. Παρατηρήσεις. 1) Τὸ ἐξάγωνον τοῦ Ραβιαὶ, τὸ ἐξάγωνον τοῦ 
Βρνίαποβονι ἔχουν τὰ ἀνάλογά των ἐπὶ τῆς ἐπιφανείας τῆς σφαίρας 
καὶ δυνάμεθα νὰ διατυπώσωμεν τὰ ἀκόλουθα θεωρήματα : 

Εἰς πᾶν σφαιρικὸν ἑξάγωνον ἐγγεγραμμένον εἰς μικρὸν κύκλον, τὰ 
σημεῖα τομῆς τῶν ἀντικειμένων πλευρῶν εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς περιφε- 
ρεΐας μεγίστου κύκλου. 

Τὰ διαγώνια τόξα μεγίστων κύκλων, τὰ συνδέοντα τὰς ἀντικειμένας 
κορυφὰς ἑνὸς σφαιριχοῦ ἑξαγώνον περιγεγραμμένου εἰς μιχρὸν κύκλον, 
διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου, ἢ ἄλλως, τὰ ἐπίπεδα τῶν τριῶν με- 
γίστων κύκλων, οἵτινες διέρχονται διὰ τῶν ἀπέναντι κορυφῶν ἑνὸς 
ἑξαγώνου περιγεγραμμένου εἰς μικρὸν κύκλον, διέρχονται διὰ τῆς αὐτῆς 
διαμέτρου. 

᾿Ιδοὺ ἕν παράδειγμα θεωρήματος ἐπὶ τῆς σφαίρας ὁδηγοῦντος 
εἰς θεώρημα ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου : 

τὸ Θεώρημα τοῦ ἀτιέπεαι α’ Διανλοτὶ (8 160) μετασχηματίζεται 
εἰς τό: 

Τὸ ἄϑροισμα δύο ἀντικειμένων γωνιῶν ἑνὸς ἐπιπέδου τετραπλεύρου, 
ἐγγεγραμμένον εἰς περιφέρειαν καὶ τοῦ ὁποίου αἱ πλευραὶ εἶναι τυχόντα 
κυκλικὰ τόξα, εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν δύο ἄλλων γωνιῶν αὖ- 
τοῦ. (ΒαΙἴζετ, 8 ΙΝ, πῦ 4). 

Εἶναι εὔκολον ἄλλωστε νὰ ἀποδείξωμεν ἀπ’ εὐθείας τὸ θεώ- 
ρημα τοῦτο, ὡς καὶ πολλὰ ἄλλα, λαμβανόμενα δι᾽ ἀντιστροφῆς 
ἐκ θεωρημάτων ἀναφερομένων εἰς σφαιρικὰ πολύγωνα. (Εχ. ἁ. Ο., 
2ε͵, 3ε͵, 4ε ἐάϊίίοῃδβ, ᾿ἶντε 11, πϑ 686). 

2) Ἡ στερε γραφικὴ προβολὴ χρησιμοποποιεῖται εἰς τὴν Χαρ- 
τογραφίαν. Θεωροῦντες ἐπίπεδον μεγίστου κύκλου σφαίρας ὡς τὸ 
ἐπίπεδον προβολῆς καὶ κέντρον προβολῆς ἕνα τῶν πόλων τοῦ ἐπι- 
πέδου τούτου, λαμβάνομεν ὡς προβολὴν ἑνὸς τυχόντος κύκλου 
τῆς σφαίρας, περιφέρειαν πάντοτε ἢ εὐθεῖαν. Παράλληλοι κύκλοι 
τῆς σφαίρας ἢ μεσημβρινοὶ προβάλλονται κατὰ περιφερείας, ἐν 
γένει, εὐκόλως δυναμένας νὰ κατασκευασθοῦν, ἡ δὲ διατήρησις 
τῶν γωνιῶν ἑνὸς σφαιρικοῦ σχήματος κατὰ τὴν προβολὴν ἔχει ὡς 
ἀποτέλεσμα ἀπεικόνισιν αὐτοῦ ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου ἀρκετὰ πιστὴν 
κατὰ τὴν μορφήν. Ἢ ἰσοδυναμία ὅμως τῶν ἐπιφανειῶν δὲν διατη- 
ρεῖται διὰ περιοχὰς ἀνίσως τοῦ πόλου ἀπεχούσας καὶ μάλιστα 
διὰ τὰς ἐγγὺς αὐτοῦ εὑρισκομένας. 

3) Ἡ λοξοδρομία εἶναι σφαιρικὴ καμπύλη τέμνουσα οἰκογένειαν 
μεσημβρινῶν κατὰ σταθερὰν γωνίαν. Διὰ τὴν χάραξίν της σχεδιά- 
ζομεν μίαν λογαριθμικὴν ἕλικα ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου μεγίστου κύκλου, 
ἔχουσαν ὡς πόλον τὸ κέντρον αὐτοῦ, καὶ προβάλλομεν ἀκολούθως 
τὴν καμπύλην ταύτην ἀπό τινος τῶν πόλων τοῦ ἐπιπέδου ἐπὶ τὴν 
ἐπιφάνειαν τοῦ ἀντιθέτου ἡμισφαιρίου. (Εχ. ἃς σέοπι. Ὠεποτιρίϊνον 
πὸ 1217 ἃ 1223). ᾿Επειδή, ὡς γνωστόν, ἡ λογαριθμικὴ ἕλιξ τέμνει 
κατὰ σταθερὰν γωνίαν τὰς πολικὰς ἀκτῖνας τοῦ ἐπιπέδου τῆς 
(καθ᾽ ἂς προβάλλονται οἱ διὰ τῶν πόλων αὐτοῦ μεσημβρινοὶ τῆς 
σφαίρας), γίνεται φανερὸν ὅτι ἡ λαμβανομένη καμπύλη, ἡ λοξοδρο» 
μία, θὰ τέμνῃ κατὰ σταθερὰν γωνίαν τοὺς ἐν λόγῳ μεσημβρινούς- 

4) Τὸ ϑεώρημα τοῦ Ψιϊ ατοραι, : τὸ δισεφαπτόμενον (Ὀϊίαπρεπῖ) ἐπίκ 
πεδὸν μιᾶς σπείρας τέμνει τὴν ἐπιφάνειαν ταύτην κατὰ δύο κύκλους ἴσουβ, 
ἤγαγεν τὸν Μαπηπεΐπι εἰς θεώρημα ἀνάλογον διὰ σφαῖραν δισᾶς 
φαπτομένην μιᾶς σπείρας. (Εχ. ἀε Οέοιηπ. Ὠέεβογ. πο8 942, 943 φὲ 
1202--- 1205). 
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2348. Σημείωσις. Ἢ στερεόγραφικὴ τιροβολὴ φαίνεται ὅτι ὀφεί- 
λεται εἰς τὸν Ἵππαρχον (150 π. Χ.) καὶ μετεδόθη εἰς ἡμᾶς ὑπὸ τοῦ 
Πτολεμαίου (βλ. ᾿Ιστορικὴ ἐπισκόπησις). Ἢ μέθοδος τοῦ μετασχηματι- 
σμοῦ δι᾽ ἀντιστροφῆς προετάθη ὑπὸ τοῦ ϑέαδθθ58 τὸ 1843 καὶ ἐφηρμό- 
σθη κατόπιν ὑπὸ τοῦ ΜΠ} πὶ Ὑποπιβοα ὑπὸ τὸ ὄνομα Ργίπείρε ἀεε 
ἐπιασε8. Ὃ 1ΐουν!ε ἐγενίκευσε τὴν ἀρχὴν ταύτην τὸ 1849’ ἐπε- 
ξειργάσθη αὐτὴν διὰ τῆς ἀναλύσεως καὶ τὴν ὠνόμασεν μετασχῆ- 
ματισμὸν διὰ ἀντιστρόφων ἐπιβατικῶν ἀκτίνων {Τνατπιϑίογτπαίἑοη Ῥαν 
τανοπϑ νεοίοιν8 νέοϊργοφιιοδ). ὋΟ ὅρος ᾿Επιφάνειαι ἀνείστροφοι ἐχρησι- 
μοποιήθη ὑπὸ τοῦ Βταναΐβ εἰς τὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἣν ἡ δύναμις 
ἀντιστροφῆς εἶναι ἴοη πρὸς --Ἰ. (Ν. Α. 1854, Ρ. 227 εἴ ϑυϊναπίεβ). 

Ἢ μέϑοδος τῆς ἀντιστροφῆς εἶναι πολὺ γόνιμος καὶ δυνάμεθα 
ἐπωφελῶς νὰ τὴν χρησιμοποιήσωμεν καὶ εἰς ζητήματα τῆς σφαιρι- 
κῆς Τριγωνομετρίας (Βλ. ΡῬαι1] ϑειτεῖ, 69 πιέξμοδεβ ἐπ Οόοπιό- 
ἐγὶε, ρ. 30). 


ν 
ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΙΣ ΚΑΙ ΕΠΕΚΤΑΣΙΣ 


ὃ 1. Διερεύνησις προβλήματος 


3490. 'Ορισμός.  διερεύνησις ἑνὸς προβλήματος συνίσταται εἰς 
τὴν σπουδὴν τῶν διαφόρων περιπτώσεων, αἵτινες δύνανται νὰ πα- 
ρουσιασθοῦν ὅταν μεταβάλλωνται τὰ δεδομένα αὐτοῦ. 


Πρόβλημα 


, 3860. Νὰ ἀχθῇ παράλληλος πρὸς τὰς βάσεις τραπεζίου εἰς τρόπον, 
ὥστε τὸ μεταξὺ τῶν διαγωνίων τμῆμα αὐτῆς νὰ ἔχῃ δοϑὲν μῆκος λ. 
Κατασκενή. Λαμβάνομεν ΒΕ -Ξ-λ καὶ φέρομεν τὴν ΕΜ παράλ- 
ληλον τῆς ΒΔ. Ἢ εὐθεῖα 
ΜΝ εἶναι ἡ ζητουμένη. 
(α) "ἔστω ἃ» ΑΒ. 
Λαμβάνομεν πάλιν 
ΒΕ-Ξλ 
καὶ ἐκ τοῦ Ε΄ φέρομεν παράλ- 
ληλον Ε΄Μ' πρὸς τὴν ΔΒ. Ἡ 
εὐθεῖα Μ΄Ν΄ εἶναι ἡ ζητου- 
μένη ἀλλ᾽ ἐξωτερικὴ τοῦ 
τραπεζίου. Ὑπάρχει πάν- 
τοτε μία λύσις, οἱονδήποτε 
καὶ ἂν εἶναι τὸ μῆκος λ. 


(β) λ-ΞΑΒ. ᾿ 
Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, ἡ ΑΒ ἀπαντᾷ εἰς τὸ πρόβλημα. ᾿ 
ΑΒ --ΓΔ ᾿ 


() ἈΞΞΕΞ᾿-- 


Τὸ μεταξὺ τῶν διαγωνίων τμῆμα ΙΖ τῆς διαμέσου τοῦ τραπεοὶ 
ζίου εἶναι τὸ ζητούμενον. ᾿᾽Επειδὴ ἢ 
ΑΒ ΓΔ νγ. ΑΒ --͵χ 
ΙΗ -Ξ τσ. ΖΗ- -α- καὶ ΙΖ-------- 
(δ) Διὰ λ--Ξ0, τὸ τμῆμα περιορίζεται εἰς τὸ σημεῖον Ο τομῆς τ 
διαγωνίων. ἰ 
(ε) Διὰ ἀρνητικάς, τέλος, τιμὰς τοῦ λ, θὰ ἐλαμβάνομεν ΒΕ 'Ξα 
καὶ θά εὑρίσκομεν τὸ τμῆμα Μ΄ Ν΄, τοῦ ὁποίου ἡ ἐκ τοῦ Μ΄ πρϑι 
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Ν΄΄ φορὰ εἶναι ἀντίθετος τῆς ἀντιστοίχου φορᾶς διὰ τὰ προηγού- 
μενα τμήματα. 

Σύνοψις. Τὸ πρόβλημα ἔχει πάντοτε λύσιν καὶ μίαν μόνον διὰ 
μεταβολὰς τοῦ ἃ ἀπὸ - ὦ ἕως 0 καὶ ἀπὸ 0 ἕως -- ὦ. 

᾽Εὰν δὲν λαμβάνωμεν ὑπ᾽ ὄψιν τὴν φορὰν τοῦ τμήματος ΜΝ 
καὶ τὸ σημεῖον Μ τοποθετοῦμεν πάντοτε ἐπὶ τῆς ΑΓ, τὸ μῆκος 
θὰ θεωρεῖται πάντοτε θετικὸν καὶ δι᾽ ἑκάστην τιμὴν αὐτοῦ θὰ 
ἔχωμεν δύο λύσεις" κατὰ τὴν μίαν, τὸ τμῆμα ΜΝ θὰ εὑρίσκεται 
ἐντὸς τῆς γωνίας ΑΟΒ καὶ κατὰ τὴν ἄλλην ἐντὸς τῆς ΓΟΔ. 


πρόβλημα 
2351. Νὰ ἐγγραφῇ περιφέρεια ἐφαπτομένη τριῶν δοϑεισῶν περιφε- 
ρειῶν Α, Β,Γ. 
Ἢ ἐπαφὴ δύναται νὰ εἶναι ἐσωτερικὴ ἢ ἐξωτερική. Εἰς τὴν 
πρώτην περίπτωοιν παριστομεν τὰς περιφερείας διὰ τῶν Α, Β, Γ 


καὶ εἰς τὴν δευτέραν διὰ τῶν α, β, γ. 
Δύναταί τις νὰ θεωρήσῃ τἀς ἑπομένας ὀκτὼ λύσεις : (3) 


Α, Β,. Α, β, 
() Α,Β,Γ (2) Α, β, [ (3) α, Βι γ καὶ (4) α,β,γ. 
α, Β, Γ, α, β, Γ 


Πράγματι, ὅμως, ὑπάρχουν τέσσαρες μόνον διάφοροι κατα- 
σκευαί" ἐπειδὴ ἡ (1) ὁμὰς ἀντιστοιχεῖ εἰς τρεῖς ἐξωτερικὰς ἐπα- 
φάς, ἕκαστον μέλος τῶν (2) καὶ (3) εἰς δύο ἐξωτερικὰς καὶ μον 
ἐσωτερικὴν ἢ δύο ἐσωτερικὰς καὶ μίαν ἐξωτερικὴν καὶ ἡ (4) ὁμὰς 
εἰς τρεῖς ἐσωτερικὰς ἐπαφάς. 


Παρατήρησις. Αἱ ὀκτὼ λύσεις ἀντιστοιχοῦν ἀνὰ δύο ὡς ἑξῆς: 


πο  Σ: 


Εἰδικαὶ περιπτώσεις. Μία ἢ περισσότεραι περιφέρειαι δύνανται νὰ 
θεωρηθοῦν περιοριζόμεναι εἰς οημεῖον, ἀφοῦ ἕν σημεῖον δύναται 
νὰ θεωρηθῇ περιφέρεια μὲ ἀκτῖνα μηδενικήν᾽ δυνάμεθα νὰ ἔχωμεν 
διαδοχικῶς: 

1) Δύο περιφερείας καὶ ἕν σημεῖον. 

2) Λία περιφέρεια καὶ δύο σημεῖα. 

3) Τρία σημεῖα. 

Μία ἢ περισσότεραι περιφέρειαι δύνανται νὰ ἀντικατασταθοῦν 
δι᾿ εὐθειῶν: ἐπειδὴ μία εὐθεῖα δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς περιφέρεια 
μὲ ἀκτῖνα ἀπείρως μεγάλην. Δυνάμεθα ἑπομένως νὰ ἔχωμεν: 

4) Δύο περιφερείας καὶ μίαν εὐθεῖαν. 

5) Μίαν περιφέρειαν καὶ δύο εὐθείας. 

6) Τρεῖς εὐθείας. 

Δυνάμεθα τέλος νὰ θεωρήσωμεν καὶ τοὺς ἑπομένους συνϑυα- 
ομούς: 

"ἢ Μίαν περιφέρειαν, ἕν σημεῖον καὶ μίαν εὐθεῖαν. 

8) Δύο σημεῖα καὶ μίαν εὐθεῖαν. 

9) Ἕν σημεῖον καὶ δύο εὐθείας. 

Ἡ γενικὴ περίπτωσις τῶν τριῶν περιφερειῶν καὶ ἑκάστη τῶν 


41. Σημ. μετ. Πρόκειται περὶ εἰδῶν, ἢ μορφῶν, λύσεων. 
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εἰδικῶν δύνανται νὰ παρουσιάσουν διαφόρους ποικιλίας, ἀναλό- 
γὼς τῆς θέσεως τῶν δεδομένων. Διὰ τρεῖς Δ.χ, περιφερείας Α,Β,Γ, 
ἈαΡΟΤΉΡΟΟμΕν ὅτι: 

(α) Διὰ τρεῖς περιφερείας ἐξωτερικὰς ἀλλήλων καὶ ν κέντρα 

μὴ κείμενα ἐπ᾽ εὐθείας, ὑπάρχουν ὀχεὼ διάφοροι λύσεις τοῦ προβλή- 
ατος. 

ἡ (β) Διὰ τρεῖς περιφερείας ἐξωτερικὰς ἀλλήλων καὶ μὲ κέντρα 

κείμενα ἐπ᾽ εὐθείας, ὑπάρχουν ὀκτὼ λύσεις, συμμετρικαὶ ἀνὰ δύο 

πρὸς τὴν διάκεντρον. 

(Υ) Διὰ τρεῖς περιφερείας, ἐκ τῶν ὁποίων αἱ δύο Α, Β τέμνον- 
ται καὶ ἡ τρίτη Γ εἶναι ἐξωτερικὴ αὐτῶν, ὑπάρχουν τέσσαρες μό- 
νον λύσεις. Πράγματι, αἱ Α καὶ Β θὰ ἐφάπτωνται τῆς ζητουμένης 
ἢ ἀμφότεραι ἐξωτερικῶς ἢ ἀμφότεραι ἐσωτερικῶς αὐτῆς καὶ θὰ 
ἔχωμεν τὰς ἑπομένας μορφάς: 

Α, Β,Γ, Α,Β,γ α,βι,Γ καὶ α, β, γ. 


(δ) Διὰ τὰς Α καὶ Β ἐξωτερικὰς ἀλλήλων ἀλλ᾽ ἐσωτερικὰς τῆς 
Γ, αἱ λύσεις εἶναι τέσσαρες, μὲ ἐσωτερικὴν πάντοτε ἐπαφὴν τῆς Γ 
μετὰ τῆς ζητουμένης : 


Α,Β,γ α, βιγ Α,β,γ καὶ α, Β, γ. 
φῳ) Διὰ Α καὶ Β τεμνομένας καὶ ἐσωτερικὰς τῆς Γ, δύο λύσεις : 
Α, ᾿ ὙῪ καὶ α, β, Υ. 


Παρατήρησις. Τὰ ἀνωτέρω ὑποδειχθέντα εἶναι ἐπαρκῆ πρὸς δια- 
πίστωσιν τῆς μεγάλης ποικιλίας τῶν ὄψεων ἑνὸς δεδομένου προ- 
βλήματος: καὶ θὰ ἠδύνατο ν᾽ ἀχθῇ τις καὶ εἰς πολλὰς ἄλλας ἰδιο- 
μορφίας ἐὰν ἐπεθύμει νὰ τὸ ἐξετάσῃ διὰ πᾶσαν δυνατὴν διάταξιν 
τῶν δεδομένων αὐτοῦ. 


πρόβλημα 
262. Νὰ ἐξετασθῇ τὸ πλῆϑος τῶν λύσεων τὰς ὁποίας δύναται νὰ 
ἔχῃ τὸ πρόβλημα : Νὰ γραφῇ περιφέρεια (Γ) ἐφαπτομένη δύο δοϑεισῶν 
περιφερειῶν (Α) καὶ (Β) καὶ ἔχουσα ἀκτῖνα δοθεῖσαν γ. 
τς εἶναι α, β αἱ ἀκτῖνες τῶν (Α) καὶ (Β), ὃ ἡ διάκεντρος 
αὐτῶν. 
Ἡ μεγαλυτέρα ἀπόστασις δύο σημείων τῶν δοθεισῶν περιφε- 
ρειῶν εἶναι α -Ἐ  βὶ - ὃ καὶ ἡ μικροτέρα ὅ -- (α - β). 
Ὑποθέσωμεν α»ῇβ καὶ τὰς δύο περιφερείας ἐξωτερικὰς ἀλ- 


λήλων: 
δ»α-β. 

1. 2γΥγ» δ΄1Ἠ α-Ἐβ. Ὑπάρχουν ὀκτὼ λύσεις, συμμετρικαὶ ἀνὰ 
δύο ὡς πρὸς τὴν διάκεντρον ΑΒ. 

2) 2γτ-δ-[-α-Ἐβ. Ὑπάρχουν ἑπτὰ λύσεις" ἐπειδὴ αἱ δύο πε- 
ριβάλλουσαι τὰς δοθείσας καὶ συμμετρικαὶ πρὸς τὴν διάκεντρον 
συμπίπτουν εἰς μίαν. 

3)δεα-Π πε 27) ὃ Ἑα ---β, καὶ κατὰ μείζονα λόγον, » 8ὅ-[β--α. 

Ὑπάρχουν ἕξ λύσεις. 

4) 2γεΞδ-α--β Πέντε λύσεις. 


5) δ. ͵α-β»2γ»δΈβ--α Τέσσαρες λύσεις. 
6) 2γ-εδ-Ἔβ--α Τρεῖς λύσεις. 

7 διε,ββ--α»2γ»δ -- «- β) Δύο λύσεις. 

8) 2γ-Ξὅ -- (α - β) Μία λύσις. 


9) 2γ « - -“-- (α -Ἐ β) Οὐδεμίὰ λύσις. 


ἸΖΙ͂ 


Εἰϑικαὶ περιπτώσεις. Θὰ ἠδυνάμεθα ἀκόμη νὰ ἀναζητήσωμεν τὸν 
ἀριθμὸν τῶν λύσεων, ἀναλόγως τῆς σχετικῆς θέσεως τῶν περιφε- 
ρειῶν πρὸς ἀλλήλας καὶ τῶν διαφόρων τιμῶν τοῦ μήκους γ. 

᾿Εὰν λ.χ. ἡ περιφέρεια (Β) εἶναι ἐσωτερικὴ τῆς (Α), δυνάμεθα 
νὰ ἔχωμεν τέσσαρας, τρεῖς, δύο, μίαν ἢ καμμίαν λύσιν τοῦ προ- 
βλήματος, ἀναλόγως τῶν, οχετικῶς πρὸς ἄλληλα, μεγεθῶν τῶν 
ἀκτίνων τῶν περιφερειῶν καὶ τῆς διακέντρου αὐτῶν. 


Πρόβλημα 


3δ8. Δίδονται εὐϑεία ΧΥΎ καὶ δύο σημεῖα Α καὶ Β. ᾿Επὶ τῆς εὐθείας 
κινεῖται τμῆμα ΜΝ σταϑεροῦ μήκους, εἰς ἑκάστην δὲ ϑέσιν αὐτοῦ φέ- 
ρομεν τὰς εὐθείας ΑΜΓ, ΒΝΓ τεμνομένας εἰς τὸ Γ. Νὰ μελετηϑοῦν αἱ 
μεταβολαὶ τῆς γωνίας εἰς τὸ Γ. 

Ἔστω ΜΝ τυχοῦσα θέσις τοῦ τμήματος. 

Διὰ τὴν ἁπλοποίησιν τοῦ προβλήματος φέρομεν τὸ τμῆμα ΑΔ 
ἴσον καὶ παράλληλον πρὸς 
τὸ ΜΝ. Τὸ σημεῖον Δ εἶναι 
τελείως ὡρισμένον καὶ ἡ 
ὑπὸ μελέτην γωνία ἰσοῦται 
πρὸς τὴν ΔΝΒ. 

Ἀλλ᾽ εἶναι φανερὸν ὅτι 
ἡ γωνία αὔτη γίνεται τό- 
σον μεγαλυτέρα ὅσον ἡ 
ἀκτὶς τῆς περιφερείας ΔΝΒ 
εἶναι μικροτέρα καί, ἐπο- 
μένως, (8 216), τὸ μέγιστον 
αὐτῆς ΔΖΒ θ᾽ ἀντιστοιχῇ εἰς 
τὴν περιφέρειαν ΒΔΖ, τὴν ἐ- 
φαπτομένην τῆς εὐθείας ΧΥ͂. 
“Ἐν δεύτερον μέγιστον δίδει 
ἡ περιφέρεια 8ΔΖ΄. 

Μεταξὺ τῶν θέσεων τῶν ΞΞ 
δύο μεγίστων, ἡ γωνία Γ ἢ Στ. 

Ν Φπσεν ΓΈταὶ διὰ θέσιν: ᾿ 

τοῦ σημείου δ᾽ ἐπὶ τῆς διὰ τῶν Β, Δ περιφερείας καὶ μὰ ἀκτῖνα 
ἀπείρως μεγάλην, δηλ. διὰ τὴν θέσιν Ο ἐπὶ τῆς κοινῆς χοδδῆς ΒΔ. 
Πράγματι, αἱ εὐθεῖαι Β8ΔΟ καὶ ΑΚ εἶναι τότε παράλληλοι. 

Μεταβολαί. Ὅταν τὸ Ν᾿ εὑρίσκεται εἰς ἄπειρον πρὸς τὰ δεξιὰ 
ἀπόστασιν, ἡ γωνία εἶναι μηδέν: ἀπὸ τῆς θέσεως αὐτῆς καὶ ἐφ᾽ 
ὅσον κινῆται πρὸς τ᾽ ἀριστερά, ἡ γωνία αὐξάνει μέχρι τοῦ μεγί- 
στου της Θ εἰς τὴν θέσιν Ζ τοῦ Ν᾿ καὶ ἐλαττοῦται κατόπιν μέχρι 
τοῦ μηδενὸς διὰ ΝΞΞΟ. ᾿Απὸ τοῦ Ο αὐξάνει μέχρι τοῦ δευτέρου 
της μεγίστου διὰ ΝίξΞξΖ᾽ καὶ κατόπιν ἐλαττοῦται μέχρι τοῦ μηδε- 
νὸς διὰ θέσιν τοῦ Ν εἰς ἄπειρον πρὸς τ᾽ ἀριστερὰ ἀπόστασιν. 


Παρατήρησις. ᾿Απὸ ἀπόψεως συνεχείας τῆς συναρτήσεως Γ--Εσ(Ν), 


δὲν ὑπάρχουν δύο μέγιστα αὐτῆς ἀλλὰ ἕν μέγιστον καὶ ἔν ἐλά- 
χιστον. 


Πρόβλημα 


͵, 964. Νὰ διαιρεϑῇ τραπέζιον εἷς δύο μέρη ἰσοδύναμα δι᾽ εὐϑείας 
ἀγομένης διὰ δοθέντος σημείου Ρ 
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Ἢ εὐθεῖα ΜΝ, ἥτις συνδέει τὰ μέσα τῶν βάσεων (Σχ. 157) δι- 
αἱρεῖ τὸ τραπέζιον εἰς δύο μέρη ἰσοδύναμα, καθὼς καὶ πᾶσα εὐ- 
θεῖα ΕΖ διερχομένη διὰ τοῦ μέσου Ο τῆς ΜΝ καὶ ἐφ᾽ ὅσον τὸ 
σημεῖον Ζ ἐξ κέναι ἐπὶ τοῦ τμήματος ΓΔ. Τὰ πράγματα ὅμως 
ἀλλόζουν ἐὰν τὸ σημεῖον Ζ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς προεκτάσεως τῆς 
μικρᾶς βάσεως τοῦ τραπεζίου καὶ διὰ τὸν λόγον αὐτὸν εἴμεθα 
ὑποχρεω ᾺΝ γὰ καθορίσωμεν τὰς ἄκρας θέσεις τῆς εὐθείας διαι- 
ρέσεως . 

(α) Φέρομεν τὰς ΓΟΓ΄’, ΔΟΔ΄ (Σχ. 157). Ἧ εὐθεῖα ΕΖ διέρχε- 
ται διὰ τοῦ Ο καὶ τέμνει τὰς βάσεις τοῦ τραπεζίου, ἐὰν τὸ ση- 
μεῖον Ρ εὑρίσκεται ἐντὸς τῆς γωνίας ΓΟΔ ἢ ἐντὸς τῆς κατὰ κο- 
ρυφὴν αὐτῆς γωνίας. 


Σχ. 157. Σχ. 158. 


(Ββ) "Ἂς προσδιορίσωμεν τὰς ἄκρας θέσεις τῆς εὐθείας διαιρέ- 
σεως, ὅταν αὕτη τέμνῃ τὴν μεγάλην βάσιν καὶ μίαν τῶν μὴ πα- 
ραλλήλων πλευρῶν. 

Γραφικῶς. "Ἀρκεῖ νὰ ΙΝ ΘΈΘΟΝΕΥ τὸ σημεῖον Α μετὰ τοῦ Γ 
(Σχ. 158), νὰ φέρωμεν τὴν παράλληλον πρὸς αὐτὴν Γ'Ζ καὶ τὴν 
εὐθεῖαν ΑΖ. 

Τὸ τρίγωνον ΑΒΖ εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸ Γ΄ΒΓ. 

“Λογιστικῶς. Δυνάμεθα νὰ ὑπολογίσωμεν τὸ ὕψος υ΄ τοῦ τριγώ- 
νου ΑΒΖ. συναρτήσει τοῦ ὕψους υ τοῦ τραπεζίου καὶ τῶν βάσεών 


του β καὶ β΄. 
Β-Ἐ6΄ βΈΡ, 
2 2 “" 

Ἔστω Η σημεῖον τῆς ΑΔ εἰς τὸ ἴδιον ὕψος μὲ τὸ Ζ. Αἱ εὖὐ- 
θεῖαι ΑΖ, ΒΗ τέμνονται ἐπὶ τῆς ΜΝ εἰς τὸ ἱ, ἔστωσαν δὲ Καὶ καὶ 
Λ αἱ τομαὶ τῶν ΑΖ, ΓΓ΄ καὶ ΒΗ, ΔΔ’΄, ἀντιστοίχως. 

Ἡ εὐθεῖα διαιρέσεως τέμνει τὴν μεγάλην βάσιν καὶ τὴν πλευ- 
ρὰν ΒΓ, ὅταν τὸ σημεῖον Ρ' εὑρίσκεται ἐντὸς τῆς γωνίας ΓΚΖ ἢ 
τῆς κατὰ κορυφήν τῆς. 

Ἢ εὐθεῖα αὐτὴ τέμνει τὴν μεγάλην βάσιν καὶ τὴν ΑΔ, ὅταν τὸ 
σημεῖον Ρ' εὑρίσκεται ἐντὸς τῆς γωνίας ΔΛΗ ἢ τῆς κατὰ κορυ- 


«Ὁ καὶ ἑπομένως υ' -Ξ 


Θὰ ἔχωμεν: βυ΄Ξξ 


ἦν της. 
Ὁ) Τέλος. ἡ εὐθεῖα πισιρερεως τέμνει τὰς μὴ παραλλήλο 
πλευράς, ὅταν τὸ σημεῖον εὑρίσκεται ἐντὸς τῆς γωνίας ἍΝ ἢ 
τῆς κατὰ κορυφήν της. 

δ) "Ἔστωσαν Ρ’ (Ρ εἰς τὸ σχῆμα) καὶ Σ τὰἀ σημεῖα τομῆς τῶν 
ΒΗ, ΓΓ΄ καὶ ΑΖ, ΔΔ΄ ἀντιστοίχως. 
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Διὰ πᾶσαν θέσιν τοῦ Ρ' ἐντὸς τοῦ μὴ κυρτοῦ τετραπλεύρου 
ΟΚΙΛ, ὑπάρχουν τρεῖς λύσεις" ἐπειδὴ τὸ σημεῖον αὐτὸ θ᾽ ἀνήκῃ 
εἰς τρεῖς τῶν προηγουμέγως θεωρηθεισῶν περιοχῶν. 

Διὰ τὰς θέσεις τοῦ Ρ' ἐντὸς τοῦ ΟΡΊΣ, ἡ εὐθεῖα δύναται νὰ 
τέμνῃ τὰς ΓΔ καὶ Γ΄ Δ΄ ἢ τὰς ΓΖ καὶ ΑΓ΄ ἢ τὰς ΔΗ καὶ ΒΔ΄. 

Διὰ θέσεις τοῦ Ρ ἐντὸς τοῦ τριγώνου ΡΊΚ, ἡ εὐθεῖα τέμνει τὰς 
ΓΔ καὶ Γ΄ Δ΄ ἢ τὰς ΑΗ καὶ ΖΒ ἢ τὰς ΓΖ καὶ ΑΓ΄. ᾿Ανάλογος πα- 

ατήρησις διὰ τὸ τρίγωνον ΣΙΛ καὶ τὰ ζεύγη τῶν εὐθειῶν ΓΔ καὶ 
'Δ', ΒΖ καὶ ΑΗ, ΔΗ καὶ ΔΒ. 

(ε) Διὰ πᾶν σημεῖον Ρ ἐπὶ τς περιμέτρου τοῦ τετραπλεύρου 
ΟΚΙΛ, ὑπάρχουν δύο λύσεις. 

(ζ) Διὰ τὰ σημεῖα Ῥ ἐκτὸς τοῦ ΟΚΙΛ, ὑπάρχει μόνον μία λύ- 
σις τοῦ προβλήματος. 


Παρατήρησις. Ἢ περίμετρος τοῦ τραπεζίου διαιρεῖται εἰς ὀκτὼ 
τμήματα. Ἡ εὐθεῖα διαιρέσεως συναντᾷ πάντοτε ἀνὰ δύο ἀπέ- 
ναντι (᾽"). 


Πρόβλημα 


966. Δίδονται περιφέρειαι (0) καὶ εὐϑδεῖα ΧΥ͂. Νὰ ἀχϑῇ χορδὴ τῆς 
περιφερείας τοιαύτη, ὥστε τὸ τετράγωνον μὲ πλευρὰν αὐτὴν νὰ ἔχῃ τὴν 
ἀπέναντι πλευρὰν κειμένην ἐπὶ τῆς ΧΥ͂. 

Νὰ διερευνηϑῇ τὸ πρόβλημα, ὑποϑέτοντες μεταβλητὴν τὴν ἀπόστα- 
σιν τοῦ κέντρου τῆς περιφερείας ἀπὸ τῆς εὐθείας ΧΥ͂. 


᾿Επειδὴ πρόκειται περὶ ἐγγραφῆς σχήματος ὁμοίου πρὸς ἄλλο, 
δυνάμεθα νὰ ἀνατρέξωμεν εἰς τὴν 
ὁμοιότητα (8 206). 

᾽Επὶ τῆς ΧΥ κατασκευάζομεν τε- 
τράγωνον τυχὸν ἀλλὰ τοῦ ὁποίου 
τὸ μέσον Ρ τῆς πλευρᾶς του νὰ εὑ- 
ρίσκεται ἐπὶ τῆς ἐκ τοῦ Ο καθέτου 
ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν. Φέρομεν τὰς εὐ- 
θείας ΡΜ, ΡΝ. 

Τὸ σχῆμα ΑΒΓΔ εἶναι ΤΡ" 0: 
νον, ὡς ὅμοιον εγὼ τὸ ΛΗΜΝ. 

Ἢ χορδὴ Α΄Β’ ὁρίζει ἔν δεύτε: 
ρον τετράγωνον. 


Παρατήρησις. ᾿Αρκεῖ νὰ ἀχθῇ ἡ κά- Σχ. 159, 
θετος ἐπὶ τὴν ΧΥ͂ διάμετρος, νὰ λη- 
φθῇ τὸ κάθετον ἐπὶ τῆς ΧΥ τμῆμα 
ΗΝ διπλάσιον τοῦ ΗΡ καὶ νὰ ἀχθῇ ἡ ΝΒΡΒ΄. Αἱ κάθετοι ΓΒ καὶ 
Γ᾽ Β΄ εἶναι αἱ πλευραὶ τῶν τετραγώνων. 

Δυνάμεθα ἐπίσης νὰ φέρωμεν ἐκ τοῦ Ρ' τὴν ΡΝ, σχηματίζου- 
ὠὰᾶν πρὸς τὴν ΧΥ τὴν σταθερὰν γωνίαν α τριγώνου ὀρθογωνίου 
ΡΗΝ, ἔχοντος μίαν τῶν καθέτων πλευρῶν ΗΝ διπλασίαν τῆς 
ἄλλης ΡΗ. Ἡ εὐθεῖα ΡΝ ὁρίζει τὰς κορυφὰς Β, Β΄, ἄρα καὶ τὰς 
πλευρὰς ΒΓ, Β Γ΄ τῶν δύο τετραγώνων. 


Διερεύνησις. ἪἫ παράλληλος μεταφορὰ τῆς ΧΥ ἀρκεῖ νὰ γίνεται 


22. Σήμ. μετ. Αἴ εὐθεῖαι διαιρέσεως διὰ τὰς περιπτώσεις (α), (6), 
(Υ) εἶναι ἐφαπτόμεναι καταλλήλων ὑπερδολῶν ἐχουσῶν ἀσυμκτώτους τὰς 
εὐθείας ΒΓ, ΒΑ ἢ ΑΒ. ΑΔ. 
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τος τὸ ἕν μέρος ὡς πρὸς τὸ κέντρον’ ἐπειδὴ συμμετρικαὶ θέσεις 
τῆς ΧΥ πρὸς τὸ σημεῖον Ο δίδουν συμμετρικὰ σχήματα. 
(α) Ἡ ΧΥ͂ διέρχεται ἐκ τοῦ κέντρου (ΣΧ. 160). 
Ὑ πάρχουν δύο ἴσαι λύσεις, ΑΔ, ΒΓ’ θὰ ἔχωμεν 
ΑΔ 


ΟΔ ΞΞ 5" 


Οδ'- Αδ'-- -ῶθ ΕΑΔ --ρ", 


ἄρα: 5(4Δ)»  ξΞ 4ρ᾽, ΑΔ᾽-- ::: ρ". 


(β) ᾿Εφ’ ὅσον ἡ ΧΥ ἀπομακρύνεται τοῦ Κεντροῦ, λαμβάνομεν 
δύο ἄνισα τερόγονα μὰ πλευρὰς ΑΔ, ΒΓ (Σχ. 161). 
(γ) Διὰ ΧΥ͂ ἐφαπτομένην τῆς πεθιφεθιας, ἕν τῶν τετραγώνων 
ἀφανίζεται καὶ τὸ ἄλλο ἔχει πλευρὰν Β΄ Γ΄ (Σχ. 161). ᾿ 
(δ) Δι᾿ ἐξωτερικὰς πρὸς τὴν περιφέρειαν θέσεις τῆς ΧΥ͂ καὶ ἐφ’ 
ὅσον ἡ ΡΑΒ τέμνει τὴν περιφέρειαν εἰς δύο σημεῖα, ὑπάρχουν 
δύο τετράγωνα εὐθέως ὅμοια (ΣΧ. 162). 


Σλ 162. 


(ε) Ὅϑταν ἡ ΟΡ’ γίνῃ ἴση πρὸς τὴν διάμετρον, ἡ εὐθεῖα Ρ΄Β' 
δρχησι διὰ τοῦ ἄκρου τῆς ἀκτῖνος ΟΒ΄, παραλλλήλου πρὸς τὴν 
ΧΥ͂. Τὸ μῆκος ΒΓ δίδει τότε τὴν πλευρὰν τοῦ μεγίστου τετρας 
γῶώνου, μὲ ἐμβαδὸν 4ρ; (Σχ. 162). 
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(ζὉ) Ἐφ᾽ ὅσον ἡ ΧΥ͂ ἐξακολουθεῖ νὰ ἀπομακρύνεται τοῦ κέν- 
τρου, θὰ διέλθῃ διὰ θέσεως κατὰ τὴν ὁποίαν ἡ ΡΒ θὰ ἐφάπτεται 
τῆς περιφερείας (Ο). Αἱ δύο λύσεις συμπίπτουν τότε καὶ ἀπὸ γεω- 
μετρικῆς ἀπόψεως ὑπάρχει ἕν μόνον τετράγωνον. 

ρὸς ὑπολογισμὸν τῆς ἐπιφανείας αὐτοῦ, θεωροῦμεν τὰ ὅμοια 
ὀρθογώνια τρίγωνα ΟΒΕ, ΡΒΕ. Θὰ ἔχωμεν (Σχ. 163). 


ΒΕ--2. ΟΕ, ἀφοῦ ΒΓ -Ξ2.ΓΡ, 

ΒΕ’ ΟΕ’ --- ΒΕ’ Ὁ ΞΕΣ -ερ᾿, 58ΒΕ᾽-- 4ρ", ΒΕ1-- δου ρ᾽. 
᾿Αλλ’ ἡ ΒΕ εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς πλευρᾶς τοῦ τετραγώνου’ ἄρα 

ΒΓΞε-- πε ρ᾽, 

τὸ δὲ τρίγωνον ΟΒΡ εἶναι ὅμοιον τοῦ ΒΕΡ, ἐξ’ οὗ 
ΒΡ --2ρ, ΟρΡ:-- 5ρ". 

Κατὰ τὴν ἐν λόγῳ θέσιν, ἑπομένως, τῆς ΧΥ͂, θὰ εἶναι 

ΟΡ-- ρ γε. 


(γ) Διὰ ἀπόστασιν ΟΡ »ρΥ δ, διὰ τὴν θέσιν Δ. χ. ΧΎ'’ τοῦ 
σχ. 163, δὲν ὑπάρχουν λύσεις. 


Σημείωσις. Θὰ ἦτο χρήσιμος μία σύγκρισις τῆς προηγουμένης 
γεωμετρικῆς διερευνήσεως πρὸς τὴν ἀλγεβρικὴν τοῦ αὐτοῦ προβλήμα- 
τος. (θλπ. Εχ. ἀ᾽ Αἰψὲῦτε, πο 1460). 


Πρόβλημα 


266. Εἰς τυχὸν τρίγωνον ΑΒΓ νὰ ἐγγραφῇ ὀρϑογώνιον δοθείσης 
περιμέτρου 8 τ. 


Κατασκενή. ὙΨοῦμεν κάθετον ΑΖ ἐπὶ τὴν ΑΓ καὶ φέρομεν τὴν 
παράλληλον ΒΔ. 
Γνωρίζομεν ὅτι δυνά- 
εθα νὰ. λύσωμεν τὸ πρό- 
βλημα διὰ τὸ ὀρθογώ- 
νιον τρίγωνον ΓΑΔ, λαμβά- 
νοντες 
ΑΕ -Ξ- αζΖεττ 


καὶ φέροντες τὴν ΖΕ. Ἐκ 
τοῦ σημείου Ο γνωρίζομεν 
τὸ Μ (8 99, α). 

Δυνάμεθα ἐπίσης νὰ φέ- 
ΡΏΒΕν ἁπλῶς τὰς ΘΖ καὶ 
ΘΕ ( 191). Θὰ ἔχωμεν: 


ΜΝΈΜΡει 


Ὅταν ἡ περίμετρος με- 
ταβάλλεται, ἡ κατασκευὴ 
ἀνάγεται εἰς τὴν ἀγωγην 
τῶν (ἐστιγμένων) εὐθειῶν, 
παραλλήλως τῆς ΘΕ. 

1) Ἔστω ἡ βάσις ΒΓ μεγαλυτέρα τοῦ ὕψους ΒΗ ἢ ΑΔ. 
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(α) Ὑποθέσωμεν τ ΑΓ, Ἀ-χ. τΞ ΑΕ΄. 

Ἢ εὐθεῖα Ε’Μ’, παράλληλος τῆς ΘΕ, τέμνει τὴν πρὸς τὰ κάτω 
προέκτασιν τῆς ΒΓ. 

Τὸ ὕψος Μ’Ῥ’ τοῦ ὀρθογωνίου εἶναι ἀντιθέτου φορᾶς πρὸς τὸ 
ΜΡ καὶ θὰ πρέπει νὰ θεωρηθῇ ὡς ἀρνητικόν. Ἔχομεν, πράγματι, 
εἰς ἀπολύτους τινάς: 

Μ’Ν΄.-- ΜΜΡΊΞΞΑΕ --,τ. 

(β) τιΞ ΑΓ. 

Τὸ ὕψος τοῦ ὀρθογωνίου εἶναι μηδὲν καὶ ἡ ἡμιπερίμετρος ἀνά- 
γεται εἰς τὸ μῆκος ΑΓ. 


Ω) ΑΔ «τς αγ. 

Τὸ σημεῖον Μ λαμβάνεται διὰ τῆς εὐθείας ΘΕ, τεμνούσης τὴν 
ΒΓ μεταξὺ τῶν Β καὶ Γ. Θὰ ἔχωμεν τότε τὴν κυρίαν λύσιν ΜΝΠΡ 
καὶ ΜΝ-ΈΜΡε-ετ. 

(8) τΞ ΑΔ. 


Ἡ ἡμιπερίμετρος ἀνάγεται εἰς τὸ ὕψος ΒΗ καὶ ἡ βάσις τοῦ ὀρ- 
θογωνίου εἶναι μηδὲν (Σχ. 164). 
(ε) τ΄ ΑΔ, ἴση λ.χ. πρὸς ΑΔ΄΄ΞΞ ΑΕ΄΄ 


ἯἩ παράλληλος διὰ τοῦ Ε΄ πρὸς τὴν ΘΕ τέμνει τὴν προέκτασιν 
τῆς ΌΓ εἰς Μ (Σχ. 164). 

Τὸ σημεῖον Μ΄΄ εἶναι 
ἀριστερὰ τοῦ Ν΄΄. Ἡ βά- 
σις τοῦ ὀρθογωνίου θὰ 
πρέπει νὰ θεωρηθῇ ἀρ- 
νητική. Ἔχομεν πράγ- 
ματι, κατ᾽ ἀπολύτους τι- 
μὰς πάλιν: 


ΜΡ’ --Μ΄ Ν' ΞΞΑΕ ΄ "-ξΞκι. 


Διὰ πᾶσαν τιμὴν τοῦ 
τ μικροτέραν τοῦ ΑΔ, ἡ 
παράλληλος τῆς ΘΕ τέ- 
μνει τὴν πρὸς τὰ ἄνω 
προέκτασιν τῆς ΒΓ. Θὰ 
διακρίνωμεν ἐν τούτοις δύο ἀκόμη περιπτώσεις. 

(ζ) Ἔστω τξεῦ. 

Ἢ διαφορὰ εἶναι μηδὲν καὶ ἡ παράλληλος ΑΜ πρὸς τὴν ΘΕ 
(Σχ. 165) δίδει ἕν ἐγγεγραμμένον τετράγωνον, ἀφοῦ ΜΡ--ΜΝεΞ0. 

Ἡ ἐγγραφὴ τοῦ τετραγώνου τούτου γίνεται εὐκόλως διὰ τῆς 
ὁμοιότητος (8 206). 

(η) Ἔστω τ-- --λ. 

Μεταφέρομεν τὸ μῆκος λ εἰς τὸ ΑΕ’ (Σχ. 165)" θὰ ἔχωμεν 

Μ’ἱΪῬ’ - Μ΄Ν΄Ξ -- λ. 

Ἔν τῇ πραγματικότητι, ἀπὸ γεωμετρικῆς ἀπόψεως, λαμβάνομεν 
ἁπλῶς ἕν ὀρθογώνιον τοῦ ὁποίου ἡ βάσις Μ΄ Ν΄ ὑπερβαίνει τὸ ὕψος 
κατὰ τὸ μῆκος λ. 


Παρατήρησις. Αἱ περιπτώσεις (α) καὶ (η) ἀντιστοιχοῦν εἰς τάς 
λύσεις τοῦ τὰ τλϑοη προβλήματος : Νὰ ἐγγραφῆ εἰς τρίγωνον δ: 
θογώνιον τοῦ ὀποίου ἡ βάσις ὑπερβαίνει τὸ ὕψος κατὰ μῆκος λ. 
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Ἧ (γὴ): ἡ περίμετρος νὰ ἔχῃ δοθὲν μῆκος. 
Ἡ (ε): τὸ ὕψος νὰ ὑπερβαίνῃ τὴν βάσιν κατὰ μῆκος δοθέν. 
Ἡ (ζ) τέλος ἀνάγεται εἰς τὴν ἐγγραφὴν τετραγώνου. 


267. 2. ᾿Η βάσις τοῦ τριγώνου ἰσοῦται πρὸς τὸ ὕψος αὐτοῦ (ΣΧ. 166). 

Τὸ πρόβλημα εἶναι ἀόριστον, ἐπειδὴ τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον 
ΑΔΓ εἶναι ἰσοσκελὲς καὶ γνωρίζομεν 
ὅττι ΟΣ -ΤΟΛΈΞΑΓ. Δι’ οἱονδήποτε 
σημεῖον Μ τῆς ΒΓ, θὰ ἔχωμεν πάντοτε 
ΜΝ - ΜΡ-Ξ- αγ. 

Διὰ τὰ σημεῖα Μ ἐπὶ τῆς προεκτά- 
σεως τῆς ΒΓ, θὰ ἔχωμεν διαφορὰν δια- 
στάσεων ἴσην πρὸς ΑΓ (δ 75). 

3, Ἢ βάσις εἶναι μικροτέρα τοῦ ὕψους. 

ἯἩ διερεύνησις εἶναι ὁμοία τῆς πε- 
ριπτώσεως 1). 


Παρατήρησις. ᾿Επειδὴ δυνάμεθα νὰ 
ἐργασθῶμεν καὶ ἐπὶ τῶν δύο ἄλλων 
πλευρῶν τοῦ τριγώνου ὅπως ἐπὶ τῆς Σχ. 168. 

ΑΓ, εἶναι φανερὸν ὅτι τὸ πρόβλημα 

θὰ ἔχῃ τρεῖς, ἐν γένει, λύσεις. ᾽Εὰν λ.χ. τὸ τρίγωνον ΑΒΓ ἔχῃ 
τρεῖς πλευρὰς ἀνίσους καὶ τὸ μῆκος τ ληφθῇ περιεχόμενον μεταξὺ 
ἐκείνης τῆς πλευρᾶς καὶ τοῦ ἐπ᾽ αὐτὴν ὕψους, τὰ ὁποῖα ἔχουν 
τὴν μικροτέραν ἀπ᾽ ἀλλήλων διαφοράν, ὑπάρχουν τρία ὀρθογώνια 
ἐγγεγραμμένα εἰς τὸ τρίγωνον καὶ ἔχοντα ὡς περίμετρον 2 τ. 

Εἰς τὸ τυχὸν τρίγωνον ἐγγράφονται τρία τετράγωνα καὶ τὰ 
μεγαλύτερον τετράγωνον ἀντιστοιχεῖ εἷς τὴν μικροτέραν πλευράν. Βλπ. ἐπί- 
σης 88 302 καὶ 1635. 


Πρόβλημα 


Νὰ μελετηϑοῦν αἱ μεταβολαὶ τῆς διαφορᾶς τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο 
δοϑέντων σημείων ἑνὸς μεταβλητοῦ σημείου δοϑείσης εὐθείας ΧΥ. 

]1η Περίπτωσις. Τὰ σημεῖα Α καὶ Β εὑρίσκονται πρὸς τὸ αὐτὸ μέρος 
τῆς εὐθείας ΧΥ. 

Ὑψοῦμεν κάθετον ΟΓ εἰς τὸ μέσον τῆς ΑΒ καὶ προεκτείνομεν 
τὴν ΑΒ μέχρι τῆς τομῆς τῆς Δ 
μετὰ τῆς ΧΥ͂. 

Θὰ μελετήσωμεν τὴν διαφο- 
ρὰν ΜΑ--ΜΒ διὰ θέσεις τοῦ “ἢ 
νὸν Μ ἐπὶ τῶν τμημάτων ΧΓ, 

Δ, ΔΥ καὶ ἰδιαιτέρως δι᾽ ἕκα- 
στον τμῆμα. 

α) Διὰ ΜΞΕΓ,, ἡ διαφορὰ εἶναι 
μηδὲν, ἀφοῦ ΓΑ -- ΓΒ. 

(β) ᾿Απὸ τοῦ Γ εἰς τὸ 4, ἡ δια- 
φορὰ αὐξάνει. 

Θὰ ἀποδείξωμεν ὅτι: Σχ. 161 
ΜΑ -- ΜΒ(ΝΑ -- ΝΒ (Σχ. 167). 

᾿Εὰν δύο τρίγωνα ἔχουν τὴν αὐτὴν βάσιν καὶ δύο τῶν πλευ- 
ρῶν των συναντῶνται, τὸ ἄθροισμα τῶν τεμνομένων πλευρῶν 
εἶναι μεγαλύτερον τοῦ ἀθροίσματος τῶν δύο ἄλλων: 


ΜΑΞ ΝΒ «ΝΑ- ΜΒ. 
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᾿Απὸ ἀμφότερα τὰ μέλη μιᾶς ἀνισότητος δυνάμεθα νὰ ἀφαιρέ- 
σωμὲν τὴν αὐτὴν ποσότητα χωρὶς μεταθολὴν τῆς φορᾶς τῆς ἀνι- 
σότητος. 

“ὥστε: ΜΑ --ὀ ΜΒ «ΝΑ -- ΝΒ. 

ῳ Διὰ ΜΞΞΔ, ἔχομεν : ΔΑ -- ΔΒ -- ΑΒ. 

φ) Δπὸ τοῦ - εἰς Ζϑ Υ, ἡ Ψιαφοὰ ἐλαττοῦται (ΣΧ. 168). 

μοιον τρόπον, ὅπως καὶ προηγουμένως, ἀποδεικνύομεν ὅτι 

ΜΑ -- ΜΒ «ΝΑ -- ΝΒ. ὰ ᾿ 

Διὰ Μ εἰς ἄπειρον ἀπόστασιν, δεξιὰ τοῦ Δ, αἱ εὐθεῖαι ΜΑ 


ΜΒ ἀποβαίνουν αἱ παράλληλοι ΖΑ, ΘΒ καὶ ἡ διαφορά τῶν ΑΗ 
εἶναι ἴση πρὸς τὴν αβ, προβολὴν τῆς ΑΒ ἐπὶ τῆς ΧΎ. 

(ε) ᾿Απὸ τοῦ Γ εἰς τὸ Χ, ἡ ἀπόστασις ΜΒ ὑπερβαίνει τὴν ΜΊΑ 
καὶ ἡ διαφορὰ ΜΈ -- Μ'Α -- Μ΄Α -- ΜΈ | αὐξάνει. Πράγματι, 

ΜΒ. ΝᾺ «ΝΒ-ΈΜΊΑ, ἄρα ΜΈ - ΜΆ «ΝἘ -- ΝΑ. 

Διὰ Μ΄ εἰς ἄπειρον ἀπόστασιν, ἀριστερὰ τοῦ Γ, αἱ εὐθεῖαι Μ΄Α, 
Μ΄Β ἀποβαίνουν αἱ παράλληλοι ΖΑ, ΘΒ καὶ ἡ διαφορά των 
εἶναι πάλιν τὸ μῆκος ΑΗ -Ξ αβ. 

(ζ) Ἂν ὡς τιμὴν τῆς διαφορᾶς λαμβάνωμεν πάντοτε τὴν πο- 
σότητα Μ΄Α -- ΜΒ, θὰ πρέπει νὰ εἵπωμεν ὅτι, ἀπὸ τοῦ Γ εἰς τὸ 
Χ, ἡ τιμή της εἶναι ἀρνητικὴ καὶ αὐξάνει κατ᾽ ἀπόλυτον τιμὴν μέ- 
χρις ὅτου γίνῃ ἴση πρὸς αβ. 

2350. Σύνοψις. Κατὰ τὴν κίνησιν τοῦ σημείου Μ ἀπὸ θέσεως εἰς 
ἄπειρον ἀπόστασιν ἀριοτερὰ τοῦ Γ μέχρι τοῦ σημείου αὐτοῦ ἡ 
διαφορὰ εἶναι ἀρνητικὴ καὶ ἡ ἀπόλυτος τιμή τῆς ἐλαττοῦται ἀπὸ τῆς 
τιμῆς αβ μέχρι τοῦ μηδενὸς διὰ ΜΞΞΓ. Δεξιὰ τῆς θέσεως αὐτῆς 
καὶ μέχρι τοῦ σημείου Δ, ἡ διαφορὰ καθίσταται θετικὴ καὶ αὐξά- 
νει ἀπὸ τοῦ μηδενὸς μέχρι τῆς τιμῆς ΑΒ. ᾿Απὸ τῆς θέσεως Δ μέ- 
χρι τῆς εἰς ἄπειρον ἀπόστασιν δεξιὰ τοῦ σημείου αὐτοῦ, ἡ δια. 
φορὰ παραμένει θετικὴ ἀλλὰ συνεχῶς ἐλαττοῦται μέχρι τῆς τι- 


μῆς αβ. 
Κατὰ ταῦτα, ἡ τιμὴ τῆς διαφορᾶς ΜΑ -- ΜΒ αὐξάνει ἀπὸ --αβ 
ἕως 0 καὶ ἀπὸ 0 ἕως ΑΒ καὶ κατόπιν ἐλαττοῦται μέχρι αβ. 
Παρατήρησις. 1) ᾿Απὸ τοῦ Γ ἕως Δ ἡ τιμὴ τῆς διαφορᾶς μετα- 
βαίνει ἀπὸ τοῦ ἩΡΉΠΩΣ εἰς τὴν τιμὴν ΑΒ (Σχ. 168): ὑπάρχει ἐπομέ- 
γως θέσις Ρ τοῦ διὰ τὴν ὁποίαν γίνεται αὕτη ἴση πρὸς αβ (3). 


423. Σημ. μετ. Ὡς ἐκ τῆς συνεχείας τῆς συναρτήσεως ΜΑ --ΜΒ--Φ(Μλ 
καὶ ἐπειδὴ αθ « ΑΒ. 
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2) Θεωροῦντες μόνον τὰς ἀπολύτους τιμὰς τῆς διαφορᾶς, δυνά- 
μεθα νὰ εἴπωμεν: 

Μεταξὺ Χ (--» ὦ) καὶ Ρ, ὑπάρχουν δύο θέσεις καὶ δύο μόνον, 
διὰ τὰς ὁποίας ἡ διαφορὰ δύναται νὰ λάβῃ τυχοῦσαν τιμὴν με- 
ταξὺ 0 καὶ αβ. 

Μεταξὺ Ρ καὶ Υ (-Ὁ ὦ), ὑπάρχουν δύο θέσεις καὶ δύο μόνον, 
διὰ τὰς ὁποίας ἡ διαφορὰ δύναται νὰ λάβῃ τυχοῦσαν τιμὴν με- 
ταξὺ αβ καὶ ΑΒ. 

Ἑπομένως, μεταξὺ (Χ --» ο) καὶ Υ (-» ὦ), ὑπάρχουν δύο ϑέσεις καὶ 
δύο μόνον, διὰ τὰς ὁποίας ἡ διαφορὰ δύναται νὰ λάβῃ δοϑεῖσαν τιμὴν με- 
ταξὺ 0 καὶ 48. 


Εἰδικὴ περίπτωσις, ᾿Εὰν ἡ εὐθεῖα ΧΥ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν 
ΑΒ, ἡ προβολὴ αβ -Ξ ΑΒ. ᾿Απὸ τῆς θέσεως Γ, ἑπομένως, καὶ εἴτε 
πρὸς τὰ δεξιὰ εἴτε πρὸς τ᾽ ἀριστερὰ αὐτῆς, ἡ τίἰμὴ τῆς διαφορᾶς 
θ᾽ αὐξάνῃ ἀπὸ τοῦ μηδενὸς μέχρι ΑΒ. 


3α Περίσεωσις. Τὰ σημεῖα Α καὶ Β εὑρίσκονται ἑκατέρωθεν τῆς ΧΥ͂ 
(Σχ. 169). 


Β 
Σχ. 169. 


᾿Επανερχόμεθα εἰς τὴν προηγουμένην περίπτωσιν, θεωροῦντες 
τὸ συμμετρικὸν Β΄ τοῦ τὴν ΠΝ Ἐ πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΧΎ. Ἶ 

(η) Εἰς τὸ σημεῖον Δ, τὸ τοιοῦτον, ὥστε ἡ εὐθεῖα ΧΥ͂ νὰ εἶναι 
ἡ διχοτόμος τῆς γωνίας ΑΔΒ, ἀντιστοιχεῖ ἡ μεγίστη διαφορὰ ΑΒ΄. 

(θ) ᾿Απὸ τοῦ Δ μέχρι Υ(--» ο), ἡ διαφορὰ ἐλαττοῦται μέχρι 
τῆς τιμῆς τῆς προβολῆς αβ τῆς ΑΒ ἐπὶ τὴν ΧΥ͂. 

(0) Εἰς τὴν τομὴν Ε τῆς καθέτου εἰς τὸ μέσον τῆς ΑΒ καὶ τῆς 
ΧΥ͂, ἡ τιμὴ τῆς διαφορᾶς μηδενίζεται (Σχ. 169). 

(κ) ᾿Απὸ τοῦ Δ μέχρι τοῦ Ε, ἡ διαφορὰ ἐλαττοῦται ἀπὸ τῆς 
μεγίστης αὑτῆς τιμῆς ΑΒ΄ μέχρι τοῦ μηδενός. 

(λ) ᾿Απὸ τοῦ Ε μέχρ' Χ (-»» Ο), ἡ διαφορὰ ΖΑ -- ΖΒ εἶναι ἀρ- 
νητική. Θεωροῦντες πάλιν τὴν ἀπόλυτον αὐτῆς τιμήν, δυνάμεθα 
νὰ εἴπωμεν ὅτι, πέραν τῆς θέσεως Ε, ἡ διαφορὰ αὐξάνει μέχρι 
τῆς ὁριακῆς αὐτῆς τιμῆς αβ, προβολῆς τῆς ΑΒ ἐπὶ τὴν ΧΥ͂. 


260. ᾿Εφαρμογή. Γνωρίζομεν ὅτι ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν 
ὁποίων ἡ διαφορὰ τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο δοθέντων σημείων 
εἶναι σταθερά, εἶναι μία ὑπερβολή. 

“Ἔστωσαν Ε, Ε΄ τὰ σταθερὰ σημεῖα (Σχ. 170), 2α ΞΞ ΑΑ’ « ΕΕ’ 
ἡ σταθερὰ διαφορά. 

1) Ἢ ὑπερβολὴ εἶναι χυρτὴ καμπύλη, ἐπειδὴ τυχοῦσα εὐθεῖα τέμνει 
αὐτὴν εἰς δύο τὸ πολὺ οημεῖα. Πράγματι, κατὰ τὴν 8 259, Παρα- 
γήρησις δα, δὲν ὑπάρχουν ἐπ᾽ αὐτῆς τῆς εὐθείας παρὰ μόνον δύο, τὸ 


Γεωμετρία ϑ 
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πολύ, σημεῖα τῶν ὁποίων ἡ διαφορὰ τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τὰ Ε 
καὶ Ε΄ νὰ εἶναι 2α. 

2) Πᾶσα εὐθεῖα ΧΥ͂, ἥτις ἀφίνει τὰ Ε καὶ Ε΄ πρὸς τὸ αὐτὸ μέ- 
ος της, τέμνει τὴν καμπύλην εἰς δύο σημεῖα" ἐπειδὴ ὑπάρχουν 
ύο σημεῖα ἐπ’ αὐτῆς Μ, Ν διὰ τὰ ὁποῖα αἱ διαφοραὶ ΜΕ΄-- ΜΕ 

καὶ ΝΕ - ΝΕ ἔχουν τὰς αὐτὰς ἀπολύτως ἀλλ᾽ ἀντιθέτους τιμὰς 

258, ζ). 

ὼ 3) ΝΣ εὐθεῖα, διερχομένη μεταξὺ τῶν σημείων Εἰ καὶ Ε΄, δύναται νὰ 
τέμνῃ τὴν ὑπερβολὴν εἰς δύο σημεῖα νὰ ἐφάπτεται αὑτῆς ἢ καὶ νὰ μὴ τὴν 
συναντᾷ. 


Σχ. 110. Σκ. 171. 


"Ἔστω ΜΝ (Σχ. 171) μία τοιαύτη εὐθεῖα. Θεωρήσωμεν τὸ σὺυμ- 
ετρικὸν Θ τοῦ σημείου Ε πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΜΝ καὶ τὰς προβο- 
Ἀὰς ζ, ζ' τῶν ἑστιῶν Ε, Ε΄ ἐπὶ τῆς ἰδίας εὐθείας. 

Ὅταν τὸ μῆκος ΑΑ᾽ ἢ 2α περιλαμβάνεται μεταξὺ τῶν ζζ᾽ καὶ 
Ε΄Θ, ὑπάρχουν δύο σημεῖα τομῆς, ἀνήκοντα εἰς τὸν αὐτὸν κλά- 
δον τῆς καμπύλης. 

᾿Επὶ πάσης παραλλήλου πρὸς τὴν ΜΝ, ἡ προβολὴ τοῦ τμήμα- 
τος ΕΕ' εἶναι πάντοτε ἴση πρὸς ζζ΄. ἜἜστω Ζ τὸ συμμετρικὸν 
τοῦ σημείου Ε πρὸς εὐθεῖαν ΔΤ, παράλληλον τῆς ΜΝ. ᾿Εἀὰν ἡ 
εὐθεῖα ΔΤ εἶναι τοιαύτη, ὥστε νὰ ἔχωμεν Ε΄ -- 2α, τότε τὰ δύό 
σημεῖα τομῆς τῆς εὐθείας καὶ τῆς καμπύλης συμπίπτουν εἰς ἔν 
καὶ αἱ δύο γραμμαὶ ἐφάπτονται. 

Ἡ εὐθεῖα, τέλος, ΚΚ, παράλληλος πρὸς τὴν ΜΝ καὶ διὰ τὴν 
ὁποίαν τὸ συμμετρικὸν Η τῆς ἑστίας Ζ πρὸς αὐτὴν ἔχει ἀπόστα- 
σιν ἀπὸ τῆς ἄλλης ἑστίας 

ΗΕ’ « 2α, 


δὲν ἔχει κοινὰ σημεῖα μετὰ τῆς καμπύλης. 

4) Ἔστω εὐϑεῖα ΟΔ (Σχ.172) διερχομένη διὰ τοῦ μέσου Ὁ τοῦ τμήμα 
ἘΒΕ΄. Βὰν ἡ προβολὴ 44’ τοῦ τμήματος τούτου ἐπ᾽ αὐτὴν δἶναι ἴση “Ὡς ἡ 
μῆκος 3α, ἡ εὐθεῖα συναντᾷ τὴν καμπύλην εἰς ἄπειρον ἀπόστασιν ἀπὸ τοῦ Ο, 

Πράγματι, διὰ τὴν εὐθεῖαν αὐτήν, αἱ ἀποστάσεις ἑνὸς σημείου 
της δ ἀπὸ τῶν Ε καὶ Ε΄, ἀρχικῶς ἴσαι, ἔχουν διαφορὰν ἀϑίανο: 

ένην, ἐφ᾽ ὅσον τὸ σημεῖον ἀπομακρύνεται τοῦ Ο κατὰ τὴν μίαν 
ἢ τὴν ἄλλην φορὰν ἐπὶ τῆς εὐθείας. Γίνεται δὲ ἡ διαφορὰ αὅτῃ 
ἴση πρὸς τὸ μῆκος ΔΔ’ διὰ τὰ σημεῖα τῆς εὐθείας εἰς ἄπειρο 
ἀπόστασιν ἀπὸ τοῦ Ο. : 

Αἱ εὐδεῖαι ΟΔ, ΟΗ, συμμετρικαὶ ἀλλήλων πρὸς τὴν κάθετον ἐπὴ 
τὴν ΕΕ΄ εἰς τὸ μέσον της Ο, εἶναι αἱ ἀσύμπτωτοι τῆς καμπύλης. Δ' 
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νάμεθα νὰ τὰς θεωρήσωμεν ὡς ἐφαπτομένας τῆς καμπύλης, τῶν 
ὁποίων τὰ σημεῖα ἐπαφῆς εὑρίσκονται εἰς ἄπειρον ἀπόστασιν ἀπὸ 
τοῦ Ο. ᾿Επειδή, ἂν Θ εἶναι τὸ συμ- 
μετρικὸν τοῦ Ε πρὸς μίαν τῶν εὐ- 
θειῶν αὐτῶν, θὰ ἔχωμεν 


ΘΕ-Ξδδς--ζα (3) 


5) Πᾶσα εὐθεῖα ΧΥ͂, μὴ διερχομένη 
διὰ τοῦ κέντρου καὶ ἐπὶ τῆς ὁποίας ἡ 
προβολὴ εε΄ τοῦ τμήματος ΕΒ’ εἶναι ἴση 
πρὸς 9α, τέμνει τὴν καμπύλην εἰς ἕν μό- 
ΨῸΨ σημεῖον. 

“ἙἝστω πράγματι 2α -Ξ- εε΄ ΞΞ Ε΄Θ. 
Τὰ σημεῖα Θ καὶ Ζ εἶναι διά- 
φορα ἀλλήλων, ἀφοῦ εἶναι τὰ Σι. 15 
συμμετρικὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Ε 
πρὸς τὰἀς δύο παραλλήλους εὐθείας ΟΔ καὶ ΧΥ͂. Θὰ ἔχωμεν 


λοιπόν: 
ΕἼ2» ΘΕ“ ΔΔ--2α, 


καὶ ἑπομένως, κατὰ τὴν Παρατήρησιν 1, τῆς δ 259 θὰ ὑπάρχῃ ἕν καὶ 
μόνον σημεῖον Ρ ἐπὶ τῆς ΧΥ καὶ εἰς πεπερασμένην ἀπόστασιν 


τοιοῦτον, ὥστε 
ΡΕ΄.- ΡΕ Ξε εεξξ Ζα. 


261. Μολονότι ἡ εὐθεῖα ΧΥ͂ ἔχει ἕν μόνον κοινὸν σημεῖον μετὰ 
τῆς καμπύλης, δὲν εἶναι ἐφαπτομένη αὐτῆς. ᾿Επειδή, ἐκ τῆς φύ- 
σεως τῶν μεταβολῶν τῆς διαφορᾶς, εὐκόλως ἀναγνωρίζομεν ὅτι 
τὸ σημεῖον Ρ δὲν προκύπτει ἐκ τῆς συμπτώσεως δύο κοινῶν ση- 
μείων τῆς καμπύλης καὶ τῆς εὐθείας ΧΥ (δ 259, Παρ. 1). δύναται, 
οὕτω, μία εὐϑεῖα νὰ ἔχῃ ὃν μόνον κοινὸν σημοῖον (εἰς τὸ πεπερασμένον) μετὰ 
κυρτῆς καὶ μὴ κλειστῆς καμπύλης χωρὶς 
κατ᾽ ἀνάγκην νὰ εἶναι ἐφαπτομένη αὐτῆς.  ρν τ ΜΕΝ 

Σημείωσις. Ἢ ὡραία αὕτη σπου- δι 
δὴ ὀφείλεται εἰς τὸν Κέρ!ὶ8 Ρία]αῖ. 
(Τ 1894). 


Οἱ διάφοροι τρόποι κατὰ τοὺς ὁποίους 
δυνάμεθα νὰ ϑεωρήσωμεν 
ἕν πρόβλημα. 


262. Ἢ ἐκφώνησις ἑνὸς ὡρισμέ- ΄΄..: 
νου προβλήματος δύναται νὰ λάβῃ Β 
διαφόρους μορφάς, ἀναλόγως δὲ ἑκά- 
στῆς ἡ εὕρεσις τῆς λύσεως αὐτοῦ 
ἀποβαίνει, πολλάκις, δυσκολωτέρα Σχ. 1173 
ἢ εὐκολωτέρα. 

Διὰ τὸν λόγον αὐτόν, ὠφέλιμος ἐνίοτε ἀποδεικνύεται ἡ μετα- 
τροπὴ τῆς ἐκφωνήσεως ἑνὸς δοθέντος προβλήματος, ὥστε νὰ καθί- 
σταται, ἐνδεχομένως, ἡ εὕρεσις τῆς λύσεως του μᾶλλον ἄμεσος 
ἢ ὀλιγώτερον κοπιώδης. ᾿Ιδοὺ ἕν παράδειγμα. 

1) Νὰ κατασκευασθῇ τρίγωνον ἐκ τῆς βάσεως ΒΓ,, τῆς γω- 
γίας εἰς τὴν κορυφὴν Α καὶ τῆς ἀκτῖνος ρ τοῦ ἐγγεγραμμένου 
κύκλου. 


ἐνοασονδν Δοδοφανοου δ 
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2) Δίδϑονται περιφέρεια ἀκτῖνος ρ καὶ δύο ἐφαπτόμεναι ΑΒ, 
ΑΓ αὐτῆς. Νὰ ἀχθῇ τρίτη ἐφαπτομένη ΔΧ, ὥστε τὸ τμῆμα ΒΓ, 
τὸ ὁριζόμενον ἐπ᾽ αὐτῆς ὑπὸ τῶν δύο πρώτων, νὰ ἔχῃ δοθὲν μῆ- 
κος λ. 

3) ΑΙ πλευραὶ μιᾶς σταθερᾶς γωνίας Α ἐφάπτονται δοθείσης 
περιφερείας ἀκτῖνος ρ. Ποία πρέπει νὰ εἶναι ἡ θέσις τῆς γωνίας 
αὐτῆς, ὥστε αἱ πλευραί της νὰ ἀποτέμνουν ἐπὶ σταθερᾶς ἐφαπτο- 
μένης ΔΧ τμῆμα ΒΓ δοθέντος μήκους Ἀ; 

“Ὅπως εἶναι φανερόν, καὶ αἱ τρεῖς ἀνωτέρω ἐκφωνήσεις θέ- 
τοὺυν τὸ ἴδιον πρόβλημα᾽ ποικίλλει ὅμως ἡ εὐκολία τῆς λύσεως 
πρὸς τὴν ὁποίαν ὁδηγεῖ ἑκάστη. 

1η Λύσις. Ὑποθέσωμεν τὸ τρόβλημα λελυμένον. γωνία ΒΟΓ 

9... 
εἵναι ἴση πρὸς Α Ἐ Ξ Σ -ἼΞ Α- ἘΠ Ξ ΞΞ 900 τ καὶ τὸ 
πρόβλημα συνίσταται εἰς τὴν κατασκευὴν τριγώνου ΒΟΓ, τοῦ 
ὁποίου εἶναι γνωστὰ ἡ βάσις ΒΓ, ἡ γωνία εἰς τὴν κορυφὴν ΒΟΓ 
καὶ τὸ ὕψος ρ. 

3α Λύσις. "Ἔστωσαν Ε, Ζ τὰ σημεῖα ἐπαφῆς τῶν ἐφαπτομένων 
ΑΓ, ΑΒ. Τὸ μῆκος ΑΕ -Ξ μ δύναται νὰ θεωρηθῇ γνωστόν, ἐφ᾽ ὅσον 
ἐδόθησαν ἡ γωνία Α καὶ ἡ ἀκτὶς ρ. Ἡ περίμετρος 2τ τοῦ τριγώ- 
νου ΑΒΓ -Ξ2 (μ-Ἐλ), ἐπειδὴ ΒΖ-ἘΓΕ -Ξλ, ἡ δὲ ἐπιφάνειά του 
ἴση πρὸς τρ -Ξ (μ - Ἀ) ρ-ΞΞ Ε. ᾿Αλλὰ ἡ ἐπιφάνεια Ε ἰσοῦται ἐπίσης 


πρὸς ᾿ . ἄρα υ-- Ξρίε Ὁ) καὶ τὰ μῆκος τοῦτο κατασκευάζε- 


ται εὐκόλως, ὡς τετάρτη ἀνάλογος γνωστῶν μηκῶν, 
Τὸ κρύξχημα οὕτω ἀνάγεται εἰς τὴν κατασκευὴν τριγώνου ἐκ 
τῆς βάσεως ΒΓ, τοῦ ὄψους ἐπ’ αὐτὴν καὶ τῆς γωνίας Α. 


8η Λύσις. ατασκευάζομεν τὸ μῆκος υ-- 0 ἘΝ καὶ φέρο- 


μεν παράλληλον ΠΛ ρὸν τὴν σταθερὰν ἐφαπτομένην ΔΧ εἰς ἀπό- 
στασιν υ ἀπ’ δοτῆν: Ἡ τομὴ τῆς εὐθείας αὐτῆς καὶ τῆς περιφε- 
Ρείας μὲ κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα τὸ μῆκος ΟΑ, εἶναι ἡ ζητουμένη 
θέσις τῆς κορυφῆς Α. 


δ 1]. Ἢ μέϑοδος τῆς ἐπεκτάσεως 


268. Ἢ μέθοδος τῆς ἐπεκεάσεως συνίσταται εἰς τὴν ἐπέκτασιν 
ἰδιοτήτων ἑνὸς σχήματος εἰς ἕν ἄλλο τοῦ αὐτοῦ ἢ παρομοίου (33) 
εἴδους, ἀλλὰ τοῦ ὁποίου τὸ πρῶτον σχῆμα εἶναι μία εἰδικὴ πε. 

ίπτωοις. 

᾿Επίσης, καὶ ἰδιαιτέρως, ἡ μετάβασις ἀπὸ ἰδιοτήτων ἐνὸς ἐπιπέ- 

δου σχήματος εἰς ἰδιότητας ἑνὸς σχήματος τοῦ χώρου παρουσιά- 
ζοντος ὡρισμένας ἀναλογίας πρὸς τὸ πρῶτον. 

Δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν δύο περιπτώσεις : 

1) Μετάβασις ἀπὸ ἑνὸς ἐπιπέδου σχήματος εἰς ἕν ἄλλο ἐπίσης ἐπίπεδοφ 
καὶ γενικώτερον τοῦ πρώτου. 'ῶὩς Δ.χ., ἡ ἐπέκτασις τοῦ θεωρήματορ 
τοῦ Μενελάου διὰ τὸ τρίγωνον εἰς ἔν τυχὸν ἐπίπεδον πολύγωνον 
(85 180, 181). 


48. Σημ. μετ. θεωρουμένης τῆς ὁμοιότητος αὐτῆς πολλάκις ὑπ 
εὑρεῖαν καὶ προσωπικὴν ἀκόμη τοῦ ἐρευνῶντος ἔννοιαν. Ἔ 


2) Μετάβασις ἀπὸ ἐπιπέδου σχήματος εἰς σχῆμα τοῦ χώρον, ὡς ἡ ἐπέ- 


πτασις τοῦ προηγουμένου θεωρήματος εἰς ἕν στρεβλὸν πολύγω- 
γον (8 181, α). 


264. Χρῆσις τῆς μεϑόδου. Ἢ ἐπέκτασις εἶναι μέθοδος λίαν γόνι- 
μος πρὸς ἀνεύρεσιν ἐκ διαισθήσεως νέων θεωρημάτων. ᾿Απαιτεῖ- 
ται, ἐν τούτοις, ποιά τις ὀξύνοια τοῦ ἐρευνητοῦ καὶ μεγάλη πεῖρα 
διὰ τὴν γενίκευσιν ἐπὶ μέρους ἰδιοτήτων καὶ τὴν ἀπόδειξιν ἀκο- 
λούθως τῶν ὑποθέσεων του. 


26δ. Ἢ ἀναγωγὴ [ἢ εἰδίκευσις] εἶναι ἀντίθετος τῆς ἐπεκτάσεως καὶ 
συνίσταται εἷς τὴν θεώρησιν ἑνὸς θεωρήματος, προβλήματος κλπ. 
ὡς εἰδικῆς περιπτώσεως ἑνὸς ἄλλου γενικωτέρου. 

᾿Ιδοὺ μερικὰ παραδείγματα ἐπεκτάσεως. 


Πρόβλημα 

266. ᾿Ἐπὶ τὴν βάσιν ἑνὸς ἰσοσκελοῦς τριγώνον ΑΒΙ" καὶ εἰς τυχὸν 
αὐτῆς σημεῖον Ῥ ὑψοῦμεν κάϑε- 
τον ΡΝΜ, τέμνουσαν τὰς πλευρὰς 
ΑΒ, ΑΓ εἰς τὰ Μ, Ν. Ὥς γνω- »"μ 
στόν, τὸ ἄϑροισμα ῬΜ -ἰ- ΡΝ εἴ- 
ναι σταϑερόν. Ποίαν μορφὴν λαμ- 
βάνει τὸ ϑεώρημα αὐτὸ προκει- Λλ Π 
μένου περὶ τυχόντος τριγώνον ; 

Διὰ τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον, 
συμβαίνει (Σχ. 174): 

ῬΜ-ΈΡΝ-:-Ξ 2:ΡΟ -- 2.ΑΔ. 


Διὰ τυχὸν τρίγωνον (Σχ. 175), ΒΒ ΔΡΓΒ ΔΡΙ. 
θὰ πρέπει ἡ εὐθεῖα ΡΝΜ νὰ Σχ. 11. ΣΧ, 175. 
εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν 
διάμεσον ΑΔ. ᾿ΕἘπειδή, ἐκ τῶν 
ὁμοίων τριγώνων τοῦ σχήματος ἔχομεν ἀμέσως: 

ῬΝ ΓΡ 2ΓὋὈῈ Ῥ»Ὴ ΒΡ 28ΒΡ 

ΔΑ Τὸ α᾽ ΔᾺ ΒΔ α΄ 

ΡΝ -ἘΡΜ -Ξ- 2ΑΔ -- σταθερὸν μῆκος. 
Οὕτω λαμβάνομεν τὸ ἑπόμενον : 


Θεώρημα 


Ἐὰν διὰ τυχόντος σημείου Ῥ τῆς βάσεως τρι- 
γώνου ἀχϑῇ παράλληλος πρὸς τὴν ἐπ᾽ αὐτὴν διά- 
μέσον, τέμνουσα τὰς ἄλλας πλευρὰς εἰς Μ καὶ Ν, 
τὸ ἄϑροισμα ῬΜ-ΈΡΝ ϑὰ εἶναι σταϑερόν. 

"Αλλη ἀπόδειξις. Φέρομεν τὴν ΓΗ͂Α΄, παράλ- 
ληλον τῆς ΑΒ καὶ μέχρι τῆς συναντήσεῶς 
της Α΄ μετὰ τῆς διαμέσου ΑΔ, καθὼς καὶ ΡΨ 
τὴν ΝρΗ. ΤΩ 

Θὰ ἔχωμεν: Σχ. 118. 

ῬΝΞΡΗ, ΡΜ-ΡΝ- -ΞΜΗΞξαα ' -ΞξΖαάξξστα- ϊ 
θερὰ ποσότης. 


267. "Αντιστρόφως, ἐὰν ἡ ἀπ᾿ εὐθείας ἀπόδειξις τοῦ θεωρήμα- 
τος αὐτοῦ μᾶς παρουσίαζε δυσκολίας, θὰ ἦτο δυνατόν, ἐκ τῆς 
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ἀποδείξεως τῆς προτάσεως διὰ τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον, νὰ ὁδη- 
γούμεθα εἰς τὴν κατ᾽ ἀναλογίαν ἀπόδειξιν αὐτῆς διὰ τὸ τυχὸν 


τρίγωνον. 
Πρόβλημα 


268 Νὰ γενικευθῇ τὸ γνωστόν θεώρημα: Εἰς τὸ ἰσοσκελὲς τρί- 
γώνον, τὸ ἄϑροισμα τῶν καϑέτων τῶν ἀγομένων ἐκ τυχόντος σημείον 
τῆς βάσεως ἐπὶ τὰς ἴσας πλευρὰς εἶναι σταϑερόν. 

1η ᾿ΕΞπέκχτασις. Διὰ τῆς συμμετρίας ἢ διπλασιασμοῦ ὁδηγούμεθα 
ἀμέσως εἰς τήν ἑπομένην γενίκευσιν. 

Ἔχ τυχόντος σημείου Ο τῆς βάσεως ἰσοσκελοῦς τριγώνου φέρομεν 
εὔϑείας ΟΡ, ΟΣ, συναντῶσας τὰς ἴσας πλευρὰς ὑπὸ τὴν αὐτὴν σταϑε- 
ρἂν γωνίαν. Τὸ ἄθροισμα ΟΡ -ἘΟΣ εἶναι σταϑερόν. 

Πράγματι, ΟΡ  ΟΣ-ΞΟΡ-ΚΟΣΞΡΣ καὶ τὸ τμῆμα αὐτὸ 
εἶναι ὡρισμένου μήκους, ὡς περιεχόμενον μεταξὺ τῶν παραλλή- 
λων ΑΒ, ΑΥΓ καὶ τέμνον αὐτὰς ὑπὸ σταθερὰν γωνίαν. 

Πόρισμα. Αἴ παράλληλοι πρὸς τὰς ἴσας πλευρὰς ἰσοσχολοῦς τριγώ- 
νου, αἱ ἀγόμεναι ἐκ τυχόντος σημείον τῆς βάσεως, ἔχουν ἄθροισμα 
σταϑερόν. 

ΠΝ τὴν εἰδικὴν αὐτὴν περίπτωσιν τὸ ἄθροισμα εἶναι ΑΓ -Ξ ΑΒ 
(6 195). 


Σ.. 178. 


260. 2α ᾿Επέκτασις. Ζητήσωμεν νὰ εὔρωμεν ἰδιότητα ἀνάλογον 
εἰς τὸ σκαληνὸν τρίγωνον, δηλ. καταλλήλους διευθύνσεις τῶν εὖ. 
θειῶν ΟΜ, ΟΝ (Σχ. 178), ὥστε τὸ ἄθροισμα ΟΜ - ΟΝ νὰ εἶναι 
ἴσον πρὸς δοθὲν μῆκος λ. 

Πρὸς τοῦτο βοηθούμεθα ὑπὸ τοῦ γνωστοῦ ἤδη προβλήματος 
τῆς 8 44. ᾽᾿εὰν λάβωμεν ΒΕ-- ΓΖ-ελ καὶ φέρωμεν παραλλήλους 
ΟΜ, ΟΝ πρὸς τὰς εὐθείας ΒΕ, ΓΖ, θὰ ἔχωμεν 

ΟΜ ΟΝ- λ. 

270. 3η "Επέκτασις. "Ας ἀναχωρήσωμεν ἀπὸ τοῦ πορίσματος τῆρ 
6 268 καὶ ἂς θεωρήσωμεν κατ᾽ ἀρχάς ἕν τρίγωνον, τοῦ ὁποίόυ ὴ 
μία πλευρὰ εἶναι διπλασία τῆς ἄλλης, ΑΒ -« 2ΑΓ (Σχ. 179). , 

Ἔδν λάβωμεν ΑΔΞΑΒ, τὸ τρίγωνον ΒΑΔ θὰ ἔῖϊναι ἰσϑο: 
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σκελὲς καὶ τὸ ἄθροισμα ΡῬΜ-ΡΣ σταθερὸν καὶ ἴσον πρὸς 
ΑΒ ΞΞΖΑΓ, ᾿Αλλ᾽ εἶναι ΡῬΡΜ-Ε2ΜῸὸ καὶ ΡΣ-Ξ ΟΝ’ ἐπομένως, 
2ΜΟ- ΟΝ Ξ- ΑΒ ἢ 


οΟΜΈ-Σον- ΒΒ -ιγ. 


Γράφοντες χα καὶ γΥ ἀντὶ ΟΜ καὶ ΟΝ καὶ γενικεύοντες, ἀγόμεθα 
εἰς τὸ ἑπόμενον θεώρημα (Σχ. 180). 


Π : 
Ν 


Σχ. 119. Σχ. 180 


271. Θεώρημα. ΕΠϊς πᾶν τρίγωνον ΑΒΓ', αἱ παράλληλοι σ, γΥ πρὸς 
τὰς ΑΒ καὶ ΑΓ, αἱ ἀγόμεναι ἐκ τυχόντος σημείου τῆς ΒΓ καὶ περα- 
τούμεναι εἰς τὰς πλευρὰς αὑτάς, πολλαπλασιαζόμεναι ἐπὶ ἀριϑμοὺς ἀναλό- 
γους τῶν μηκῶν τῶν ΑΓ καὶ ΑΒ ἀντιστοίχως, ἔχουν ἄϑροισμα σταϑερόν. 


ΑΒ. μ 
Δηλ. ἂν τ -ν'’ θὰ εἴναι 


νχ -Ἐ μὺ ΞΞ σταθ. 


"Εφαρμογή. Ἢ ἐπέκτασις ἑνὸς προβλήματος γνωστοῦ (8 216)» 
μᾶς ὁδηγεῖ εἰς τὰ δύο ἑπόμενα (88 272, 273): 


Πρόβλημα 
272. Δίδονται δύα παράλληλοι καὶ ἕν σημεῖον Ο. Νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα 
ΓΔ, παράλληλος πρὸς δοϑεῖσαν 
διεύϑυνσιν ΑΒ, εἰς τρόπον, ὥστε 
ἡ γωνία ΓΟΔ νὰ εἶναι ἢ μεγίστη. 


Θεωρήσωμεν τὸ ἀντίθετον 
πρόβλημα: 

Δοθείσης τῆς εὐθείας ΓΔ, 
νὰ εὐρεθῇ ἐπὶ τῆς διὰ τοῦ Ο 
παραλλήλου (ε) πρὸς τὰς δο- 
θείσας, σημεῖον ἀπὸ τοῦ ὁποίου 
τὸ τμῆμα ΓΔ νὰ φαίνεται ὑπὸ 
τὴν μεγίστην γωνίαν. 

Τοῦτο εἶναι τὸ ἕν ἢ τὸ ἄλλο 
ἐκ τῶν δύο σημείων Ο, Ο' ἐπαφῆς μετὰ τῆς (ε) τῶν περιφερειῶν 
τῶν διερχομένων διὰ τῶν Γ, Δ καὶ ἐφαπτομένων τῆς εὐθείας αὐτῆς. 

Πράγματι, ὅταν ἕν σημεῖον Μ κινεῖται ἐπὶ τῆς εὐθείας (ε) καὶ 
ἀπὸ τῆς θέσεως Ε λ.χ. πρὸς τὰ δεξιά, ἡ ἀκτὶς τῆς περιφερείας 
ΓΜΔ συνεχῶς ἐλαττοῦται καὶ γίνεται ἐλαχίστη, ἄρα ἡ γωνία ΓΜΔ 
μεγίστη, εἰς τὴν θέσιν ΑΞΞΟ, ᾿Απὸ τοῦ μέχρι τοῦ Θ ἡ γωνία 
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αὐτὴ ἐλαττοῦται καὶ γίνεται μηδὲν διὰ ΜΞΕΞΘ καὶ κατόπιν αὐξά- 
νει πάλιν μέχρι τῆς θέσεως Μ -- Ο’, ὁπότε λαμβάνει τὴν δευτέραν 
μεγίστὴν τιμήν της. ᾿Απὸ τῆς θέσεως Ο΄ καὶ πέραν, ἡ γωνία ἐλατ- 
τοῦται συνεχῶς μέχρι μηδενισμοῦ διὰ ΟΜ-» ὦ. 

Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τῆς γωνίας ΓΟΔ, ἐπιλύομεν (τριγωνομε- 
τρικῶς τὰ τρίγωνα ΟΘΓ, ΟΔΘ, τῶν ὁποίων γνωρίζομεν δύο 
πλευρὰς καὶ τὴν ὑπ᾽ αὐτῶν περιεχομένην γωνίαν Θ, καὶ κατόπιν τὸ 
τρίγωνον ΓΟΔ, τοῦ ὁποίου θὰ εἶναι γνωσταὶ τότε καὶ αἱ τρεῖς 
πλευραί. 

378, Τὸ αὐτὸ πρόβλημα ἀλλ᾽ ὅπου αἱ δύο παράλληλοι εὐϑεῖαι ἄντε- 
κατεστάϑησαν ὑπὸ δύο ὁμοχένερων περιφερειῶν. 

ἴ, Ἢ εὐθεῖα ΓΔ διέρχεται διὰ τοῦ κοινοῦ κέντρου, ἢ 

2. Τέμνει τὴν ΠΟΥ τῶν περιφερειῶν ὑπὸ δοθεῖσαν γωνίαν. 

Θεωροῦντες πάλιν τὸ ἀντίθετον πρόβλημα, ἑὐκόλως ἀναγνωρί- 
ζομεν ὅτι ἡ εὐθεῖα ΓΔ ὁρίζεται κατὰ θέσιν καὶ ὅτι τὸ σημεῖον Ο 
εὑρίσκεται ἐπὶ περιφερείας ὁμοκέντρου πρὸς τὰς δοθείσας. 

Παρατήρησις. “Ἕνεκα τοῦ πλήθους τῶν ἐνδιαφερουσῶν περιπτώ- 
σεῶν τὰς ὁποίας παρουσιάζει τὸ δεύτερον πρόβλημα, θὰ ἀναπτό- 
ξωμεν αὐτὸ εὐρύτερον εἰς τὸ κεφάλαιον ἐπὶ τῶν μεγίστων καὶ ἔλα- 


χίστων (8 341). 
πρόβλημα 


974. Γενίκευσις τοῦ προβλήματος τῆς 5 102 : Δίδονται περιφέρεια 
(Ο) καὶ δύο σημεῖα Α, Β ἐπ᾽ αὐτῆς. Νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ τῆς περιφερείας 
τρίτον σημεῖον Γ᾽ τοιοῦτον, ὥστε αἷ χορ’ 
δαὶ ΓΑ, ΓΒ νὰ ἀποτέμνουν ἐπὶ δοθείσης 
διαμέτρου ΕΖ τμῆμα ΜΝ ἔχον ὡς μέσον 
τὸ κέντρον τῆς περιφερείας. 


1, "Ἂς ἀντικαταοτήσωμεν τὴν στα- 
θερὰν διάμετρον καὶ τὸ κέντρον τῆς πε- 
βϑερείας διὰ τυχούσης σταθερᾶς χορ- 

ῆς ΕΖ καὶ τοῦ μέσου της Ο. 
᾿Εργαζόμενοι κατ᾽ Ἀὐαλογιον κατα- 
λήγομεν ἀμέσως εἰς τὴν ἀκόλουθον κα- 
τασκευήν : 
Προεκτείνομεν τὸ τμῆμα ΑΟ εἰς ἴσον 


μῆκος ΟΔ καὶ γράφομεν τὸ τόξον (Β, Δ, Φ), ὅπου 4--ἰδο..-. ΑΓΒ. 
ΑΥΝ τὸ κοινὸν σημεῖον τοῦ τόξου τούτου καὶ τῆς δοθείσης χορ» 
δῆς, ἡ εὐθεῖα ΒΝ τέμνει τὴν περιφέρειαν (Ο) εἰς τὸ ζητούμενον 
σημεῖον Τ', '᾿Επειδὴ ἡ ΔΝ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΑΜ, κλπ, 
27δ. Πρόβλημα. Περαιτέρω ἐπέκτασις : Νὰ τοῦτ τὸ σημεῖον Γ 
εἰς τρόπον, ε τὰ τμήματα ΟΜ, ΟΝ ἐπὶ τῆς χορδῆς ΕΖ νὰ ἔχουν λό» 


γον δοθέντα Ἐ-. 

"Αρκεῖ τὸ τμῆμα ΟΑ, τῆς προηγουμένης κατασκευῆς, νὰ ἔχῃ 
πρὸς τὸ ΟΔ λόγον Ἑ. 

Παρατήρησις. Προσεκτικὴ μελέτη τῶν προηγουμένων προβλημά- 
τῶν ἀφίνει νὰ διαφανῇ ἡ δυνατότης λύσεως τοῦ προβλήματος 
εἰς τὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἣν ἡ χορδὴ καὶ τὸ μέσον της ἔχουν ἄντι» 


κατασταθῆ διὰ τυχούσης εὐθείας καὶ σημείου ἐπ᾽ αὐτῆς. Οὕτω 
φθάνομεν εἰς τὸ πολὺ γενικώτερον πρόβλημα: 
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Πρόβλημα 


376. Δίδονται περιφέρεια, δύο σημεῖα Α, Β αὐτῆς, τυχοῦσα εὐθεῖα 
καὶ σταϑερὸν σημεῖον Ο ἐπὶ τῆς εὐθείας. Νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ τῆς περιφε- 
ρείας σημεῖον Γ' τοιοῦτον, ὥστε αἱ χορδαὶ ΓΑ καὶ ΓΒ νὰ ὁρίζουν ἐπὶ 
τῆς εὐθείας τμῆμα ΜΝ,, διαιρούμενον ὑπὸ τοῦ σημείου Ο εἰς δύο ἄλλα 


τμήματα ἔχοντα λόγον Ἐ. 


ΟΜ τ 
Ἦ -- Εστω Δ ἡ τομὴ τῆς 


εὐθείας ΑΟ καὶ τῆς ἐκ τοῦ Ν παραλλήλου πρὸς τὴν ΑΓ’ ἐκ τῶν 
ὁμοίων τριγώνων ἔχομεν 
ΑΘ ΟΜ μ 
ὍΔ ΟΝ νν 
᾿Αφ' ἑτέρου, ἕνεκα τῶν πα- 
ραλλήλων ΑΜ καὶ δδΔ, ἡ γω- 
νία ΒΝΔ εἶναι παραπληρωμα- 
τικὴ τῆς Γ' ἡ δὲ τελευταία αὖὔ- 
ἡ), εἶναι γνωστή, ὡς μετρου- 
μένη ὑπὸ τοῦ ἡμίσεος τοῦ 
τόξου ΑΓ΄Β. ὉΟδηγούμεθα οὕτω 
εἰς τὴν ἀκόλουθον κατασκευήν: 
᾿Επὶ τῆς ΑΟ λαμβάνομεν 
τμῆμα ΟΔ τοιοῦτον, ὥστε 
Ἄθ ει καὶ ἐπὶ τῆς ΒΔ γράφομεν τόξον δεχόμενον γωνίαν 
ἴσην πρὸς τὴν παραπληρωματικὴν τῆς Γ.. 


Παρατηρήσεις. 1) Τὸ σημεῖον Ν΄ δίδει δευτέραν λύσιν Γ΄. Φέρον- 
τες πράγματι τὰς Γ᾿ΑΜ΄ καὶ Γ΄ΒΝ΄, θὰ ἔχωμεν ᾿ 
ΟΜ’ μ 
ΟΝ ν 
2) Θὰ ἠδυνάμεθα ἐπίσης νὰ ὀρίσωμεν τὸ σημεῖον Γ, ὥστε τὸ 
τμῆμα ΜΝ νὰ εἴχεν δοθὲν μῆκος λ. Ἢ ἐργασία θὰ ἦτο ἀνάλογος 
τῆς εἰς τὴν 8 10] γενομένης. 


“Ὑποθέσωμεν, κατ᾽ ἀνάλυσιν, 


'Ῥπέκτασις εἷς σχήματα τοῦ χώρον 


2377. ᾿Επέκτασις τοῦ θεωρήματος τοῦ σχετικοῦ πρὸς τὴν κάθε- 
τον εἰς τὸ τυχὸν σημεῖον τῆς βάσεως ἰσοσκελοῦς τριγώνου (8 266). 
Θὰ ἀναφέρωμεν τὰ θεωρήματα μόνον εἰς τὰ ὁποῖα ἀγόμεθα. 


Θεώρημα. Ἑἰΐς τυχὸν σημεῖον Ῥ τῆς βάσεως κανονικῆς πυραμίδος 
ὑψοῦμεν κάθετον συναντῶσαν τὰ ἐπίπεδα τῶν παραπλεύρων ἑδρῶν της 
εἰς τὰ σημεῖα Μ,Ν,... Καὶ Δ. Τὸ ἄϑροισμα ῬΜ-ΈΡΝ-... ἘΡΚ-ΡΛΑ 
εἶναι σταϑερόν. 

᾽Εὰν ἡ βάσις ἔχῃ ν πλευράς, τὸ ἄθροισμα εἶναι τὸ ν - πλάσιον 
τοῦ ὕψους τῆς πυραμίδος. 

᾿Εὰν ἡ πυραμὶς δὲν εἶναι κανονικὴ ἀλλ᾽ ἡ βάσις αὐτῆς εἶναι 
κανονικὸν πολύγωνον, ἡ εὐθεῖα ΡΜΝ... θὰ πρέπει νὰ ἀχθῇ πα- 
ράλληλος τῆς εὐθείας τῆς ἐνούσης τὴν κορυφὴν μετὰ τοῦ κέντρου 
τῆς βάσεως. 
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278. ᾿Εφαρμογαί, Ἐπέκτασις τοῦ θεωρήματος διὰ τὰς καθέτους 
ἐπὶ τὰς ἴσας πλευρὰς ἑνὸς ἰσοσκελοῦς τριγώνου, τὰς ἀγομένας ἐκ 
τυχόντος σημείου τῆς βάσεως αὐτοῦ (8 268). 


Θεώρημα. Αἱ κάϑετοι αἱ ἀγόμεναι ἐκ τυχόντος σημείου τῆς βάσεως 

μανονι πῆς πυραμίδος ἐπὶ τὰς παραπλεύρους ἕδρας ἔχουν ἄϑροισμα στα- 
0 Ν 

᾿Εἀν ἡ βάσις ἔχῃ ν πλευράς, τὸ ἄθροισμα εἶναι ν - πλάσιον 
τῆς ἀποοτάσεως τοῦ κέντρου τῆς βάσεως ἀπὸ μιᾶς τῶν παραπλεύ- 
ρὼν ἑδρῶν. 

Θεώρημα. ᾿Ἐκ τυχόντος σημείου Ο τῆς βάσεως κανονικῆς πυραμίδος 
φέρομεν εὐθείας ΟΜ, ΟΝ,... ΟΠ, ΟΡ, τεμνούσας τὰς παραπλεύρους. 
ἕδρας κατὰ σταϑερὰν γωνίαν. Τὸ ἄϑροισμα ΟΜ -ἘΟΝ-Ἑ... 0ΟΠ-ἘΟΡ 
εἶναι σταϑερόν. 

Θεώρημα 


279. Διὰ σταϑεροῦ σημείον Ο ἐπὶ τῆς διχοτόμου ὀρϑῆς γωνίας 


φέρομεν μεταβλητὴν εὐϑεῖαν, τέμνον- 
σαν τὰς πλευρὰς τῆς γωνίας εἰς Μ καὶ 


1 1. 
Ν, Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα ΤΙΝ ἊΝ 
τῶν ἀντιστρόφων τῶν μηκῶν τῶν τμη» 
μάτων ΑΜ, ΑΝ, εἶναι σταϑερὰ ποσότης. 


"Ἔστωσαν μ, ν τὰ μήκη τῶν τιῆς 
μάτων καὶ υ ἡ ἀπόστασις τοῦ 
Σχ. 188, ἀπὸ ἑκάστης τῶν πλευρῶν τῆς ὁρ- 
θῆς γωνίας. 


Πρέπει νὰ δειχθῇ ὅτι ἀττ- δ 


ΕΒ εἶναι σταθερὰ ποσό- 
μν 


της. Πράγματι, ἐκφράζοντες ὅτι τὸ ἐμβαδὸν ΣΦ μν τοῦ ὀρθογωνίου 


τριγώνου ΝΑΜ εἶναι ἴσον πρός τὸ ἄθροισμα τῶν ἐμβαδῶν τῶν 
τριγώνων ΑΟΜ καὶ ΑΟΝ, λαμβάνομεν τὴν σχέσιν : 


μυ-Ἡ νυ ΞΞ μν, 
ἥ, διαιροῦντες κατὰ μέλη διὰ υ, 


1 1 1 
τ ἈΝΤ Ξε: σταθερὰ ποσότης. 


1η ᾿Επέκτασις 
280. Θεώρημα. Ἰὸ αὐτὸ ζήτημα 
διὰ τυχοῦσαν γωνίαν ΝΑΜ. 


Τὸ διπλάσιον τοῦ ἐμβαδοῦ τρι- 
γώνου ΝΛΜ δύναται νὰ ἐκφρασθῇ 
κατὰ δύο τρόπους : 


ΣΧ. 185. νυξμυτεν. Ρ. 
Διαιροῦντες κατὰ μέλη διὰ μνυ, 


1 


ΜΡ 
τ τς ἐδ 


εὑρίσκομεν τ ἘΞ “ . Ξε ποσότης σταθερά, ἐπειδὴ ὁ λό- 
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εἶναι σταθερὸς διὰ μίαν καὶ τὴν αὐτὴν γωνίαν 


(Στ 


381. Παρατήρησις. Ἢ σχέσις τας ΞΞ σταθ. προκύπτει ταχύτε- 


ΜΡ 
γος 


ρον τριγωνομετρικῶς. ᾿Επειδὴ απ ρίδομβν ὅτι τὸ διπλάσιον τοῦ 
ἐμβαδοῦ ἑνὸς τριγώνου εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον δύο πλευ- 
ρῶν ἐπὶ τὸ ἡμίτονον τῆς γωνίας αὐτῶν. “ὥστε 


μυ- νυΞξεμνηὴμφ 


καὶ ἑπομένως ᾿" Ἕ Ἢ: ΞΞ ἘΦ’. Ξε σταθερὰ ποσότης. 


ν 


282. Τιμὴ τῆς σταϑερᾶς. ἂς ἐκφρασομεν τὴν τιμὴν τῆς σταθερᾶς 
ποσότητος συναρτήσει τοῦ μήκους ΑΟ ---Ὸὑλ καὶ τῆς γωνίας φ. 


Ἔχομεν: 
1 Ί 
ὑτελημ πτημε ΓΝ 
λημ- 
᾿ Ἰ.  Σ ἢμφ 
καὶ ὁ τύπος πεν - - γίνεται 
«4 ἘΦ, 
ΓΤ Ὁ πμφ 2ημ -τ σὺν -- 
μ΄ ν ΓΝ ς΄ 
λημ - λημ- 
. 1 Ἵ 2 φ 
Ωστε πρῖτον ΞΕ χ ᾿ σὺν --ς 


3α ᾿πέκτασις 


388. Θεώρημα. Διὰ σημείου Ο ἐπὶ τῆς διὰ τῆς κορυφῆς Κα διαγω- 
νίου κανονικοῦ ὀκταέδρου, φέρομεν τυχὸν ἐπίπεδον τέμνον τὰς ἀκμὰς 
τῆς στερεᾶς γωνίας Καὶ εἰς σημεῖα Α, Β, Γ, Δ. Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα 
τῶν ἀντιστρόφων τῶν μηχῶν τῶν ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, ΚΔ εἶναι σταϑερὰ πο- 
σότης. 


᾿Επειδὴ αἱ ἀπέναντι ἀκμαὶ τῆς στερεᾶς γωνίας Κ' εἶναι κάθετοι 
ἐπ᾿ ἀλλήλας καὶ αἱ ἀποστάσεις τοῦ σημείου Ο ἀπὸ τὰς ἀκμὰς ἡ 
αὐτὴ καὶ διὰ ὸΣ ἐμ Ὁ υ, θὰ ἜΞΡΝον 
1 1 
κα Ἐπρ τ τ’ ΚΒ δ ΚΑ πὺ 
Ωστε: 


ΠΝ, 
ΚΑ ΓΒ ἘΓ ἢ ἘΔ τ΄ 


8η ᾿Επέπτασις 


584. Θεώρημα. Διὰ τοῦ σημείου τομῆς Ο τῶν διαγωνίων ἑνὸς κα- 
νονινοῦ ὀκταέδρου φέρομεν ἐπίπεδον (Π) τέμνον πάσας τὰς ἀκχμὰς τοῦ 
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στερεοῦ ("). ὋὉσοίζονται οὕτω ἐπὶ ἑἐχάστης ἀκμῆς δύο͵ τμήματα μὲ ἀρχὰς 
τὰς ἐπὶ ταύτης κορυφὰς τοῦ ὀχταέδρου καὶ κοινὸν πέρας τὸ σημεῖον το- 
μῆς τῆς ἀχμῆς καὶ τοῦ ἐπιπέδον (Π). 


Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀντιατρόφων τῶν μηκῶν τῶν οὕτω ὅρι- 
ζομένων εἴκοσι τεσσάρων τμημάτων εἶναι ποσότης σταϑερά. 


Ὡς εἴδομεν προηγουμένως, τὸ ἄθροισμα τῶν ἀντιστρόφων διὰ 
τέσσαρα τμήματα μὲ κοινὴν ἀρχὴν τὴν κορυφὴν μιᾶς στερεᾶς γω- 


νίας τοῦ σχήματος εἶναι τ ὅπου υ ἡ κοινὴ ἀπόστασις τοῦ ση- 


μείου Ο ἀπὸ τὰς ἀκμάς. Διὰ ἃς ἕξ, ἑπομένως, κορυφὰς τὸ ἄθροι- 
σμα εἶναι Ἔ, 


Παρατήρησις. Τὸ θεώρημα εἶναι ἀληθὲς διὰ πᾶν ὀκτάεδρον, εἰς 
τὸ ὁποῖον τὸ σημεῖον τομῆς τῶν διαγωνίων ἴσον ἀπέχει τῶν δώ- 


δεκα ἀκμῶν. 
4η ᾿Ἐπέκτασις 


286. Θεώρημα. Πᾶν ἐπίπεδον ἀγόμενον διὰ τὐτὴνν ον σημεῖον. Ὁ 
κειμένου ἐπὶ τῆς εὐθείας (ΣΟῚ τῆς ἴσον ἀπεχούσης ἀπὸ τῶν ἀκμῶν, ὃϑὲ 
ρουμένων ἀνὰ δύο, μιᾶς πολνεδρικῆς στερεᾶς γωνίας Σ, τῆς ὁποίας τὸ 
πλῆθος τῶν ἑδρῶν εἶναι ἄρτιος ἀριθμὸς καὶ αἱ ἀπέναντι ἔδραι ἴσαι, 
δοίζει ἐπὶ τῶν ἀπέναντι ἀχμῶν τμήματα τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν 
ἀντιστρόφων τῶν μηκῶν εἶναι σταϑερὸν (5). 


"Ἔστωσαν ΣΑ, ΣΑ΄ δύο ἀπέναντι τμήματα καὶ α ἡ γωνία ΑΣΑ΄ 
τῆς ὁποίας διχοτόμος εἶναι ἡ ΣΟ’ ἂς παραστήσωμεν δὰ διὰ α τὴν 
ἀπόστασιν τοῦ Ο τ ὙΚΙΣ τῶν εὐθειῶν αὐτῶν. Θὰ ἔχωμεν : 


ἅι1 


Ἐκ τκΞ (9 281) 
ἐπίσης : ἃ 
. ἣβ 
ὭΣΒ ἡ ΣΕ’ - ΕΒ κλᾷ: 


᾿Επειδὴ τὰ δεύτερα μέλη ἑκάστης τῶν ἰσοτήτων αὐτῶν εἶναι πο- 
σότητες σταθεραί, ἀφοῦ αἱ ποσότητες ἜΦ' τβ8.. μ Ὁ. “«“εἶναι οσταθεραὶ 
διὰ μίαν ὡρισμένην θέσιν τοῦ Ο, δατανς ὅτι τὸ ἄθροισμα 


εἶναι ἐπίσης σταθερὰ ποσότης. 
Διὰ ἕξ λ. χ. ἀκμὰς θὰ ἔχωμεν 


με ἘΝ ι ἽΞ ς 
κ᾿ τπεί πγ τκ ἐστε τι π  Ἐ ἘΣ 
Παρατήρησις. ᾿Εὰν ἡ στερεὰ γωνία εἶναι ΕἸΠΕ. ἜΡΟΝ 

᾿ Ρ̓ ᾿ 3ημε 
α-ε β--Υ καὶ ἡ τιμὴ τῆς σταθερᾶς ποσότητος εἶναι Τ᾿ 


24. Σημ. μετ. Καὶ εἰς σημεῖα διάφορα τῶν κορυφῶν του. 
28, » » ὙΠοτίθεται ὅτι ὑπάρχει τοιαύτη εὐθεῖα (ΣΟ). 
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δη ᾿Επέκτασις 


286. Θεώρημα. Διὰ σταϑεροῦ σημείου Ὁ, κειμένου ἐπὶ τῆς εὐϑείας 
τῆς ἴσον ἀπεχούσης τῶν ἑδρῶν μιᾶς κανονικῆς στερεᾶς γωνίας Σ, φέρο- 
μεν τυχὸν ἐπίπεδον (Π) τέμνον τὰς ἀχμὰς εἰς Α, Β... Μ. Δείξατε ὅτι τὸ 
ἄθροισμα τῶν ἀντιστρόφων τῶν μηκῶν ΣΑ,. .. ΣΜ εἶναι σταϑερὰ πο- 
σότης. 


Τὸ θεώρημα εἶναι φανερὸν ἐὰν ΝΣ Σ ἔχῃ ἄρτιον πλῆθος 
ἀκμῶν (8 285) καὶ μένει νὰ δειχθῇ ἡ ἀλήθειά του ὅταν τὸ πλῆθος 
τῶν ἀκμῶν τῆς Σ εἶναι περιττὸς ἀριθμός. ᾿Επειδὴ δὲ ἡ δυσκολία 
τῆς ἀποδείξεως εἶναι ἡ αὐτή, οἱοσδή- 

ποτε καὶ ἂν εἶναι ὁ περιττὸς αὐτὸς ΓΙ ἢ 
ἀριθμός, ἂς ἐργασθῶμεν ἐπὶ ἑνὸς κανο- Ι 

νικοῦ τριέδρου. 


“ας περιγράψωμεν κῶνον ἐκ περι- Θ 
στροφῆς εἰς τὴν δοθεῖσαν τρίεδρον στε- δ 
ἐν γωνίαν καὶ δι᾽ ἑκάστης ἀκμῆς καὶ 2 
κάστης γενετείρας, εἰς ἴσας γωνιακὰς 


ἀποστάσεις ἀπὸ δύο διαδοχικῶν ἀκμῶν 

κειμένης, ἃς φέρωμεν τὰ ἐφαπτόμενα 

ἐπίπεδα τῆς ἐπιφανείας. Σχηματίζομεν 

οὕτω μίαν κανονικὴν ἐξαεδρικὴν στε- 

ρεὰν γωνίαν καὶ τῆς ὀποίας ἡ τομὴ Σ 

ὑπὸ τοῦ ἐπιπέδου (Π) εἶναι ἐξάγωνον Σ.. 188. 

ΑΒΓΔΕΖ περιγεγραμμένον εἰς ἔλλειψιν 

(ἐν γένει). Τὸ τρίγωνον ΑΒΓ εἶναι ἡ τομὴ τοῦ δοθέντος τριέδρου. 
Ὑ ποθέσωμεν μίαν τῶν ἑδρῶν τῆς ἐξαεδρικῆς γωνίας κατακεκλι- 

μένην ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου (Π) εἰς τὴν θέσιν ΔΣΕ. ΑἹ ΣΔ καὶ ΣΕ εἴ- 

γαι αἱ νέαι θέσεις δύο διαδοχικῶν ἐκ τῶν θεωρηθεισῶν γενετει- 

ρῶν, ἡ δὲ ΣΑ ἡ θέσις τῆς ἀκμῆς τοῦ τριέδρου. ᾿Επειδὴ ἡ ΣΑ θὰ 

εἶναι ἡ διχοτόμος τῆς γωνίας ΔΣΕ θὰ ἔχωμεν κατὰ τὴν δ 282: 


ΙΕ ΒΕ τ 
ΣΔ ΣΕ ΣΑ͂ Ὁ 2 
᾿Αναλόγως, εὑρίσκομεν : 


1 1. υν 
ὝΖ ΣΟ -ΣΒ᾿ Σ 


ὅπου α ἡ κοινὴ τιμὴ τῶν γωνιῶν ΔΣΕ, ΖΣΘ, ΗΣΙ. Ἑπομένως : 


2 2 2 πα 1 1 1 1 
(ξα τ χε ὁ στ) Σ -σα ὁ σε ἐπ ἐσθ Τ 
Ἐπ -“-ττ--- ποσότης σταθερὰ κατὰ τὴν ὃ 285, καὶ 

1 1 1 ! 
ἜΑ ΤΕ τρτ΄ 


ἥτις εἶναι ἐπίσης σταθερὰ ποσότης. “ὥστε... 
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᾿Εφαρμογὴ 


2387. Θεώρημα. Διὰ τῆς μιᾶς τῶν ἑστιῶν ἐλλείψεως φέρομεν ἕνα ὦρι- 
σμένον πλῆϑος ἐπιβατικῶν ἀκχτίνων, πέντε λ. χ., καὶ εἰς ἴσας διαδοχικὰς 


2π ᾿ 
γωνίας φ, ΞξΞ φ, Ξξ ... Φι "- μεταξύ των. 


Δείξατε ὅτι τὸ ἄθροισμα τῶν ἀντιστρόφων τῶν μηκῶν τῶν ἀχτίνων 
τούτων εἶναι ποσότης σταϑερά, οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ ϑέσις των εἰς 
τὸ ἐπίπεδον τῆς ἐλλείψεως. 


Θεωρήσωμεν κανονικὴν πεντάεδρον στερεὰν γωνίαν Σ καὶ τὸν 
περιγεγραμμένον εἰς αὐτὴν ὀρθὸν κυκλικὸν κῶνον. "ἙἝστω δὲ (Π) 
τυχὸν ἐπίπεδον τέμνον τὰς ὄκμας τῆς γωνίας εἰς σημεῖα Α,Β,Γ, 
Δ, Ζ. 


Ὡς εἴδομεν (δ 286), θὰ ἔχωμεν 
1 Ἱ Ἷ 1 1 
ὩΣ ΟΡ ΞΑ ἜΞΕΕ Τ ἘΓΓΎΣ ΣΣ 


Ἧ προβολὴ τῆς τομῆς ἐπὶ ἐπίπεδον (Ρ) κάθετον ἐπὶ τὸν ἄξονα τοῦ 
κώνου θὰ εἶναι ἔλλειψις (ἐν γένει), αβγδε, 
μὲ ἑστίαν τὴν προβολὴν τῆς κορυφῆς Σ 
(9. πϑ 855) καὶ προβολὰς τῶν τμημά- 
τῶν ΣΑ, ΣΒ... ΣΕ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδόν της, 
τὰἀς ἑστιακὰς ἀκτῖνας εα, εβ...εζ. Αἱ 
ἀκτῖνες αὗται θὰ σχηματίζουν μεταξύ τῶν 
ἴσας διαδοχικὰς γωνίας, ἀντιστοίχους τῶν 
προβολῶν ἐπὶ τὸ (Ρ) τῶν ἴσων ἑδρῶν τῆς 
γωνίας Σ, τὰ δὲ μήκη τῶν θὰ εἶναι γινό- 
μενα τῶν μηκῶν ΣΑ, ΣΒ... ΣῈ ἐπὶ τὸ 
ἡμίτονον τῆς σταθερᾶς κλίσεως Φ ἑκάστης 


ΣΥΡΑΡΙ τῶν ἀκμῶν τῆς γωνίας Σ πρὸς τὸν ἄξονα 
τοῦ κώνου: 
(β) ἐαξεσα μῷ, εβ-ΣΒ. ημῷ,... εζ-Ξ ΣΖημφΦ. 


᾿Αντικαθιστῶντες εἰ τὴν σχέσιν (α) τὰς τιμὰς τῶν ΣΑ,...ΣΖ 
ἐκ τῶν ἰσοτήτων (β), λαμβάνομεν τὴν σχέσιν 
1 ῖ Ξῦ λα.» 
τα Ἔπρ' Ὃ... Ξημφ- σταθ,, 
ἥτις ἀποδεικνύει τὴν πρότασιν. 


287 α. Παρατήρησις. 1) Τὸ θεώρημα εἶναι ἀληθὲς καὶ διὰ τυχοῦ" 
σαν κωνικὴν τομήν. 

2) 'ῶς εἰδικὴν περίπτωσιν, θεωρήσωμεν μίαν ἑστιακὴν χορδὴν 
τἐκ᾿ θὰ ἔχωμεν τὴν σχέσιν 


ει εκ 
κατὰ τὸ ἀκόλουθον θεώρημα τῆς "Αναλυτικῆς Γεωμετρίας : 


2387β. Θεώρημα. Εἰς πᾶσαν κωνικὴν τομήν, τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀντι- 
στρόφων τῶν τμημάτων, τῶν ὁριζομένων ἐπὶ ἑστιακῆς χορδῆς ὑπὸ τῆς 
ἑστίας, εἶναι σταϑερόν. 


Ἢ σταθερὰ εὐκόλως προσδιορίζεται ἐὰν θεωρήσωμεν τὰ δύδ 
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τμήματα ΑΕ’ ΞΞα-ἐῪ καὶ ΕἾΑἰΞΞα ---τ τοῦ με ἄλου ἄξονος 
ἈΕΕ΄Α΄: τὸ ἄθροισμα τῶν ἀντιστρόφων τῶν εἶναι 


1 τς . 2. 2α 
α-Υ αΥ α᾽-γλ β' 
ὥστε: , ᾿ 
α 
πα 


288. "Επέπκτασις ἐμ τοῦ τριγώνου "ἰς τὸ τρέεδρον. Πλεῖσται ὅσαι 
ἰδιότητες τοῦ τριγώνου εἰς τὸ ἐπίπεδον δύνανται νὰ μᾶς ὁδηγή- 
σοὺυν εἰς ἀνεύρεσιν ἀναλόγων ἰδιοτήτων εἰς τὸ τρίεδρον. 'Ωρισμέ- 
ναι πάλιν ἰδιότητες τοῦ τριέδρου, ὡς αἱ ἀναφερόμεναι εἰς τὰς διέ- 
δρους γωνίας καὶ ἕδρας αὐτοῦ, ἔχουν τὰ ἀνάλογά τῶν ἐπὶ τοῦ 


σφαιρικοῦ τριγώνου. 


᾿Ιδοὺ μερικὰ παραδείγματα. 


Εἰς τὸ τρίγωνον, ἑ- 
κάστη πλευρὰ εἶναι 
μικροτέρα τοῦ ἀθροί- 
σματος τῶν δύο ἄλ- 
λων. 

Τὰ τρία ὕψη τέμ- 
νονται εἰς τὸ αὐτὸ 
σημεῖον. 


Αἱ τρεῖς διχοτόμοι 
τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ 
σημεῖον. 


Εἰς πᾶν τρίγωνον 
δύναται νὰ ἐγγραφῇ 
καὶ περιγραφῇ περι- 
φέρεια. 


Εἰς τὸ τρίεδρον, ὃ- 
κάστη ἕδρα εἶναι μι- 
κροτέρα τοῦ ἀθροί- 
σματος τῶν δύο ἄλ- 
λων. 

Τὰ ἐπίπεδα διὰ 
τῶν ἀκμῶν, τὰ κά- 
θετα ἐπὶ τὰς ἀπέναντι 
ἕδρας, διέρχονται διὰ 
τῆς αὐτῆς εὐθείας. 


Τὰ διχοτομοῦντα 
ἐπίπεδα τὰς τρεῖς δι- 
ἐδρους τέμνονται κα- 
τὰ τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν. 


Εἰς πᾶν τρίεδρον 
δύναται νὰ ἐγγραφῇ 
καὶ περιγραφῇ κῶνος 
ἐκ περιστροφῆς. 


Εἰς τὸ σφαιρικὸν 
τρίγωνον, ἑκάστη πλευ- 
ρὰ εἶναι μικροτέρα 
τοῦ ἀθροίσματος τῶν 
δύο ἄλλων. 

Τὰ τόξα μεγίστων 
κύκλων, τὰ ἀγόμενα 
ἐκ τῶν κορυφῶν κα- 
θέτως ἐπὶ τὰς ἀπέ- 
ναντι πλευράς, τέμ- 
νονται εἰς τὸ αὐτὸ 
σημεῖον. 

Τὰ τόξα μεγίστων 
κύκλων, τὰ διχοτο- 
μοῦντα τὰς γωνίας 


σφαιρικοῦ τριγώνου, 
διέρχονται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείου. 


Εἰς πᾶν σφαιρικὸν 
τρίγωνον δύναται νὰ 
ἐγγραφῇ καὶ περι- 


γραφῇ περιφέρεια. 


280. ᾿Επέκτασις εἷς τὰς ἀριϑμητικὰς σχέσεις, Εἰς ὡρισμένα θεω- 
ρήματα ἀναφέρονται ἀριθμητικαὶ σχέσεις δυνάμεναι νὰ μετασχη- 


ματισθοῦν κατ 
ρήματα. 


ἐπέκτασιν καὶ νὰ ὀδηγήσουν οὕτω εἰς νέα θεω- 


Θὰ διακρίνωμεν δύο κύρια εἴδη τοιούτων σχέσεων. 


1ον Εἶδος. ᾿Η εἷς τὸ ἀρχικὸν ϑεώρημα σχέσις ἀναφέρεται εἷς ἄϑροισμα 
ἢ διαφορὰν μηκῶν. Δυνάμεϑα τότε νὰ μεταβῶμεν εἰς ἐπεκχτεταμένον ϑεώ- 
ἡμα, πολλαπλασιάζοντες ἕκαστον ὅρον τῆς ἀρχικῆς σχέσεως ἐπὶ σταϑερὸν 


ἀριϑμόν. 


᾿Ιδοὺ ἕν πολὺ ἁπλοῦν παράδειγμα. 


Θεώρημα 


289 α. ᾿Ἔκ σημείου, εἰς τὸ ἐσωτερικὸν ἰσοπλεύρου τριγώνου κειμένον, 
φέρομεν τρία εὐθύγραμμα τμήματα περατούμενα εἰς τὰς πλευρὰς τοῦ 
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τρίγωνον καὶ τέμνοντα αὐτὰς κατὰ δοϑεῖσαν γωνίαν φ. Δείξατε ὅτι τὸ 
ἄθροισμα τῶν μηκῶν των εἶναι σταϑερόν. 


"Ἔστωσαν ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ τὰ τμήματα ταῦτα καὶ ΟΛ, ΟΜ, ΟΝ 
ἄλλα κάθετα ἐπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνου. Γνωρίζομεν ὅτι 

() ΟΛ-ΈΟΜ-Ε ΟΝ -Ξ ΓΗ -- ὕψος τοῦ τριγώνου. 

"Ἕστω ΓΘ εὐθεῖα διὰ τοῦ Γ, κεκλιμένη κατὰ τὴν γωνίαν φ 
πρὸς τὴν πλευρὰν ΑΒ. ᾿Επειδὴ τὰ τρί- 
γωνα ΟΔΛ, ΟΕΜ, ΟΖΝ εἶναι ὅμοια 
πρὸς ἄλληλα καὶ πρὸς τὸ ΓΗΘ, θὰ 
ἔχωμεν τὰς ἰσότητας 

ΛΔ ΟΜ Οἡ ΓΗ 
οΟδΔ. ΟΕ ὉΖ ΓΘ᾽ 
ἐκ τῶν ὁποίων ἕπεται καὶ ἡ: 
ΟΛ-ΟΜ-ΟΝ ΓΗ 
ὉΔΕΟΕΞΟΖ ΓΘ᾽ 

"Ἐπειδὴ εἰς αὐτὴν οἱ ἀριθμηταὶ εἶ- 
ναι ἴσοι, θὰ εἶναι ἴσοι καὶ οἱ παρονο- 
μασταί, ἢ 

ΟΔ-ΓΟΕ - ΟΖ-- ΓΘ -- ποσότης σταθερά. 
289β. 1) Δυνάμεθα νὰ φθάσωμεν εἰς τὸ ἀποτέλεσμα ταχύτερον 
: ΟΑ ΟΝ 


ἴσως ἐὰ 
ὡς ἐὰν καλέσωμεν ρ τὴν τιμὴν τῶν ἴσων λόγων τ κ' ΕΖ 


καὶ ἀντικαταστήσωμεν εἰς τὴν σχέσιν (1) τὰ ΟΔΛ κλπ. διὰ τῶν 
ΟΔ.ρ, ΟΕ.ρ, ὉΖ .Ρ. Εὑρίσκομεν 


ΟΔ.ρ-ἘΟΕΛρ-.ΟΖ.ρΞΓΗ 
ΟΔΈΟΕ οΖε- -ἐπῇ -- στ. 
2) λόγος ρ εἶναι τὸ ἡμίτονον τῆς γωνίας φ. 


θον. Εἶδος. Ἢ εἷς τὸ ἀρχικὸν ϑεώρημα σχέσις εἶναι λόγος ἢ γινόμενον 
μηκῶν. δυνάμεϑα τότε νὰ μεταβῶμεν εἰς ἐπεχτεταμένον θεώρημα, πολλαπλα- 
σιάζοντες τοὺς ὅρους ἢ παράγοντας τῆς ἀρχικῆς σχέσεως ἐπὶ σταϑεροὺς καὶ 
διαφόρους, ἐν γένει, ἀριϑμούς. 

Παράδειγμα: 

Θεώρημα 

290. "Ἐκ τυχόντος σημείου Μ περιφερείας φέρομεν τέμνουσαν κατὰ 
δοθεῖσαν διεύϑυνσιν ΧΥ͂. Ἢ εὐθεῖα αὕτη συναντᾷ σταθερὰν χορδὴν ΙΚὶ 
εἰς σημεῖον Α καὶ τὰς ἐφαπτομένας τῆς περιφερείας εἰς τὰ 1 καὶ Καὶ κατὰ 

3 

τὰ σημεῖα Β καὶ Γ᾿. Δείξατε ὅτι ὁ λόγος εἶναι σταϑερὸς 


ἀριθμός. 
Τὸ θεώρημα τοῦτο εἶναι τὸ ἐπεκτεταμένον τοῦ τῆς 8 25. 
“Ἔστωσαν ΜΔ, ΜΕ, ΜΖ αἱ ἐκ τοῦ Μ κάθετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰ 
τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου ΗΙΚ’ αἱ γωνίαι α, β, γ εἶναι σταθεραι 
διὰ τεμνούσας παραλλήλους πρὸς τὴν ΧΥ. 


ΒΟ. ΜΓ 
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Ἂν τοὺς σταθεροὺς λόγους ΜΑ. πΕ- ΜῈ. παραστήσωμεν 


διὰ τῶν α, β, γΥ ἀντιστοίχως, θὰ ἔχωμεν 
τὰς ἰσότητας 
ΜΔ:ξΜΑ.α, ΜΕξεΜΒ.β, ΜΖξμγιγ. (1) 


᾽Ἂφ᾽ ἑτέρου, εἶναι ΜΔ'ΞΞΜΕ.ΜΖ (8 25) 
ἢ, ἐκ τῶν (1); 


ΜΑΡ,. α᾽ Δ 
ΜΒΙΒΧΜΓ.γ "ἢ 
“ὥστε: 
ΜΑ βΚὺ ηἡμβιῆηγ͵ 
ΜΕ. ΜΓ πα μα “τ᾽ 
"Ἐπέκτασις 


2390 α. Δυνάμεθα νὰ δώσωμεν μίαν νέαν 
ἐπέκτασιν εἰς τὸ θεώρημα τῆς δ 25 καθὼς 
καὶ εἰς τὸ ἐπεκτεταμένον αὐτοῦ προηγού- 
μενον. ΣΣ. 189. 


1) Εἰς πᾶσαν κωνικὴν τομήν, τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων τοῦ τυχόν- 
τος αὐτῆς σημείον ἀπὸ δύο σταϑερῶν ἐφαπτομένων ἔχει λόγον πρὸς τὸ τε- 
Τρόγονον τῆς ἀποστάσεώς του ἀπὸ τῆς χορδῆς τῶν ἐπαφῶν ἀριϑμὸν στα- 

δρόν. 

ΑΙ ἀποστάσεις δύνανται νὰ μετρῶνται καὶ ἐπὶ εὐθειῶν παραλ- 
λήλων πρὸς δοθείσας διευθύνσεις. 

2) ᾿Εκ τυχόντος σημείου Μ κωνικῆς τομῆς φέρομεν εὐθεῖαν παράλληλον 
πρὸς δοϑεῖσαν διεύϑυνοιν καὶ τέμνουσαν σταϑερὰν χορδὴν ΙΚ εἰς σημεῖον 
Α καὶ τὰς ἐφαπτομένας εἷς τὰ ἄκρα αὐτῆς εἰς τὰ Β καὶ Κ. Δείξατε ὅτι ὁ 


λόγος ΒΓ εἶναι ἀριϑμὸς σταϑερός. 


Παρατήρησις. Τὰ ἀνωτέρω δύο θεωρήματα εἶναι εἰδικαὶ περιπτώ- 
σεις τοῦ θεωρήματος «ὁ ἐπὶ τέσσαρας εὐθείας τόπος» (αὐ φιαίμον ἰἰ- 
πεαϑ, βλ. 88 2105 καὶ 2107) τοῦ Πάππου. 


8 11]. Διαδοχικαὶ ἐπαγωγαὶ 


201. ἙἘϊς τὴν Μέϑοδον δι" ἐπεκτάσεως (8 263) καὶ εἰς τοὺς ὀιαφό- 
ρους τρόπους τοῦ ϑεωρεῖν ἕν πρόβλημα, δυνάμεθα νὰ ἐπισυνάψωμεν 
ἕν εἶδος σπουδῆς τῶν γεωμετρικῶν ζητημάτων, τοῦ ὁποίου ἡ κα- 
τανόησις γίνεται εὐκολώτερον διὰ παραδειγμάτων παρὰ ἐκ τῆς 
διατυπώσεως τῶν ἀρχῶν βάσει τῶν ὁποίων ἐργαζόμεθα κατ᾽ αὐτό. 

Εἰς τὸ εἶδος τοῦτο σπουδῆς ἢ ἐπεξεργασίας τῶν θεωρημάτων 
δίδεται τὸ ὄνομα δΔιαδοχικαὶ ἐπαγωγαί. Κατ᾽ αὐτό: 

Δοϑέντος ἑνὸς ϑεωρήματος (προβλήματος κλπ.), ἐξετάζομεν εἰς αὐτὸ ὄχι 
μόνον τὰς διαφόρους ὄψεις ὑπὸ τας ὁποίας δύναταί τις νὰ τὸ ϑεωρήσῃ (55) 
ἀλλὰ καί, τροποποιοῦντες ὡρισμένα δεδομένα ἢ στοιχεῖα τῆς ἀρχικῆς του 


20. Σημ. μετ. Δηλ. ὄχι μόνον «στατιχῶς». 
Γεωμετρία 10 
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μορφῆς, ἐπεχτείνοντες κἀπ., προσπαϑοῦμεν νὰ ἀνεύρωμεν καὶ ἄλλας συνε- 
πείας αὐτοῦ, δηλ. ἄλλα ϑεωρήματα, ἀπορρέοντα ἀμέσως ἢ ἐμμέσως ἐξ αὐτοῦ. 


Εἰς τὸ ἔργον τοῦ (τηοὶ ἢ ἰα οσογγέϊαίΐοη ἀδ8 Πἰσανγοθ ὧδ (έο- 
γπιδίγίο--καὶ τὸ ὁποῖον ἀργότερον ἀνέπτυξεν εἰς τὴν ἀέογιέίγίο ὧδ 
Ῥοεὶϊϊοη--- εὑρίσκονται παραδείγματα πολὺ ἐνδιαφέροντα διαδοχι- 
κῶν ἐπαγωγῶν. ᾿Εκ τῆς προσεκτικῆς σπουδῆς ἑνὸς σχήματος προ- 
κύπτει πλῆθος προτάσεων καὶ τὰς ὁποίας ἀνευρίσκει τις εἰς τὰς 
διαφόρους συλλογὰς Γεωμετρικῶν ἀσκήσεων. ᾿Αλλά, διεσπαρμές 
ναι ὡς ἐμφανίζονται καὶ ἀνεξαρτήτως αἱ μὲν τῶν δέ, σπανίως 
ἀφίνουν νὰ διαφαίνεται ἡ κοινὴ καταγωγή των ἐξ ἑνὸς ἀρχικοῦ 
θεωρήματος καὶ ἡ διὰ τῶν διαδοχικῶν ἐπαγωγῶν γένεσις αὐτῶν. 


πρόβλημα 


202. Νὰ εὑρεϑοῦν σχέσεις μεταξὺ τῶν πλευρῶν τριγώνου, τῶν 
ὑψῶν αὐτοῦ καὶ τῶν τμημάτων ἐπὶ τῶν πλευρῶν τῶν ὁριζομένων ὑ 
τῶν ποδῶν τῶν ὑψῶν. ((ατποίῖ, 6 16 (οτγόϊαιτίοῃ ἀ65 ξίζατεβ σόο- 
τπέϊσίᾳιεβ, πὸ 142, σ. 101). 


Προεκτείνομεν τὰ ὕψη μέχρι τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας 
(Ο) εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΙΓ καὶ 
ἔστω Δ τὸ ὀρθόκεντρον αὐτοῦ. 

(α) Ἕκαστον τῶν τεσσάρων 
σημείων Α, ΒΒ, 1', 4 δύναται νὰ 
ϑεωρηϑῇ ὡς ὀρϑόκεντρον τοῦ τρι- 
γώνου τῶν τριῶν ἄλλων. 

Τὸ Α λ.χ. εἶναι τὸ ὀρθό- 
ΚΕΥΤΡΟΥ τοῦ ΒΓΔ. Πράγματι, 
ἀφοῦ ἡ εὐθεῖα ΒΔΘ εἶναι κά- 
θετος ἐπὶ τὴν ΓΘΑ καὶ ἡ ΓΘΑ 
θὰ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ΒΔΘ, 
καθὼς καὶ ἡ ΒΖΑ ἐπὶ τὴν ΓΔΖ, 
τὸ δὲ σημεῖον Α θὰ εἶναι τὸ 
ὀρθόκεντρον τοῦ ΒΓΔ. Τὰ τέσ- 
σαρὰ σημεῖα Α, Β,Γ, Δ ἀποτε- 
λοῦν οὕτω ὀρϑοκεντρικὴν ὁμάδα 
(9 292 ν). 

(β) Τὰ δὲ τόξα, τὰ ὀριζόμενα 
ἐπὶ τῆς περιφερείας (Ὁ) ὑπὸ τῶν 

, Β, Γ' καὶ τῶν τομῶν της Α᾽, 
Β΄, 17 ὑπὸ τῶν ὑψῶν, εἶναι ἴσα 
ἀνὰ δύο. 

ΣΧ. 190 Πράγματι, αἱ γωνίαι ΑΒΓ΄, 

᾿ ΑΓΓ΄’ ἔχον τὸ αὐτὸ μέτρον, 

ἡ δὲ γωνία ΑΓΓ’ εἶναι ἴση πρὸς τὴν ΑΒΒ΄, ὡς ἔχουσαι κοινὸν 
συμπλήρωμα τὴν γωνίαν ΒΑΓ. 


“ὥστε γῶν. ΑΒΓ' Ξ- ΑΒΒ’ 
καὶ ΑΓ΄'ΞΞ ΑΒ΄, ΒΓ’'-- ΒΑ', ΓΑ' -- ΓΒ΄. 
Ἀνὰ Ἢ ἀπόστασις τοῦ ὀρϑοκέντρου ἀπὸ μιᾶς πλευρᾶς εἶναι ἴαῃ πρὸς τὸ 
τμῆρα, 


ἐπὶ τῆς προεκτάσεως τοῦ ἀντιστοίχον ὕψους, ἀπὸ τοῦ ποδὸς αὐτοῦ 
μέχρι τῆς περιφερείας. 
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Δ.χ. ΔΖ-- ΖΓ’, ὡς προκύπτει ἐκ τῆς ἰσότητος τῶν γωνιῶν 
ΑΒΓ΄ καὶ ΑΒΒ΄. Ἐπειδὴ τὸ σημεῖον Α εἶναι τὸ ὀρθόκεντρον τοῦ 
τριγώνου ΒΔΓ, θὰ ἔχωμεν ἐπίσης ΑΗ -Ξ ΗΔ΄. 

Ἔκ τῆς τελευταίας ταύτης ἰσότητος καὶ ἀναφορικῶς πρὸς τὸ 
ἀρχικὸν τρίγωνον ΑΒΓ, ἕπεται ἡ πρότασις: 

(δ) 8 περιφέρεια, ἡ διερχομένη διὰ δύο κορυφῶν Β, Γ΄ τριγώνου καὶ 
τοῦ ὀρϑοκέντρου Δ αὐτοῦ, δοίξει ἐπὶ τῆς προεκτάσεως τοῦ ὕψους ΑΠ ση- 
μεῖον Δ’ εἰς ἀπόστασιν ἀπὸ τοῦ Η ἴσην πρὸς τὸ ὕψος τοῦτο. 

Δηλ. τὸ Η εἶναι μέσον τοῦ τμήματος ΑΔ΄. - 

Ἢ πρότασις αὕτη πάλιν δύναται νὰ θεωρηθῇ ἀπλῆ συνέπεια 
τοῦ ἑπομένου θεωρήματος : 

(ε) ᾿ΗΠὄ περιγεγραμμένη περιφέρεια εἰς τρίγωνον καὶ αἱ περιγεγραμμέναι 
εἷς τὰ τρίγωνα μὲ κοινὴν κορυφὴν τὸ ὀρϑόκεντρον καὶ βάσεις τὰς πλευρὰς 
τοῦ ἀρχικοῦ τριγώνου, εἶναι ἔσαι. 

᾿Επειδὴ ἡ περιφέρεια (ΑΒΓ) συμπίπτει πρὸς τὴν (Α΄ ΒΓ), τὸ δὲ 
ἸΏΝΩΝ ΑΙΒΓ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ΒΔΓ, Ὥστε (ΑΒΓ) -Ξ- (Α΄ ΒΓ)ΞΞ- 
(ΒΔΓ)-Ξ (ΓΔΑ)-Ξ (ΑΔΒ). 

(ζ) Τὸ γινόμενον τῶν τμημάτων, τῶν ὁριζυμένων ἐπὶ δκάστης πλευρᾶς 
ὑπὸ τοῦ ἐπ᾿ αὐτὴν ὕψους, εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τοῦ ὕψους καὶ τῆς 
ἀποστάσεως τοῦ ὀρϑοκέντρου ἀπὸ τῆς πλευρᾶς. 

Ἐπειδὴ ΑΖ.2Β -ΓΖ. ΖΓ΄Ξε ΓΖ. ΔΖ. 


(η) Τὰ γινόμενα τῶν τμημάτων ἐπὶ ἑκάστου ὕψους, τῶν ὁριζομένων διὰ 
τοῦ ὀρϑοκέντρου, εἶναι ἴσα. 

Πρέπει νὰ δειχθῇ ὅτι: 

ΑΔ.ΔΗ--ΒΔ.ΔΘ --ΨΓΔ.ΔΖ. 


Ἕνεκα τῶν ὀρθῶν γωνιῶν εἰς τὰ 
δημεια Θ καὶ Ζ, τὸ τετράπλευρον 
ΒΓΘΖ εἶναι ἐγγράψιμον εἰς περιφέ- 
ρειαν, τῆς ὁποίας διάμετρος εἶναι 
ἡ ΒΓ. Ἑπομένως: 


ΒΔ. ΔΘΈΓΔ.ΔΖ κλπ. 


Δυνάμεθα νὰ κάμωμεν καὶ τὰς 
ἀκολούθους ἀκόμη παρατηρήσεις: 

(0) Ἢ εὐθεῖα ἢ συνδέουσα δύο πόδας 
ὑψῶν εἶναι κάϑετος ἐπὶ τὴν ἀκτῖνα τῆς 
περιγεγραμμένης περιφερείας εἷς τὴν κο- 
ουφὴν ἐξ ἧς τὸ τρίτον ὕψος. 

Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΑΓ΄. Ἢ 
ἀκτὶς ΒΟ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν χορ- 
δὴν ΑὙΓ', ἀφοῦ ΒΑ’ -- ΒΓ΄- αἱ δὲ 
εὐθεῖαι ΖΗ καὶ Γ΄Α΄ εἶναι παράλ- 
ληλοι, πὴ τὸ 2 εἶναι μέσον τοῦ Σχ. 191 
τμήματος ΔΙ΄ καὶ τὸ Ἡ μέσον τοῦ 
ΔΑ΄. Εἶναι λοιπὸν ἡ ἀκτὶς ΒΟ κάθετος ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΖΗ. 

᾿Επανευρίσκομεν ἐπίσης τὸ γνωστὸν θεώρημα: 

(ι) Τὰ ὕψη εἶναι διχοτόμοι τῶν γωνιῶν τοῦ τριγώνου ΖΘΗ͂ τῶν ποδῶν 
τῶν ὑψῶν. 

Ἡ ΓΓ΄ εἶναι, πράγματι, διχοτόμος τῆς γωνίας ΑΓ Β΄, ὡς ἐκ 
τῆς ἰσότητος τῶν τόξων ΓΑ΄ καὶ ΓΒ. ἕπεται, καὶ ἡ ΓΖ διχοτόμος 
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τῆς γωνίας Ζ τῶν παραλλήλων ΗΖ, ΘΖ πρὸς τὰς ΑΤ' καὶ ΒῬ Γ΄. 

(κ) Τὸ Τρίγωνον ΖΘΗ͂, τῶν ποδῶν τῶν ὑψῶν, εἶναι τὸ ἐλαχίστης περι» 
μέτρου, ἐκ τῶν ἐγγραφομένων εἰς τὸ τοίγωνον Α4.Β]'. 

Ὑποθέτοντες ἀληθεῖς τὰς ἀρχὰς τὰς ὁποίας θ᾽ ἀποδείξωμεν 
εἰς τὸ εἰδικὸν κεφάλαιον ἐπὶ τῶν μεγίστων καὶ ἐλαχίστων (8 342), 
παρατηροῦμεν ὅτι, ἐὰν αἱ κορυφαὶ Θ καὶ Η θεωρηθοῦν ὡς στα- 
θεραί, τὸ ἐλάχιστον τῆς περιμέτρου ἐξαρτᾶται μόνον ἐκ τῆς θέ- 
σεως τῆς κορυφῆς Ζ. Γνωρίζομεν δὲ ὅτι ὁ δρόμος ΖΘ -- ΖΗ γίνε- 
ται ἐλάχιστος ὅταν αἱ εὐθεῖαι ΖΘ, ΖΗ εἶναι ἴσον κεκλιμέναι πρὸς 
τὴν ΑΒ (Ο6., πο 177). 

᾿Ανάλογον συμπέρασμα ποριζόμεθα καὶ ἐὰν σταθεροποιήσωμεν 
τὰς κορυφὰς Ζ, Η ἢΖ, Θ. Θὰ πρέπει λοιπὸν τὸ ζητούμενον τρίγω- 
νον ἐλαχίστης περιμέτρου νὰ ἔχῃ τὰς πλευράς του ἴσον κεκλιμέ- 
νας πρὸς τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, πρᾶγμα ποὺ συμβαίνει 
διὰ τὸ τρίγωνον ΑΒΓ (31). 

᾿Ιδοὺ μερικαὶ νέαι ἰδιότητες : Γνωρίζομεν ὅτι ἡ περιφέρεια τῶν 
ἐννέα σημείων τριγώνου ΑΒΓ διέρχεται διὰ τῶν μέσων τῶν πλευ- 
ρῶν, τῶν ποδῶν τῶν ὑψῶν, ὡς καὶ διὰ τῶν μέσων τῶν τμημάτων 
ΑΔ, ΒΔ, ΓΔ τῶν ὑψῶν’ ἀφ᾽ ἑτέρου, κατὰ τὸ θεώρημα τοῦ Βειετ- 
Ὅαςοδ (8 228), ἡ περιφέρεια αὔτη ἐφάπτεται τῆς ἐγγεγραμμένης πε- 
ριφερείας εἰς τὸ τρίγωνον, καϑὼς καὶ ἑκάστης τῶν παρεγγεγραμ- 
μένων εἰς αὐτό. ᾿Αγόμεθα οὕτω εἰς τὸ ἐπόμενον θεώρημα τοῦ 
ἍΝ, Ἡδπ]ίοη : 

(λ) Τὰ τέσσαρα τρίγωνα ΑΒΓ, 448, ΒΔΓ, ΓΔΑ ἔχουν τὴν αὑτὴν πε- 
ριφέρειαν τῶν ἐννέα σημείων, ἐφαπτομενὴν τῶν δέκα ξὲ ἐγγεγραμμένων καὶ 
παρεγγεγραμμένων περιφερειῶν εἷς τὰ τρίγωνα ταῦτα. 


398. (μ) Παρατήρησις. Ἢ προσεκτικὴ μελέτη τοῦ σχήματος τοῦ 
ἀποτελουμένου ἐκ τριῶν εὐθειῶν τεμνομένων ἀνὰ δύο καὶ τῶν 
τριῶν ὑψῶν τοῦ τριγώνου αὐτῶν μᾶς ἤγαγεν, ὡς εἴδομεν, εἰς πο- 
λυάριθμα θεωρήματα. ατ᾽ ἀνάλογον τρόπον ἐργαζόμενοι, δυνά- 
μεθα νὰ σπουδάσωμεν τὸ σύστημα ἑνὸς τριγώνου καὶ τῶν διαμέ- 
σων του, τῶν διχοτόμων, ἐσωτερικῶν ἢ ἐξωτερικῶν αὐτοῦ, ἤ, γε- 
νικώτερον, τῶν εὐθειῶν τῶν ἐνουσῶν τυχὸν σημεῖον τοῦ ἐπιπέδου 
του μετὰ τῶν κορυφῶν.» 

Μέχρι τοῦδε, ἡ σπουδὴ τῶν τελευταίων τούτων σχημάτων ἀπέ- 
χει πολὺ τῆς ἀποδοτικότητος εἰς ἀποτελέσματα, ἐν ουγκρίσει πρὸς 
τὸ παράδειγμα τῆς 58 292, ἤ, τουλάχιστον, τὰ προβλήματα ταῦτα 
δὲν εὗρον ἀκόμη τὸν (ατποί αὐτῶν. Καὶ θεωροῦμεν τοὺς ἑαυτούς 
μας εὐτυχεῖς ἐπειδὴ δυνάμεθα νὰ προσθέσωμεν ὅτι ὁ νέος κλάδος 
τῆς στοιχειώδους Γεωμετρίας, ἡ Γεωμετρία τοῦ Τριγώνου (δ 2260 κ.ξ.), 
παρέχει βασίμους ἐλπίδας ὅτι, διὰ τῆς ἀναπτύξεώς του, θὰ προσ- 
θέσῃ ἕν νέον κεφάλαιον, ἐκ τῶν πλέον ἐνδιαφερόντων καὶ πλέον 
ἐκτεταμένων, εἰς τὰ τῆς κλασικῆς παραδόσεως τῆς Γεωμετρίας. 


292. (ν) Σημείωσις. ᾿Ορϑόκεντρον (δ). Τὸ ὄνομα τοῦτο ἐδόθη ὑπὸ 
τῶν ἄγγλων γεωμετρῶν (δ 664α Σημ.) εἰς τὸ σημεῖον τομῆς τῶν 
ὑψῶν ἑνὸς τριγώνου, 

"Οροϑοκεντρικὴ ὁμὰς σημείων εἶναι τὸ σύνολον τεσσάρων σημείων, 
ἐκ τῶν ὁποίων ἕκαστον εἷναι τὸ ὀρθόκεντρον τοῦ τριγώνου τῶν 
τριῶν ἄλλων (8 292α). Διὰ τοῦ ὅρου αὐτοῦ ἡ πρότασις τῆς 
58 292 (λ) δέχεται τὴν διατύπωσιν : 


21. Σημ. μετ, Τουλάχιστον δι᾽ αὑτό. 
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Τὰ τέσσαρα τρίγωνα μιᾶς ὀρϑοκεντρικῆς ὁμάδος ἔχουν τὴν αὐτὴν περιφέ- 
ρειαν τῶν ἐννέα σημείων. (Βλ. ἐπ. 8. 2183 (δ), 2). 

Συγκυκλικὰ σημεῖα (η). Ὅρος τῶν ἄγγλων, πάλιν, γεωμετρῶν 
διὰ τέσσαρα σημεῖα ἐπὶ τῆς αὐτῆς περιφερείας. Ὃ Νευθεῖξ προέ- 
τεινε ὁμοκυκλικὰ (3). 

"Ορϑικὸν τρίγωνον (ι), ἢ ἱσπανιώτερον) ὀρϑοκεντρικόν, εἶναι τὸ τρί- 
γῶνον τῶν ποδῶν τῶν ὑψῶν ἑνὸς τριγώνου. 

Τὸ θεώρημα τοῦ 58,|-ς πε απι αταϊϊ οη προετάθη τὸ 1861 εἰς τὰ 
Ν. Α. ἄεϑ Μαίᾷδ., σ. 216, δύναται δὲ νὰ ὁδηγήσῃ εἰς νέας προτά- 
σεις. Βλέπε σχετικῶς : ΤἈέογένιεδ εἰ Ῥυοδίὀηιοα ἀς σόονιῤίτίε ἐϊδνηθη- 
ἰαΐνε, τοῦ Εἰισὲπε Οαίαίαη (6η ἔκδ., 1879 θεωρήματα ΟΝῚΠῚ ἕως 
ΟΧῚΙ, σ. 178). 

Ἢ περιφέρεια τῶν ἐννέα σημείων ἑνὸς τριγώνου εἶναι ἡ περιβάλ- 
λουσα τῶν ἐγγεγραμμένων καὶ ΤΟΡΕΥΥΑΥΡΟΉΜΕΝΩΥ περιφερειῶν 
εἰς πάντα τὰ τρίγωνα, τἀ ἔχοντα τὸ αὐτὸ ὀρθόκεντρον καὶ τὴν 
αὐτὴν περιγεγραμμένην περιφέρειαν (8 1341, β),. Ὃ τοκπ Οαδβε 
ἀπέδειξεν ὅτι ἡ περιφέρεια αὕτη ἐφάπτεται 64 περιφερειῶν ἤ, διὰ 
μέσου αὐτῶν, 256 περιφερειῶν κιο.κ. 


δ᾽ 17. Γενίκευσις 


298. "Ὑποϑετικὴ γενίκευσις. Πολλὰ στοιχειώδη θεωρήματα δύ- 
νανται διὰ τῆς ἐπεκτάσεως ἢ γενικεύσεως νὰ μᾶς ὁδηγήσουν 
εἰς ἄλλα πολὺ γενικώτερα, ἀλλὰ τῶν ὁποίων αἱ προτάσεις εἴτε 
εἶναι ἐσφαλμέναι, εἴτε παρουσιάζουν δυσκολίας κατὰ τὴν ἀπόδει- 
ξιν τῆς ἀληθείας των. Εἰς πλείστας ὅμως περιπτώσεις, αἱ ὑποθέ- 
σεις μας ἀποδεικνύονται ὀρθαὶ καὶ καταλήγομεν εἰς συμπερά- 
σματα πολὺ ἐνδιαφέροντα. 

Ὃ τρόπος ἐργασίας, εἰς γενικὰς γραμμάς, εἶναι ὁ ἑξῆς : 

Δοϑέντων ἑνὸς ϑεωρήματος καὶ τῆς γενικωτέρας προτάσεως τὴν ὁποίαν 
ποριζόμεϑα ἐξ αὐτοῦ, ὑποϑέτομεν κατ᾽ ἀρχὰς ὅτι εὑρισκόμεϑα εἷς ἀδυναμίαν 
νὰ ἀποδείξωμεν αὐτὴν ἀπ᾿ εὐθείας καὶ προσπαϑοῦμεν νὰ τὴν ἐπαληϑεύσωμεν 
εἰς μερικὰς εἰδικὰς περιπτώσεις. ᾿Η ἐπιτυχία τῶν προσπαϑειῶν μας τούτων 
ἀποτελεῖ ἔνδειξιν περὶ τοῦ ἀληϑοῦς τῶν γενομένων ὑποθϑέσεών μας, κατόπιν 
τῆς ὁποίας εἶναι δικαιολογημένη πλέον ἡ καταβολὴ προσπαϑειῶν ὅπως ἐπι- 
τύχωμεν τὴν ἀπόδειξιν τῆς νέας προτάσεως. 

Τὰς ἐπιφυλάξεις ταύτας εἶναι ἑπόμενον νὰ ἔχη ὁ ἐρευνητής, 
δεδομένου ὅτι αἱ γενικεύσεις εἰς τὰς ὁποίας ἄγεται δύνανται νὰ 
θεωρηθοῦν πάντοτε ἀπόρροιαι τῆς διαισθήσεως κατὰ τὸ μᾶλ- 
λον ἢ ἧττον ἐπισφαλεῖς, μὲ ὁσονδήποτε γόνιμον καὶ ἰσχυρὰν 
διάνοιαν καὶ ἂν ὑποτεθῇ συνοδευομένη αὕτη. 

᾿Ιδοὺ δύο σχετικὰ παραδείγματα. 

Ἔκ τῆς προσεκτικῆς μελέτης τῶν ἰδιοτήτων ὡρισμένων ὁμάδων 
ἐκ τριῶν σημείων κειμένων ἐπ’ εὐθείας γραμμῆς καθὼς καὶ τεσσά- 
ρων, πέντε ἢ ἕξ ὁμοκυκλικῶν σημείων, καταλήγομεν εἰς τὰς ἐπο- 
μένας ὑποθετικὰς προτάσεις: 

1) ᾿Εὰν τρία ἀνάλογα σημεῖα ἑνὸς δοϑέντος σχήματος εὑρίσκωνται ἐπ᾿ εὖ» 
ϑείας γραμμῆς, ἡ εὐθεῖα αὕτη εἶναι ὁ γεωμετρικὸς τόπος ἀπειρίας ἄλλων 
σημείων μὲ τὰς αὐτὰς γεωμετρικὰς ἰδιότητας ὅπως τὰ πρῶτα. 


238. Σμ. μετ, Ἢ ὀνομασία αὑτὴ ἐπεκράτησεν νομίζομεν καὶ εἰς τὴν 
ἑλληνικὴν ὁρολογίαν. 
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2) ᾿Εὰν τέσσαρα, πέντε ἢ ξξ σημεῖα εἶναι ὁμοκυκλικά, ἡ περιφέρεια 
εἷς τὴν ὁποίαν ἀνήκουν εἶναι ὁ γεωμετρικὸς τόπος ἀπειρίας σημείων ἀναλό- 
γων πρὸς τα πρῶτα. 

᾿Ονομάζομεν ἀνάλογα σημεῖα ἑνὸς δοθέντος σχήματος, τὰ σημεῖα 
αὐτοῦ τὰ λαμβανόμενα διὰ τῶν αὐτῶν κατασκευῶν καὶ ἔχοντα 
τὰς αὐτὰς (ἰδιότητας. Λ.χ., εἰς τὸ ϑεώρημα τοῦ ϑίπιϑοη (5 22), αἱ 
προβολαὶ ἑνὸς σημείου τὸς περιγεγραμμένης περιφερείας ἐπὶ τὰς 
τρεῖς πλευρὰς τοῦ τριγώνου εἶναι τρία σημεῖα ἀνάλογα. Τούναν- 
τίον, τὰ τρία σημεῖα ἅτινα ἐθεωρήθησαν ἐπὶ τῆς εὐϑείας τοῦ Ἐπίον 
(858 1113, 1262) δὲν εἶναι ἀνάλογα, βὶ σει τουλάχιστον τοῦ συνή- 
θους ὁρισμοῦ των. ᾿Επειδὴ ταῦτα εἶναι τὸ κέντρον Ο τοῦ περιγε- 
γραμμένου κύκλου, τὸ οημεῖον τομῆς Θ τῶν διαμέσων καὶ τὸ ὀρ- 
θόκεντρον Η τοῦ τριγώνου. Θὰ ὑποδείξωμεν ἐν τούτοις ἀργότερον 
(8 1242 (Ο), 3) μίαν κοινὴν ἰδιότητα τῶν σημείων αὐτῶν. 

Θὰ διατυπώσωμεν καὶ θὰ ἀποδείξωμεν μερικὰς προτάσεις, προ- 
κυπτούσας δι᾽ ἐπεκτάσεως ἢ γενικεύσεως ἐκ γνωστῶν θεωρημάτων. 


Θεώρημα 


2θ08α. Ἢ εὐθεῖα τοῦ ἃ’ ΑἸεπιδετί, ἐφ᾽ ἧς χεῖνται τρία κέντρα ὁμοιό- 
τητος τριῶν περιφερειῶν, εἶναι ὁ γεωμετρικὸς τόπος τῶν κέντρων ὁμοιό- 
τητος, ἀναλόγων πρὸς τὰ πρῶτα, ἀπειρίας περιφερειῶν [Βλ. 88 176, 1960]. 

Θεωρήσωμεν τὴν εὐθεῖαν Θ τῶν ἐξωτερικῶν κέντρων ὁμοιότη- 
τος τριῶν περιφερειῶν Ο, Ο,, Ο, καὶ καλέσωμεν ρ, ρ,, ρῳ καὶ 
δ, ὃ,, ὃ,, τὰς ἀκτῖνας καὶ ἀποστάσεις τῶν κέντρων ἀπὸ τῆς εὐ- 
θείας (ε). Θὰ ἔχωμεν τὴν σχέσιν 


δ. δι. δ. 
ρ΄ ρ,᾽ ρὰ 
ἐξ ἧς γίνεται φανερὸν ὅτι, αἱ περιφέρειαι Ο,, Ο, κλπ., διὰ τὰς 
ὁποίας θὰ συμβαίνῃ 
δι. δ. ... δ 
ρι '᾿ ὁ ρ 


θὰ ἔχουν ἐξωτερικὰ κέντρα ὁμοιότητος κείμενα ἐπὶ τῆς εὐθείας (ε). 


Παρατηρήσεις. 1) Ἢ ἀπόδειξις τοῦ Μοπσε (δ 176), ἐφαρμόζεται ἀπ’ 
εὐθείας καὶ διὰ τὰς περιφερείας αὐτάς, ἐπειδὴ αἱ ἀντίστοιχοι 
σφαῖραι ἐφάπτονται τῶν ἑδρῶν τῆς αὐτῆς διέδρου. 

2) Συμπεράσματα ἀνάλογα καὶ διὰ τοὺς τρεῖς ἄλλους ἄξονας 
ὁμοιότητος τῶν τριῶν περιφερειῶν. 


Θεώρημα 


2098. Ἢ εὐθεῖα τοῦ Ῥαβοαὶ ἑνὸς ἐγγεγραμμένον εἷς περιφέρειαν 
ἑξαγώνου εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων τομῆς τῶν ἀπέναντι πλευρῶν ἀπει- 
οἷας ἐξαγώνων ἐγγεγραμμένων εἰς τὴν αὐτὴν περιφέρειαν. 


"Ἔστω (0) ἡ περιφέρεια καὶ (ε) ἡ εὐθεῖα: ἀρκεῖ νὰ ἐγγραφῇ 
εἰς τὴν περιφέρειαν ἐξάγωνον διὰ τὸ ὁποῖον αἱ τομαὶ τῶν ἀπέ- 
ναντι πλευρῶν νὰ κεῖνται ἐπὶ τῆς εὐθείας (ε). 

Λαμβάνομεν πρὸς τοῦτο δύο τυχόντα σημεῖα Μ, Ν ἐπὶ τῆς (4): 
καὶ ἕν ἄλλο Α ἐπὶ τῆς περιφερείας. ᾿Εὰν λάβωμεν ἐπὶ τῆς περι." 
ψεέρεας ἕν δεύτερον τυχὸν σημεῖον Δ καὶ φέρωμεν τὰς ΜΑ, ΜΔΒΕ; 
καὶ ΝΑ, ΝΔΓ εὐθείας, τὰ σημεῖα Α καὶ Δ μετὰ τῶν δευτέρωνῃ 
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σημείων τομῆς τῶν πέθεθον εὐθειῶν μετὰ τῆς περιφερείας (ον, 
ὁρίζουν ἐξάγωνον ΑΒΓΔΕΖ, τοῦ ὁποίου αἱ πλευραὶ ΒΓΡ, ΖΕ 


ὀφείλουν νὰ τέμνωνται ἐπὶ τῆς εὐθείας ΜΝ. “Ὅταν τὸ σημεῖον Δ 
γράφῃ τὴν περιφέρειαν, τὸ σημεῖον Ρ' γράφει τὴν εὐθεῖαν (ε). 


Σχ. 192. 


Θεώρημα 


299γ. Ἣ εὐθεῖα τοῦ ϑίπιξοπ ἑνὸς δοϑέντος τριγώνου, ἣ σχετιχὴ 
πρὸς σημεῖον Μ τῆς περιγεγραμμένης εἰς αὐτὸ περιφερείας, εἶναι εὖ- 
ϑεῖα τοῦ Θ᾽ πιδοι δι᾿ ἀπειρίαν τριγώνων ἐγγεγραμμένων εἰς τὴν αὐτὴν 
περιφέρειαν. 

Εἶναι δηλ. ἣ εὐθεῖα αὕτη γεωμετρικὸς τόπος τῶν προβολῶν τοῦ ση- 
μείου Μ ἐπὶ τὰς πλευρὰς ἀπειρίας τριγώνων ἐγγεγραμμένων εἰς τὴν 
αὐτὴν περιφέρειαν. 


"Ἔστω ΧΥ ἡ εὐθεῖα καὶ Μ τυχὸν σημεῖον δοθείσης περιφερείας 

Διὰ νὰ κατασκευάσωμεν τρίγωνον 
ΑΒΓ ἐγγεγραμμένον εἰς τὴν περιφέ- 
ρειαν καὶ ἔχον ὡς εὐθεῖαν δίπιδοῃ, σχε- 
τικὴν πρὸς τὸ Μ, τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν 
ΧΥ, ἐργαζόμεθα ὡς ἑξῆς : 

Συνδέομεν τὸ σημεῖον Μ μετὰ τυ- 
χόντος σημείου Ε τῆς ΧΥ καὶ φέρομεν 
κάθετον ΑΕΓ ἐπὶ τὴν ΜΕ’ ἡ ΑΓ εἶναι 
μία πλευρὰ τοῦ ζητουμένου τριγώνου. 
Διὰ νὰ λάβωμεν τὰἀς δύο ἄλλας, περι- 
γράφομεν ἡμιπεριφέρειαν εἰς τὸ τρίγω- 
νον ἘΜΓ καὶ διὰ τοῦ σημείου Ζ, 
καθ᾽ ὃ αὕτη τέμνει τὴν ΧΥ͂, φέρομεν 
τὴν εὐθεῖαν ΓΖΒ. Τὸ τρίγωνον ΑΒΓ Σχ. 103, 
εἶναι τὸ ζητούμενον. 


Παρατηρήσεις. 1) Τὸ Θεώρημα τοῦ Οανποὶ (88.1234, 2464) ἀποτε- 
λεῖ μίαν ἐνδιαφέρουσαν ἐπέκτασιν τῆς ἀνωτέρω προτάσεως. 
᾿Επειδὴ αἱ ὀρθογωνίως προβάλλουσαι ΜΔ, ΜΕ, ΜΖ δύνανται νὰ 
ἀντικατασταθοῦν διὰ ἰσοκλινῶν προβαλλουσῶν καὶ ἡ εὐθεῖα τοῦ 
Βίταβου διὰ τῆς εὐθείας ἐφ᾽ ἧς κεῖνται τὰ ἴχνη τῶν τριῶν ἰσοκλι- 
νῶν ἐπὶ τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου. 
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2) Τὸ ἀνωτέρω παράδειγμα δεικνύει ὅτι ὡρισμέναι στοιχειώ- 
δεις προτάσεις εἶναι ἐπιδεκτικαὶ ἀξιολόγων ἀναπτύξεων. 

Θὰ δώσωμεν μερικὰ παραδείγματα ἐπὶ τοῦ δευτέρου εἴδους 
ὑποθετικῶν ἐπαγωγῶν (8 293, ὃ κλπ.). 


Σημεοίωσις. ἵνα μία δοθεῖσα εὐθεῖα εἶναι εὐθεῖα δίπιϑοπ ἑνὸς 
τριγώνου, ἐγγεγραμμένου εἰς δοθεῖσαν περιφέρειαν (Ο, Ρ), θὰ 
πρέπει αὕτη νὰ συναντᾷ τὴν ὁμόκεντρον περιφέρειαν τῆς δοθεί- 
σης καὶ μὲ ἀκτῖνα τὸ τρίτον τῆς ἀκτῖνος Ῥ αὐτῆς. ᾿Επειδή, δο- 
θέντος ἑνὸς τριγώνου, ἧ περιβάλλουσα τῶν εὐθειῶν ϑίτηβοῃ ὡς 
“πρὸς τὰ διάφορα σημεῖα Μ τῆς περιγεγραμμένης εἰς αὐτὸ περι- 
φερείας, εἶναι μία ὑποχυκλοειδὴς μὲ τρία σημεῖα ἀναχάμψεως, δηλ. ἡ 
καμπύλη τὴν ὁποίαν γράφει ἕν σταθερὸν σημεῖον περιφερείας μὲ 
ἀκτῖνα τὸ τρίτον τῆς ἀκτῖνος Ρ, κυλιομένης, ἄνευ ὀλισθήσεως, εἰς 
τὸ ἐσωτερικὸν τῆς δοθείσης περιφερείας. 

Ἢ καμπύλη αὕτη ὑπῆρξε ἀντικείμενον πολυαρίθμων μελετῶν. 
Βλέπε ἰδιαιτέρως : Ν. Α., 1870, σελ. 202, 256, Ι,.. Ῥαϊπνὶπ' 1. Μ. 85.» 
1884, σελ. 169 ἕως 178, Ο. ἀς Τομροδαπρο Ν. Α. 1901, σελ. 168, 
Ὥσροτς, 1902, σελ, 206, Ἐτέεμει. ᾿Επίσης τὸ Τγαῖϊίέ ἀο8 οομνδοδ 
γενιαγσμαδὶο8 ὑπὸ Οοπιεβ Τεϊχεϊσα, τὶ 2, σελ. 174 (1909). 


Θεώρημα 


299. "Ἐὰν τέσσαρα σημεῖα ΑΒΓΔ εἶναι ὁμοχυκλικά, δυνάμεϑα νὰ 
ϑεωρήσωμεν τρία ἐξ αὐτῶν Α, Β, Γ᾽ ὡς σταϑερὰ καὶ τὴν περιφέρειαν 
ὡς γεωμετρικὸν τόπον τῶν σημείων Δ, διὰ τὰ ὁποῖα ἢ γωνία ΑΔΓ' εἶναι 
ἴση πρὸς τὴν ΑΒΓ ἢ παραπληρωματικὴ αὐτῆς. 

Ἔκ τοῦ ἐγγεγραμμένου τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. 


Θεώρημα 


293. Ἢ περιφέρεια τῶν ἐννέα σημείων τριγώνου ΑΒΓ' διέρχεται 
διὰ ἀπειρίας σημείων ἀναλόγων πρὸς τὰ πρῶτα. 


Πράγματι, ὑπάρχει ἀπειρία τριγώνων ἐγγεγραμμένων εἰς τὴν 
περιφέρειαν (ΑΒΠὴ καὶ ἐχόντων τὸ αὐτὸ δέθόν ἐγερὸν Η μετὰ τὰν 
ΑΒΓ (5. 130, 2)" ἡ δὲ περιφέρεια τῶν ἐννέα σημείων τῶν τριγώνων 
τούτων εἶναι ἡ αὐτὴ μὲ τὴν τοῦ ΑΒΓ, ἐπειδὴ Ἢ ἀκτίς της εἶναι τὸ 
ἥμισυ τῆς ἀκτῖνος Ε τῆς (ΑΒΓ) καὶ τὸ κέντρον της τὸ μέσον τοῦ 
τμήματος ΟἩ (8 28, 1) καὶ 2). 


Παρατήρησις. Τὰ ἀνωτέρω ὁδηγοῦν εἰς τὴν διατύπωσιν τοῦ ἐπο- 
μένου ὑποθετικοῦ θεωρήματος: 


Θεώρημα 
808 Κ. Ἢ περιφέρεια ἡἧ διερχομένη διὰ ἀξιοσημειώτων σημείων ἑνὸς 
δοϑέντος τριγώνου καὶ τῆς ὁποίας τὸ κέντρον καὶ ἡ ἀκτὶς εἶναι ἀνε. 
ξάρτητα τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνον, διέρχεται δι᾽ ἀπειρίας ἄλλων ση» 
μείων ἀναλόγων πρὸς τὰ πρῶτα. 
᾿Ιδοὺ μερικαὶ εἰδικαὶ περιπτώσεις : 


1) Ἢ περιφέρεια τῶν ὀκτὼ σημείων, ἢ περιφέρεια τῶν ἴσων ροπῶν, ἢ 
ἔχρυσὰ διάμετρον ΟΘ, εἶναι κοινὴ ἀπειρίας τριγώνων ἐγγεγραμμένων εἷς τὴν 
αὐτὴν περιφέρειαν (Ο) καὶ ἐχόντων τὸ αὐτὸ κέντρον βάρους Θ-(δ 1185 β) 

2) ᾿Η περιφέρεια τοῦ Βγοσανά, ἡ ἔχουσα διάμετρον ΟΚ, εἶναι ποινὴ 
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ἀπειρίας τριγώνων ἐγγεγραμμένων εἰς τὴν αὐτὴν περιφέρειαν Ο καὶ ἐχόντων 
τὸ αὐτὸ σημεῖον τοῦ ]δπιοὶπε Καὶ (ὃ 2242). 


Παρατηρήσεις. 1) Αἱ περιφέρειαι τοῦ Βτοοατὰ καὶ ὀκτὼ σημείων 
ἑἐξαρτῶνται μόνον ἀπὸ τὰἀς θέσεις τῶν Ο, Καὶ καὶ Θ. 

2) Κατ᾽ ἀναλογίαν, δυνάμεθα νὰ διατυπώσωμεν καὶ τὴν ἀκό- 
λουθον ὑποθετικὴν πρότασιν: 


Θεώρημα 


298η. Ἢ ἐγγεγραμμένη περιφέρεια εἰς τρίγωνον εἶναι ἧ περιβάλ- 
λουσα τῶν πλευρῶν ἀπειρίας τριγώνων, ἀναλόγων πρὸς τὸ δοϑέν, ἐὰν 
ἡ περιφέρεια αὕτη εἶναι ἀνεξάρτητος τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνον. 

Παραδείγματα : 

1) ᾿ΕΒἘὰν ἕν τρίγωνον εἶναε ἐγγεγραμμένον εἰς περιφέρειαν (0) καὶ περι- 
γεγραμμένον εἰς ἄλλην (1), ἡ δευτέρα περιφέρδια εἶναι ἡ περιβάλλουσα τῶν 
πλευρῶν ἀπειρίας τριγώνων ἐγγεγραμμένων εἰς τὴν (0) καὶ περιγεγραμμένων 
εἰς τὴν (1). 

Τὸ θεώρημα, πράγματι, τοῦ Επὶετν δίδει τὴν σχέσιν 

ἃ --- Κ (Ε -- 2ρ), 
ἥτις εἶναι ἀνεξάρτητος τῶν πλευρῶν (5 1182, α, β). “ῶστε... 

2) Δοϑεῖσα περιφέρεια εἶναι ἡ περιβάλλουσα ἀπειρίας τριγώνων ἐχόντων 

τὸ αὐτὸ σημεῖον τοῦ ἀεγσοππε Ν (8 1242 α). Βλ. ἐπ. (5 293 ι). 


Θεώρημα 


2939. Ἢ ἐγγεγραμμένη περιφέρεια εἷς ἐξάγωνον (Ε) δύναται νὰ 
ϑεωρηθϑῇ ὡς ἢ περιβάλλουσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν ἀπειρίας περιγε- 
γραμμένων εἰς αὐτὴν ἑξαγώνων ἐχόντων τὸ αὐτὸ σημεῖον Βτίαποβοπ 
μετὰ τοῦ πρώτον. 

Κατὰ τὸ ϑεώρημα τοῦ Βνιαπομοη (Ο., πϑ 807), γνωρίζομεν ὅτι: Α{ 
εὐθεῖαι αἱ συνδέουσαι τὰς ἀπέναντι κορυφὰς ἑνὸς ἐξαγώνου περιγεγραμμένου 
εἰς περιφέρειαν διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου (καὶ τὸ ὁποῖον καλεῖ- 
ται σημεῖον τοῦ Βνίαπομοη). Τὰ δὲ τρία σημεῖα τομῆς τῶν ἀπέναντι 
πλευρῶν τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τὴν περιφέρειαν ἑξαγώνου (ΕἼ), 
τοῦ σχηματιζομένου ὑπὸ τῶν χορδῶν ἐπαφῆς τῶν πλευρῶν τοῦ 
πρώτου ἑξαγώνου, εὑρίσκονται ἐπὶ μιᾶς εὐθείας, τῆς εὐθείας τοῦ 
Ῥαδεαὶ. 

᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα αὕτη (ε) εἶναι ἡ πολικὴ τοῦ σημείου Βείαπομοπ 
τοῦ ἑξαγώνου (Ε), γίνεται φανερὸν ὅτι, εἰς κάθε ἐξάγωνον τὸ 
ὁποῖον δυνάμεθα νὰ ἐγγράψωμεν εἰς τὴν περιφέρειαν καὶ τὸ 
ὁποῖον νὰ ἔχῃ τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν Ῥαβοα] μετὰ τοῦ (Ε) (5 293 β), 
ἀντιστοιχεῖ ἕν περιγεγραμμένον ἑξάγωνον ἔχον μετὰ τοῦ ἐξαγώ- 
νου (Ε) τὸ αὐτὸ σημεῖον Βτίαπομουι (τὸν πόλον τῆς (ε)). 


Θεώρημα 


298:ι. Δυνάμεϑα νὰ κατασχενάσωμεν ἀπειρίαν τριγώνων ἐχόντων τὴν 
αὐτὴν ἐγγεγραμμένην περιφέρειαν καὶ τὸ αὐτὸ σημεῖον τοῦ Θετροππε Ν. 


Τὸ σημεῖον τοῦ ἀογσοππε ἑνὸς τριγώνου εἶναι τὸ κοινὸν σημεῖον 
τῶν εὐθειῶν τῶν ἑνουσῶν τὰς κορυφὰς μετὰ τῶν σημείων ἐπαφῆς 
τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας καὶ τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου 
(8 1242 α). 
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Διὰ τοῦ σημείου Ν᾽ φέρομεν εὐθεῖαν ΑΝΔ καὶ τὰς ἐφαπτομέ- 
νας ΔΡ, ΜΡ τῆς δοθείσης περιφερείας (1). ἝἜστω δὲ ΑΒΓ ἕν τῶν 
ζητουμενὼν τριγώνων. Τὸ ΚἬΜΕΙΟΥ Ρ εἶναι ὁ πόλος τῆς εὐθείας 
ἈΝΔ πρὸς τὴν περιφέρειαν ([) καὶ τὰς πλευρὰς ΑΒ, ΑΓ τοῦ τρι- 

ώνου ΑΒΓ, ἤ, ἄλλως, ἡ εὐθεῖα ΑΝΔ εἶναι ε πολικὴ τοῦ σημείου 
ῥ. 'Επομένως, αἱ διαγώνιοι ΒΕ, ΓΖ τοῦ τετραπλεύρου ΒΓΕΖ 
τέμνονται ἐπὶ τῆς εὐθείας ταύτης ΑΔ. 


Σχ 196. 


ἯἩ κατασκευὴ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ συνίσταται εἰς τὴν ἀγωγὴν 
εὐθείας ΡΕΛΖ, τεμνούσης τὴν δοθεῖσαν περιφέρειαν εἰς σημεῖα 
Ζ, Ε τοιαῦτα, ὥστε ἡ εὐθεῖα αὕτη, αἱ ἐφαπτόμεναι εἰς τὰ Ζ καὶ 
Ε καὶ ἡ (δοθεῖσα) ἐφαπτομένη εἰς τὸ Δ νὰ ὀρίζουν τετράπλευρον 
ΒΓΕΖ ἔχον ὡς σημεῖον τομῆς τῶν διαγωνίων του τὸ δοθὲν ση- 
μεῖον Ν. Ἤ, τοιαύτης, ὥστε ἡ εὐθεῖα ΔΝΝΑ νὰ τέμνῃ αὐτὴν εἰς 
σημεῖον Λ συζυγὲς ἁρμονικὸν τοῦ Δ πρὸς τὰ δὶ καὶ Α, ὁπότε καὶ 
τὸ τμῆμα ΔΜ θὰ διαιρεῖται ἁρμονικῶς ὑπὸ τῶν Λ καὶ Α. 

"Ἂς θέσωμεν: ΔΜ-Ξεμ, Δῆτετν, Δλξ:εχ, ΔΑ -ξεγυ. 

᾿Επειδὴ αἱ δύο τετράδες σημείων Δ, Λ, Ν, Α, καὶ Δ, Μ, Δ, Αα 
θὰ εἶναι ἁρμονικαί, θὰ ἔχωμεν τὰς σχέσεις 

(ΔΛΝΑ) -Ξ -- 1, (ΔΜΛΑ) -Ξ- -- ἴ, 
᾿ ΔΝ ΔΑ ΔΛ ΔΑ 
, Ἣλ λα ΔΜ ΜᾺ 
δυναμένας νὰ γραφοῦν καὶ 

2 1) ἥν ἐς «ἥν ἡ 

ΧΟ νγ μ᾿ χα τ Ύ 

Ἔκ τῶν τελευταίων τούτων ἕπεται ὅτι τὰ τμήματα ΔΛ, ΔΑ 
ἔχουν ὡς μήκη 

ϑμν .- 3μν 
Ὥνημ " ἀ4ν-μ᾽ 
εἶναι δηλαδὴ τέταρτα ἀνάλογα γνωστῶν ἄλλων μηκῶν καὶ ἐπομέ» 
νως εὐκόλως κατασκευάσιμα. ᾿Αρκεῖ ἄλλωστε νὰ κατασκευασθῇ 
τὸ ἕν μόνον ἐξ αὐτῶν. 

Παρατήρησις. Τὸ πρόβλημα λύεται καὶ κατὰ διαφόρους ἄλλους 
τρόπους (8 1546 κ καὶ ἐπ.). 


Χ-Ξ 


ΝΙ 
ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ 


δ]. Κατασκευὴ τῶν τύπων 


294. Χρῆσις τῆς ᾿Αλγέβρας. Διὰ νὰ χρησιμοποιήσωμεν τὰς ἀλγε- 
βρικὰς μεθόδους πρὸς λύσιν τῶν προβλημάτων τῆς Γεωμετρίας, 
θεωροῦμεν ὡς ἀγνώστους ποσότητας ἕν ἣ περισσότερα ἐκ τῶν 
πρὸς προσδιορισμόν μεγεθῶν: ἀκολούθως, καταστρώνομεν τόσας 
Ιἀνεξαρτήτως ἀλλήλων) ἐξισώσεις ὅσοι εἶναι οἱ ἄγνωστοι, λύομεν 
τὸ σύστημα αὐτῶν καὶ κατασκευάζομεν τὰ εὑρεθέντα μεγέθη. 


2394«α. Βασικοὶ τύποι. Αἱ βασικαὶ ἀλγεβρικαὶ παραστάσεις 
πρὸς κατασκευὴν εἶναι αἱ ἀκόλουθοι : 


αβ 
ΕΝ 

(α) ,. τετάρτη ἀνάλογος. 
ἢ πξυς. 
ν  β 
αΞ 
χ --Ξ Ἔ 

6) , τρίτη ἀνάλογος. 

η 5-.--Ξ 
β α 


᾿Εκτὸς τῆς συνήθους κατασκευῆς τῆς τετάρτης ἀναλόγου, χρη- 
σιμοποιοῦμεν καὶ τὸν ἑπόμενον τρόπον : 

Λαμβάνομεν ΒΓ -ΕΞβ, ἐπὶ τῆς καθέτου εἰς τὸ Γ τμῆμα ΓΑΞΞα 
καὶ γράφομεν περιφέρειαν διὰ τῶν Α καὶ Β ἔχουσαν τὸ κέντρον της 


ἐπὶ τῆς ΒΓ. Θὰ εἶναι χ-- τ (Σχ. 195). 
οἱ ἘΞΕΤΕΡ' , μέση ἀνάλογος, 
χ᾽ ΞξΞ  αβ 


-- αττ β᾽ -- γατΞ 9 Ὑ ποτείνουσα καὶ κά- 
(ὃ χτι ἤα" ἘΡ καὶ ἈΞΞ ΘΕ Β θετοι πλευραὶ ὀρθογ. 
κ'ξΞ α᾽ - β' χ᾽ Ξε α' -- β' τριγώνου. 


-- Πα Ἔν. "Αντικαθιστῶμεν τὸ γινόμενον βγ διὰ τετρα- 
(4) χ-- 7α "ΡΥ ᾿ γώνου καὶ ἀναγόμεθα εἰς τοὺς τύπους (δ) 


156 


α α 
(ἢ χκΞΞΖ ΞῸν . Θέτοντες ΞΞ. ΞΞΥῪ, ἀναγόμεθα εἰς χε». 

Πρέπει νὰ κατασκευασθοῦν δηλ. δύο τέταρται ἀνάλογοι. Τὸ 
σχῆμα 196 δίδει μίαν ἀπ᾽ εὐθείας κατασκευὴν τοῦ μήκους χ: 

Λαμβάνομεν ΟΑΞξεα ΟΒ-ΟΡβ, ΟΓΞ--ΕΥ, ΟΔ--δ, ΟΕ -Ξε καὶ 
φέρομεν τὰς ΒΔ, ΓΕ. Διὰ τοῦ Α φέρομεν τὴν ΑΥ̓ παράλληλον 
πρὸς τὴν ΔΒ καὶ διὰ τοοὺὴἡ τὴν ΥΧ παράλληλον πρὸς τὴν ΕΓ. 
Ἢ ΟΧ ἔχει τὸ ζητούμενον μῆκος χ. 


Ὺ 
ἃ 
Σχ. 196. 
ἐπι δ}. 
(η) : 
δ νος 
αν 
ἐος (8. α 
ΧΞ-ΞΞ Β᾽ 
(θ) 
,Χ. α 
μ β’ 


πὶ τῶν πλευρῶν ὀρθῆς γωνίας (Σχ. 197), λαμβάνομεν μήκη 
ΓΑ Ξξα, ΓΒ -Ξβ καὶ φέρομεν τὴν κάθετον ΓΔ ἐπὶ τὴν ὑποτείνου- 
σαν. ᾿Επὶ τῆς ὑποτεινούσης καὶ ἀπὸ τοῦ Δ λαμβάνομεν ΔΕ -Ξμ, 
φέρομεν τὴν κάθετον ἐπ᾽ αὐτὴν ΕΜ καὶ ἀπὸ τοῦ Μ παράλληλον 
ΜΧ πρὸς τὴν ΑΒ. Θὰ ἔχωμεν : 


ΡΧ α’ 
ῬΜ Ββ᾽᾽ 


Διπλοῦν ριζικόν. 


298 (ι). χ-Ξ Υ α' -- Υγ8: --γ" 


Δυνάμεθα νὰ γράψωμεν 
β᾽ -- γε τε (β' Ἐ γ" (β᾽ -- γ᾽ 


β᾽ Ἔ γ"3 μ᾽, β' -- γ᾽ Ξε ν", 


χε ἴα": Ὑμὴν" -- Τα Ἐμν. 


καὶ νὰ θέσωμεν 


ὁπότε, 
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᾿Αναγόμεθα δηλ. εἰς τοὺς τύπους (ε). ᾿Επίσης : 

Ἔστω ΑΒ -Ξβ (Σχ. 198). ᾽Επὶ τῆς ΑΒ ὡς διαμέτρου γράφομε᾽ 
ἡμιπεριφέρειαν, ὑψοῦμεν ἐπὶ τὴν ΑΒ κάθετον εἰς τὸ σημεῖον Β καὶ 
λδμβένομεν ΒΓ-- ΒΔ1Ξ γ. 

ὰ ἔχωμεν 


ΑΓΡ τε μ' -- βν-Ἐ γ᾽, ΑΔΡ -- νϑ -- β᾽ -- γ᾽. 


Λαμβάνομεν ἀκολούθως ΑΕ -Ξν, ἘΝ εν κάθετον ἐπ᾽ αὐτὴν 
ΑΖ μέχρι τῆς περιφερείας διαμέτρου ΕΓ, ὁπότε 


ΑΖ5 Ξξ μν, 
καὶ ἐπὶ τῆς ΑΓ λαμβάνομεν τμῆμα ΑΘ --α. Θὰ ἔχωμεν 
ΖΘ: -- α' -Ἀ μν, 
τὸ δὲ σημεῖον Η ἐπὶ τῆς περιφερείας μὲ διάμετρον ΑΘ καὶ εἰς 
ἀπόστασιν ἀπὸ τοῦ Α, ΑΗ -- ΑΖ -- ἧμν, δίδει 


ΘΗ: -Ξ αῬ -- μν. 
(μ) χ -- ἴα": 8. Ἢ γι. 


Δυνάμεθα νὰ γράψωμεν 


β' τ γ'Ξ γ᾽ [Ξ- Ἔ ν} 
β᾽ 


᾽Εὰν θέσωμεν τ, Ξε δ, δ - γ᾽ -ΞΞ ζ᾽, θὰ εἶναι 
β' -Ἐ γ" Ξξ γ᾽ (δ' -᾿ γ᾽) ΞΞ γ᾽ζ᾽ 
χΞΞ 7. Ἕ γζ. 
Διὰ τὴν κατασκευὴν τοῦ μήκους τούτου, λαμβάνομεν ΑΓ Ξε γ, 
ΓΒ -Ξβ (Σχ. 199) καὶ γράφομεν τὴν ἡμιπεριφέρειαν ΑΒΔΑ, ὁπότε: 


ἐς ὅς, 


ὁπότε 


γδ-:8ς-9 


Ὕ 
Λαμβάνομεν ΓΕ --δ: 
ΑΕϑ-ε γ᾽-Ἐ 88 -- ζ5, 
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ἐπίσης ΑΖ--: ΑΕ -Ξἰτ καὶ εἰς τὸ Α ὑψοῦμεν κάθετον ΑΘ ἐπὶ τὴν 
ΑΖ μέχρι τῆς περιφερείας μὲ διάμετρον ΓΖ: 
ΑΘ Ξι ΑΖχ ΑΓ ξΞξζγ. 
᾿Ἐὰἀν ΑΛεξα, εὑρίσκομεν τελικῶς : 


ΘΛ -Ξ α -ἰζγ ἢ ΘΑ Ξ ἴα" - ΒΞ  γι 
Ηλϑτε α' --γ ἢ ΗΛ-- ἤα.-- ἸβέτΕ γι, 


ὅπου Η κοινὸν σημεῖον της περιφερείας (Α, ΑΘ) καὶ τῆς μὲ διά- 
βετρον ΑΛ. 


- 


᾿ 
ΣΝ 
Η - 


Πρόβλημα 
296 (Ἀ). Νὰ κατασχενασθοῦν ἀπ᾽ εὐθείας αἱ ρίζαι τῆς ἐξισώσεως 
δεντέρον βαθμοῦ ὡς πρὸς τὸ μῆχος χ. 
χ' πχ κ'τξξο, 


ὅπου π καὶ κ δοθέντα μήκη. 
Εἶναι φανερὸν ὅτι αἱ μορφαὶ τὰς ὁποίας δύναται νὰ λάβῃ ἡ 
ἐξίσωσις αὕτη εἶναι αἴ ἀκόλουθοι τέσσαρες. 


ν τ ποκλλοοος () χ' -- πχ -- -- κ᾽ 
᾿ (2) χ' -- πχτΞ κ᾿ 
᾿ ὶ ΐ (3) χ᾿ -Ἐπχ-ξ -Ἐκ᾿ 
0 δ (4) χ ΒΒ πχε -- κ'. 
' Ἢ πρώτη ἐξίσωσις δύναται 
Σχ. 2900. νὰ γραφῇ 
χίπ -- χ)πξ κϑ. 


Ἐπειδὴ χ -ἰ (π -- χ)ξξ π, τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τό: 
Νὰ κατασχευασϑῇ ὀρϑογώνιον ἐκ τοῦ ἐμβαδοῦ κ' καὶ τοῦ ἀϑροίσμανθᾷ 
δύο διαδοχικῶν πλευρῶν 5. 
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Γνωρίζομεν ὅτι θὰ πρέπει νὰ κατασκευάσωμεν ἡμιπεριφέρειαν 

ἐ διάμετρον ΑΒ -Ξ- π, νὰ ὑψώσωμεν κάθετον ΘΠ --κ καὶ ἐκ τοῦ 

ἢ νὰ φέρωμεν παράλληλον ΠΔ μέχρι τῆς ἡμιπεριφερείας. Ἡ ἐκ 

τοῦ Δ κάθετος ΓΔ ἐπὶ τὴν ΑΒ ὁρίζει δύο 

τμήματα ΑΓ, ΓΒ, ἄτινα εἶναι αἱ ρίζαι τῆς 
ἐξισώσεως (1). 


2907. "Αλλὴ κατασκευή. ᾿ἘὰἷὰὉν ὁ γνωστὸς 


ὅρος κ' τῆς μορφῆς (1) ἔχῃ δοθῆ ὑπὸ τὴν Ἂ ,, 
ορφὴν γενομένου, κῆ Ξε μν, δυνάμεθα νὰ ΡΥ ΤΑ Ζ 


ργασθῶμεν καὶ ὡς ἑξῆς: Βν- σὴν 


Εἰς τὰ ἄκρα τμήματος ΒΓ -Ξ-π ὑψοῦμεν 

καθέτους Βᾶ-- ἰ ΕΔ ξεν καὶ θεωροῦμεν Σχ. 301. 

τὰ σημεῖα τομῆς Μ, Ν τῆς ΒΓ καὶ τῆς 

ἡμιπεριφερείας μὲ διάμετρον ΑΔ. Γνωρίζομεν ὅτι, ἕνεκα τῶν 
ὁμοίων τριγώνων ΑΒΜ, ΔΓΜ, θὰ ἔχωμεν 


ΒΜ.ΜΓ- ΑΒΓΔ μιν, (δ 24) 


δηλ. τὰ τμήματα ΒΜ, ΜΓ εἶναι αἱ ρίζαι τῆς ἐξισώσεως (1). 
Παρατήρησις. Ἢ ἐπομένη κατα- 


σκευὴ εἶναι ἐπίσης, ὡς ἡ προηγου- ΔΛ 
ένη, ἁπλῆ καὶ εὐκολώτερον δικαιο- ΠΡ ᾿ 
ογεῖται. ἘΠ ΥΞΩ! | 

Εἰς τὸ ἄκρον Γ τοῦ τμήματος ξ "|ν 


ΒΓ--π ὑψοῦμεν κάθετον ἐπὶ τῆς Ν : ᾿ 
ὁποίας λαμβάνομεν τὰ τμήματα 8΄- ἵ, 2) Π 
ΓΑτξμ, ΓΔ-εν. 


Εἰς τὰ μέσα τῶν ΑΔ καὶ ΒΓ Σα. ὅ0)ς 
ὑψοῦμεν καθέτους τεμνομένας εἰς τὸ 
Ο καὶ γράφομεν τὴν περιφέρειαν (Ο, ΟΔ). Θὰ ἔχωμεν 


ΓΝΌΓΜΈΓΝ ΝΒΈΓΑ Γδεξμ.ν, 


δηλ. τὰ μήκη ΓΝ, ΒΝ θὰ εἶναι αἱ ρίζαι πάλιν τῆς (1). 


298. Ἢ δευτέρα ἐξίσωσις δύναται 
νὰ γραφῇ 
χί(χ -- π)- κ". 


᾿Επειδὴ χ -“-- (χ -- π)ξε π, τὸ πρό- 
βλημα ἀνάγεται εἰς τό: 


Νὰ κατασκενασϑῇ ὀρϑογώνιον ἐκ τοῦ 
ἐμβαδοῦ κΞ καὶ τῆς διαφορᾶς δύο διαδο- 
χικῶν πλευρῶν π. 


Γνωρίζομεν ὅτι θὰ πρέπει νὰ κα- 
τασκευάσωμεν περιφέρειαν μὲ διά- 
μετρον ΑΒ Ξε π, νὰ φέρωμεν ἐφαπτο- 
μένην ΑΔ εκ καὶ τὴν τέμνουσαν ΔΙΓΕ. ἯἩ εὐθεῖα ΔΕ καὶ τὸ ἐξω- 
τερικὸν τῆς περιφερείας τμῆμα αὐτῆς ΔΙ εἶναι αἱ ρίζαι τῆς ἐξι- 
σώσεως (2). 


3999. Δεντέρα κατασχευή. ᾽Εὰν κ᾽ -- μν, ἐργαζόμεθα ὡς καὶ προη- 
γουμένως : 


Εἰς τὰ ἄκρα τοῦ τμήματος ΒΓ-Ξ-π (Σχ. 204) ὑψοῦμεν κάθετα 
τμήματα ἀντιθέτων φορῶν 
ΒΑ-ξμ, ΓΔε-εν 
καὶ γράφομεν τὴν περιφέρειαν ΜΑΝΔ μὲ διάμετρον ΑΔ. Θὰ ἔχω- 
μεν (8 24, Παρατήρησις) : 
ΜΒ.ΜΓΞΑΒ.Γδεξεμ.ν. 
Παρατήρησις. Μὲ ἐλαφρὸν τροποποίησιν τῆς κατασκευῆς τῆς 


παρατηρήσεως τῆς ὃ 297, ὁδηγούμεθα εἰς τὴν ἀκόλουθον (Σχ. 205). 
Εἰς τὸ ἄκρον Γ τοῦ τμήματος ΒΓ -Ξ- π ὑψοῦμεν κάθετον ἐπί τῆς 


ἰέ 


Σχ. χ0ὲ. 


ὁποίας λαμβάνομεν ΓΑ -εμ, ΓΔ-εν. Εἰς τὰ μέσα τῶν ΑΔ καὶ 
ΒΓ φέρομεν καθέτους τεμνομένας εἰς τὸ Ο καὶ γράφομεν τὴν πε- 
ριφέρειαν (Ο0,ΟΔ). Θὰ ἔχωμεν 
ΓΜΟΓΝΈΓΑ ΓΔεεμον. 
"Ἔκ τῶν ἐξισώσεων (83) καὶ (4), ἡ πρώτη ἀνάγεται εἰς τὴν (2) καὶ ἡ 
δευτέρα δὲν ἔχει προφανῶς ρίζας πραγματικάς. 


πρόβλημα 
800. Νὰ κατασκευασϑοῦν ἀπ᾿ εὐϑείας αἱ ρίζαι διττετραγώνου ἐξισώσεως. 


(δ) χι--αὐχη βέτεο, γ"- τν Ἐρ᾽Ξὸ 61 
Θέτομεν 
(6) χ'-- αἾχ' --βέΞΞ0. χ᾽ τ-Ξ βγ 5: Ἐ Υ -- βτξο (6) 
καὶ αἱ ἐξισώσεις 


Ἵ “.-..αχ:-βέ-Ξ-0. ἰ αὖται μετατρέ- | Ρίζαι φανταστικαί. (7΄ 
(7) χυφαἸχ"Ὲβ πονται εἰς τὰς . 


(8) χιᾳ α"χ»--βέττῸ, γ᾽ ᾽ν - β»-το (8) 
Β 


Μετὰ τὴν κατασκευὴν τῶν μηκῶν γ, τὰ χ κατασκευάζονται ὡς 
μέσα ἀνάλογα τῶν μηκῶν ν᾽ καὶ β. 

Παράδειγμα διὰ τὴν μορφὴν (5). Διὰ τῶν Α καὶ Β (Σχ. 206), 
γράφομεν περιφέρειαν ΒΑΔ ἔχουσαν τὸ κέντρον της ἐπὶ τῆς ΒΓ. 
Θὰ ἔχωμεν 

γδι-- -“ὶ 
β 
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᾿Επὶ τῆς ΓΔ ἀκολούθως γράφομεν ἡμεκεριίφερειαν; λαμβάνομεν 
ΓΒ΄ΞΞ β καὶ ἐκ τοῦ Β΄ φέρομεν παράλληλον πρὸς τὴν ΓΔ, Τὰ 
μήκη ΓΕ,ΔΕ εἶναι αἱ ρίζαι (γ) 

τῆς ἐξισώσεως (57). ᾿Επειδὴ 


ΓΕ.ΕΔ -- β3 ΒΕ ἘΝ 
αΞ δ ᾿ 
καὶ ΓΕ- ΕΔ Ξ π᾿ προς 


Πρὸς κατασκευὴν ΤΥ μηκῶν ἽἜ 
χ, λαμβάνομεν ΕΖ -Ξβ, γράφο- δ κ ὙπΣ 
μὲν τὴν περιφέρειαν μὲ διάμε- ἘΣ τ 
τρον ΖΔ καὶ ὑψοῦμεν κάθετον 


ΠΗ Ἴ ΐ 

ΕΗ μέχρι αὐτῆς. Θὰ ἔχωμεν ΠΝ αὐ τως 

ΕΗ ΞΞ-.ΔΕ.β, δηλ. χ᾽ ΞΞ" ΗΕ: ἕν ορρ 
᾿Επίσης, Ξὰ 200. 

χ -Ξ ΕΛ’, 

ἀφοῦ ΕΛξ:ξβ.ΓΕ -- Ρᾷυ. 

Αἱ τέσσαρες ρίζαι (κ) εἶναι 

ἜΕΗ,Ξ ΕΛ. 


Παρατήρησις. Σπανίως κατασκευάζομεν ἀπ᾽ εὐθείας τὰς ρίζας 
τῆς διτετραγώνου ἐξισώσεως, ἐνῶ εἶναι πολὺ χρήσιμος ἡ κατα- 
σκευὴ ἐκείνων τῆς δευτεροβαθμίου ἐξισώσεως εἰς ὅλα τὰ ζητή- 
ματα τῆς Γεωμετρίας εἰς τὰ ὁποῖα ἀπαιτεῖται αὕτη. 


δ 11. Χρῆσις τῆς ἀλγεβοικῆς μεϑόδου 


Πρόβλημα 


801. Ἑὶς δοϑὲν τρίγωνον ΑΒΓ νὰ ἐγγραφῇ ὀρϑογώνιον τοιοῦτον, 
ὥστε δύο διαδοχικαὶ πλευραί του νὰ πληροῦν ἕνα τῶν ἀχολούϑων ὅρων : 


(α) Τὸ ἄϑροισμά των νὰ εἶναι δοϑὲν μῆκος λ. 

(β) ΗΠ] διαφορά των νὰ εἶναι δοϑὲν μῆκος δ. 

(γ) Ὁ λόγος των ἴσος πρὸς τὸν λόγον δύο δυϑέντων μηχῶν μιν. 

(δ) Τὸ γινόμενόν των, ἢ ἐμβαδὸν τοῦ ὀρϑογωνίου, δοϑὲν κ᾿, 

(ε) Τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων των δοϑὲν τετράγωνον κ2. 

(ζ) Η διαφορὰ τῶν τετραγώνων των δοϑὲν τετράγωνον κῇἥ. 

᾿"Εὰν παραστήσωμεν τὸ μῆκος τῆς βάσεως τοῦ ζητουμένου ἑκά- 


στοτε ὀρθογωνίου διὰ γΥ καὶ τὸ τοῦ ὕψους διὰ Ζ, οἱ ὅροι αὐτοὶ 
ἐκφράζονται ἀλγεβρικῶς διὰ τῶν σχέσεων : 


(α) γΈσϑξλ (δ) γ2 ΞΞ κῦ 
(6) γ--τΞ ω) γ᾽ Ἐτ᾽ τ κ’ 
ο) Σ-π ( γ᾽ τ τ᾽ τι χ’ 


᾿Αρκεῖ νὰ προσδιορισθῇ ἡ θέσις τοῦ σημείου Δ (Σχ. 207). Θέ- 
Γεωμετρία 11 
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τομεν πρὸς τοῦτο ΓΔιΙΞΞχ καὶ ἐκφράζομεν τὰ μήκη γ, Ζ, συναρτή- 
σει τῶν γνωστῶν β, υ καὶ τοῦ ἀγνώστου χ. Θὰ ἔχωμεν: 


ὅθεν 
-χ 
γε τς () 
Επίσης, 
ΖΞϑυ -- χ. (2) 


Σχ. 207, 


Οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ συνθήκη 

τὴν ὁποίαν ὀφείλουν νὰ πληροῦν τὰ 

μήκη γ καὶ Ζ, αἱ σχέσεις (1) καὶ (2) δύνανται νὰ χρησοιμοποιηθοῦν. 

Εἰς τὰ ἐπόμενα θὰ ἐξετάσωμεν ἀπὸ κοινοῦ τὰς ἀναλόγους 
περιπτώσεις. 


πρόβλημα 


8023. ἙΠς δοϑὲν τρίγωνον νὰ ἐγγραφῇ ὀρϑογώνιον διὰ τὸ ὁποῖον τὸ 
ἄθροισμα ἢ ἢ διαφορὰ δύο διαδοχιχῶν πλευρῶν αὐτοῦ νὰ ἔχῃ δοϑὲν 
μῆκος λ. 

Τὸ πρόβλημα τοῦτο ἐλύθη ἤδη (85 190 καὶ 256), διὰ τῆς χρή- 
σεὼς τῶν γεωμετρικῶν τόπων. ᾿Ιδοὺ ἡ ἀλγεβρική του λύσις. 

(α) ᾿Επειδὴ γ-[2-ΞΞ}, ἐκ τῶν σχέσεων (1) καὶ (2) τῆς προη- 
γουμένης παραγράφου, λαμβάνομεν 


ἘΞ τυπ-πχελ 
- υ(λ -- υ) 
) εν 


τετάρτη ἀνάλογος τῶν μηκῶν υ, λ --υ, βὶ -- υ. 

Διά τὴν κατασκευὴν τοῦ μή- 
κους χ, λαμβάνομεν ἐπὶ τυχούσης 
εὐθείας διὰ τῆς κορυφῆς [᾿ (Σχ. 
208) μήκη ΓΜπτ-ευ, ἜΞΞ Ξεβ, 
ΜΟ -Ξλ, ὁπότε ΓΝ -Ξβ ---υ, καὶ 
ΓΟ -Ξὰ -- υ. Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν 
ΝΕ καὶ ἐκ τοῦ Ο τὴν παράλλη- 
λον πρὸς αὐτὴν ΟΔ. Τὸ μῆκος 
ΓΔ εἶναι τὸ ζητούμενον χ. 

(β) ᾿Επειδὴ γ - ΖξΞδ, θὰ ἔχωμεν 


βχ 
πον 


-- ἰυ -- χ) Ξε ὃ 
ἣ υ (ὃ -ἘΠ) 
ἣ Χτ παρυ ᾿ 


τετάρτη ἀνάλογος πάλιν τῶν μηκῶν υ, δ-Ἐυ, β -Ἐυ. 
Διὰ τὴν κατασκευὴν τοῦ μήκους χ, λαμβάνομεν ἐπὶ τῆς τυχοῦα 
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σης εὐθείας διὰ τοῦ Γ μήκη ΓΜ -Ξυ, ΜΝ -Ξβ, ΜΟ --Ξ-ὅ. Φέρομεν 
τὴν ΝΕ καὶ ἐκ τοῦ Ο παράλληλον πρὸς αὐτὴν ΟΔ. Ἐπειδὴ 


Ν᾽ ΓΕ υΐβ υ 
ὍΓ ὙᾺ ἢ τὙὉι0δ΄ στ' 
τὸ μῆκος ΓΔ εἶναι τὸ ζητούμενον χ. 


Ἢ διερεύνησις τῶν λύσεων τῶν προβλημάτων (α) καὶ (β) εἴ- 
ναι πολὺ ἐνδιαφέρουσα. 


Πρόβλημα 
808. Ἑϊς τρίγωνον ΑΒΓ νὰ ἐγγραφῇ ὀρθογώνιον τοιοῦτον, ὥστε: 
1) Ὃ λόγος δύο διαδοχιπῶν πλευρῶν νὰ εἶναι δοθεὶς Ξ Ἶ 
2) Τὸ γινόμενον δύο διαδοχικῶν πλευρῶν νὰ εἶναι δοϑὲν κ". 


βκ 
Σ. 5. - 8. 
(Υ) Θὰ ἔχωμεν ---Ξ -- ἢ τξ-ς Ξ- τ΄ ὅθεν 
3 3 
αΞ 3 ἔθηξις τς ν 


ἢ χ-- 


ἐὰν θέσωμεν τ βεξω. 


Μετὰ τὴν κατασκευὴν (κατὰ τὸ 
σχῆμα) τῆς τετάρτης ἀναλόγου 
ω ΞΞ ΑΪ, ἐπειδὴ καὶ τὸ μῆκος 


-- ὕ .Ὁ 
ὑπ ΤῊΝ 


εἶναι ἐπίσης τετάρτη ἀνάλογος, ἀρ- 
κεῖ νὰ λάβωμεν ΓΖεου, ΖθΘ-τ-- ὦ 
καὶ νὰ φέρωμεν τὴν ΘΕ. Ἡ ἐκ τοῦ 
Ρ παράλληλος πρὸς αὐτὴν ΖΔ ὁρίζει τὸ μῆκος ΓΔ -Ξ- κ΄ 
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808 α. Παρατηρήσεις. 1) ᾿Εὰν -Ἕ Ξεῖ, τὸ ὀρθογώνιον εἶναι τετρά- 


γῶνον καὶ χ ΞΞ τττ᾿ Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν θὰ λάβωμεν 


ΖΘ πρὶν καὶ θὰ συνεχίσωμεν ὡς ἀνωτέρω. 

2) Τὸ πρόβλημα ἐλύθη ἤδη γραφικῶς διὰ δύο μεθόδων : διὰ 
τῆς χρήσεως τῶν γεωμεερικῶν τόπων (8 99 γ) καὶ διὰ τῆς ὁμοιότητος 
(8 209). Δι ἄλλων ἐπίσης μεθόδων ἐλύθη καὶ τὸ ἑπόμενον πρό- 
βλημα τῆς ἐγγραφῆς ὀρθογωνίου δοθέντος ἐμβαδοῦ (8 202). 

(δ) Θὰ πρέπει νὰ συμβαίνῃ 


γε-τ-εκ᾽ ἢ ΒΞ ὦ -- χ)τεκ, ὅθεν χ ὦ -- α) τε -ξ κ΄. 
Δυνάμεθα νὰ χρῇσιμο- 
ποιήσωμεν τὸν πρῶτον τύ- 
πον τῆς 8 296 (λ): πρὸς τοῦ- 
το κατασκευάζομεν πρῶτον 
τετράγωνον μὲ ἐμβαδὸν 


μ᾽ τ τὸ α 


(πρόβλημα ἡ, 8 293) καὶ 
γράφομεν 
χίυ -- χ) Ξξ μῆ. 
Ἐπὶ τοῦ ὕψους υ ὡς 


ΙΝ ᾿ς; καὶ διαμέτρου γράφομεν ἡμι- 
᾿- σι πασδε ὌΝ περιφέρειαν, λαμβάνομεν 
: τῆς τ δασ ΓΖ-τεμ καὶ φέρομεν τὴν 
τροφεν ες ες ετδοΣ ΖΗΠ’ παράλληλον πρὸς τὴν 
Σχ. 211. ΓΕ. Τὰ μήκη ΓΔ, ΓΔ’ εἶναι 
αἱ δύο ρίζαι τῆς ἐξισώ- 

σεως (δ). 


Τὸ μῆκος μ δὲν δύναται νὰ ὑπερβαίνῃ τὸ Φ. Διὰ τὴν ὁρια- 


κὴν αὐτὴν τιμήν, τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ὀρθογωνίου εἶναι 


ἘΣ τῴ ΟΣ 
β. “4 
Τὸ μεγαλύτερον ὀρθογώνιον ἀντιστοιχεῖ εἰς χ-Ξ- τς 


2 
3) Καταλήγομεν οὕτω εἰς ἔν θεώρημα, τὸ ὁποῖον θὰ μᾶς δοθῆ 
εὐκαιρία νὰ ἀποδείξωμεν κατὰ διαφόρους τρόπους : 


303β. Θεώρημα. Τὸ μέγιστον ὀρϑογώνιον ἐκ τῶν ἐγγραφομένων εἰς 
τρίγωνον ἔχει ἄνω βάσιν τὴν συνδέουσαν εὐθεῖαν τὰ μέσα δύο πλευρῶν 
τοῦ τριγώνου. 
Πρόβλημα 


804. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς τρίγωνον ΑΒΓ ὀρϑογώνιον τοῦ ὁποίον τὸ 
ἄθροισμα ἢ ἡ διαφορὰ τῶν τετραγώνων δύο διαδοχικῶν πλευρῶν νὰ εἶναι 
ἴσον πρὸς δοϑὲν τετράγωνον κἊ. 


Τὸ πρῶτον μέρος τοῦ προβλήματος ἐλύθη ἤδη γραφικῶς (8 193) 
ἰδοὺ ἡ ἀλγεβρικὴ λύσις καὶ τῶν δύο μερῶν. 
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(ε) Θὰ ἔχωμεν 


: 
γ' απ κε ἡ (ΒΕ) ᾽ Ἔω --οὐτκ' 
ὅθεν 
2. 20" . κυ; --ῖὑὺ! 
ΤΩΝ 
᾿Αντὶ νὰ κατασκευάσωμεν ἀπ᾽ εὐθείας τὰς ρίζας τῆς ἐξισώ- 
σεὼς ταύτης, λύομεν αὐτήν’ εὑρίσκομεν : 
τους ΡΠ ΒΕ προ Ξ βουὴ 
τ, Ἐτπαα 
Ἢ ἀρκετὰ περίπλοκος αὔτη παράστασις κατασκευάζεται ἐπί- 
σης εὐκόλως ὡς καὶ αἱ προηγούμεναι, ἂν καὶ ἀπαιτεῖ περισσοτέ- 
ρας ἐδ πϑητικὰς μετατροπάς. 
Ὃ ἀριθμητὴς τοῦ ὑπορίζου δύναται νὰ γραφῇ: 
κ᾽β: 
υϑ [ Ὃν Ἔκ’ πρ] 
Ὃ πρῶτος ὄρος τῆς παρενθέσεως εἶναι τὸ τετράγωνον τῆς τε- 
τάρτης ἀναλόγου Ξ. ἙΕϊς τοῦτο προσθέτομεν τὸ τετράγωνον κ᾽ 


καὶ ἀφαιροῦμεν τὸ β. 
"Ἔστω μ᾽ ἡ τιμὴ τῆς ἐντὸς τῶν ἀγκυλῶν παραστάσεως. Θὰ 
ἔχωμεν: 


ΞΗ ΒΕ ἸἈΕΓΠΟΒΙ ΒΕ 
ἀπ πεξυτ Ἐ ἴφεξευν» - τε ξυτ ὦ Ἐν) 
υϑ 


ἢ ἘΣ τς 9.0. 
ὍὉῈμ. υἱεβ᾽᾽ 
᾿Αγόμεθα οὔτω εἰς πρόβλημα ἀντίστροφον τοῦ (η)' ζητοῦμεν δηλ. 
μῆκος χ ἔχον λόγον πρὸς ἄλλο (υΞΕμ) 
ἴσον πρὸς τὸν λόγον δύο δοθέντων 
μοι δωμσα υ" καὶ υ" Ἐ β". (Βλ. θ, 
8 294). 
Διὰ τὴν κατασκευὴν του, λαμβά- 
νομεν ΤΣ 212) ΑΒ τ-ξυ, ΑΓ -Ξ-β, 
ὁπότε ΓΒ" -Ξ β' -, υ". ᾿Επὶ τῶν πλευ- 
ΕΩΣ ὀρθῆς γωνίας λαμβάνομεν ἀκο- 
ούθως τμήματα 
ΒΔΈΒΓ, ΒΕπ-Βατζϑυ 
καὶ φέρομεν τὴν κάθετον ΒΖ ἐπὶ τὴν 
ΕΔ, Θὰ ἔχωμεν 
2: ουἹ 
Δ υἱτβ᾽᾽ 
Ἔκ τοῦ Ζ λαμβάνομεν τμῆμα ΖΟ ἴσον πρὸς ἐν τῶν δύο μη- 
κῶν υξξμ λ.χ. πρὸς τὸ υ -Ἐμ, φέροιεν τὴν ΟΘ παράλληλον τῆς 
ΒΖ καὶ τὴν ΘΗ παράλληλον τῆς ΟΕ. ᾿Επειδὴ 
ΗΙ ᾿ς ὡΣ 
Ι6. ἢ υτπ Ὁ ἘΒ’ 
ἕπεται ὅτι τὸ μῆκος ΓΙ εἶναι μία τῶν ριζῶν τῆς ἀρχικῆς ἐξισώσεως. 
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(ζ) Διὰ τὴν διαφοράν, θὰ ἔχωμεν 
σονποι κα (δ). ὡτανον 


᾿ ἘΠΕ ΡΝ 


καὶ ἐργαζόμεθα ὁμοίως. 


Χρήσιμοι σχέσεις 


806. Κύριαι σχέσεις. “Ἔχοντες ὑπ᾽ ὄψιν τοὺς γεωμετρικοὺς τό- 
πους, εἶναι πολὺ εὔκολον νὰ θεωρήσωμεν μέγα ἀριθμὸν ζητημά- 
των, τὰ ὁποῖα δυνάμεθα νὰ ἐπεξεργασθῶμεν ὅπως τὸ προηγούμε- 
νον. Καλοῦντες χ καὶ ν δύο τμήματα μιᾶς εὐθείας τὴν ὁποίαν 
πρέπει νὰ χαράξωμεν (τὰς δύο διαστάσεις λ.χ. ἕως ὀρθογωνίου 
πρὸς κατασκευὴν κλπ.), ἀγόμεθα εἰς τὰς ἐξ ἀκολούθους σχέσεις. 


(α) χγτξξλ Τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ διαφορὰ τῶν μεταβλη- 
(β), χ- - γε ὃ τῶν ἰσοῦται πρὸς δοθὲν μῆκος. 

χ κμ ] Ὁ λόγος τῶν μεταβλητῶν εἶναι ἴσος πρὸς 
οὐ. Ξε τὸν λόγον δοθέντων μηκῶν. 


ἊΨ» Τὸ γινόμενον τῶν μεταβλητῶν ἔχει δοθεῖ- 
(δ) αν - κ᾽ σαν τιμήν. 


(ε) χ᾽ -ἰγ᾽-Ξ κ' } Τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ διαφορὰ τῶν τετραγώνων 
(ζ) χϑ -- γ" -- κἢ τῶν μεταβλητῶν εἶναι δοθὲν τετράγωνον. 


805 α. Αλλαι σχέδεις. Αἱ ἀνωτέρω εἶναι αἱ ἕξ στοιχειώδεις σχέ- 
σεις αἱ συνήθως ἀπαντῶσαι: δύνανται ὅμως νὰ ἐμφανισθοῦν κατὰ 
τὴν σπουδὴν ἑνὸς ζητήματος καὶ ἄλλαι, ὡς τῆς μορφῆς μχ -ἢ νγεξλ, 
μχ᾽ Ἢ νγ᾽ὔ--Ξ κ᾽, ὅπου μ, ν σταθεροὶ ἀριθμητικοὶ συντελεσταί, καὶ 
πλῆθος ἄλλων. 

᾽Εὰν μίαν τῶν ἕξ πρϑηγοὺ ένων σχέσεων ((α). ... (ζ)) ἐκλέ- 
ξωμεν ὡς θεμελιώδη. δυνάμεθα, δι᾽ ἑκάστης τῶν πέντε ἄλλων, 
νὰ θέσωμεν πέντε διάφορα προβλήματα: 

Παράδειγμα. Τὰ δύο τμήματα μιᾶς χορδῆς περιφερείας, ἀγομένης διὰ 
σταϑεροῦ σημείου, εἰς τὸ ἐσωτερικὸν τῆς περιφερείας εὑρισκομένου, ἔχουν 
γινόμενον σταθερόν. ᾿Εκ τῆς παρατηρήσεως ταύτης ὁρμώμενοι, δυνάμεϑα να 
ϑέσωμεν τὰ πέντε ἑπόμενα προβλήματα: 


Πρόβλημα 


906 β. Διὰ σημείου Ῥ ἐντὸς περιφερείας κειμένου νὰ ἀχϑῇ χορδὴ 
ἈΡΒ τοιαύτη, ὥστε : 

α) Τὸ μῆκος της νὰ εἶναι δοθέν, χ -ἰ-γ Ξε λ. 

(β) Ἢ διαφορὰ τῶν τμημάτων ΑΡ, ΡΒ νὰ εἶναι δοϑὲν μῆκος, χ--γ-εδ. 

() Ὃ λόγος τῶν τμημάτων ΑΡ, ΡΒ δοϑείς, Ξ: -- -ἰ- : 

(ε) καὶ (ἢ Τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ διαφορὰ τῶν τετραγώνων τῶν τμημάτων 
ΡΑ καὶ ΡΒ να εἶναι δοθὲν τετράγωνον, χ' ΞῈ γ᾽ -Ξ κ᾽. 

806. Γεωμετρικοὶ τόποι. Διὰ νὰ ἔχωμεν μίαν σχέσιν μεταξὺ δύο 
μεταβλητῶν ποσοτήτων, δυνάμεθα νὰ χρησιμοποιήσωμεν γνω"» 
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στοὺς γεωμ. τόπους. ᾿Ιδοὺ μερικοὶ ἐξ αὐτῶν, ἐκ τῶν μᾶλλον ἁπλῶν 
καὶ συνήθους χρήσεως. 

1, “Ὅταν τὸ ὕψος καὶ ἡ βάσις ἑνὸς τριγώνου εἶναι ἴσα, πᾶν 
ϑρθογώνιον ἐγγεγραμμένον εἰς αὐτὸ ἔχει περίμετρον σταθερὰν 
(8. 257). 

2. Τὰ ἐγγεγραμμένα εἰς τετράγωνον ὀρθογώνια καὶ τῶν 
ὁποίων αἱ πλευραὶ εἶναι παράλληλοι πρὸς τὰς διαγωνίους τοῦ 
μὰ ρον ἔχουν περίμετρον σταθερὰν (8 19). 

. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων τυχόντος σημείου τῆς βάσεως 
ἰσοσκελοῦς τριγώνου ἀπὸ τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν εἶναι σταθε- 
ρὸν (8 20). 

4. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἑστιακῶν ἀκτίνων εἰς ἕν σημεῖον τῆς ἐλλεί- 
ψεὼς εἶναι σταθερόν. 

Εἰς ἡ λᾶς τὰς περιπτώσεις αὐτὰς ἡ γενικὴ ἐξίσωσις εἶναι 
ΧΈΥ-Ξελ. 

5. Εἰς τὰς περιπτώσεις 1 καὶ 2, ἡ διαφορὰ τῶν παρακειμένων 
πλευρῶν εἶναι σταθερὰ ὅταν τὸ ὀρθογώνιον εἶναι παρεγγεγραμ- 
μένον’ ἐπίσης διὰ τὴν περίπτωσιν 3, ἐὰν τὸ σημεῖον ληφθῇ ἐπὶ 
τῆς προεκτάσεως τῆς βάσεως, καθὼς καὶ διὰ τὴν ὑπερβολὴν 
(ὦ. πο 647). 

Εἰς τὰς περιπτώσεις αὐτὰς θὰ ἔχωμεν χ -- γ Ξ- δ. 


Ὃ λόγος -“- εἶναι σταθερὸς ἐὰν θεωρῶμεν: 


6. Τὰς ἀὐοοτάσεις σημείου εὐθείας ἀπὸ δύο ἄλλων τεμνομέ- 
νῶν ἐπὶ τῆς εὐθείας ταύτης (8 60). 

7. Τὰς ἀποστάσεις σημείου περιφερείας ἀπὸ δύο σταθερῶν 
σημείων (δ 6]). 

8. Τὰς ἀποστάσεις σημείου ἐλλείψεως ἢ ὑπερβολῆς ἀπὸ μιᾶς 
ἑστίας καὶ τῆς ἀντιστοίχου διευθειούσης αὐτῆς. (Ο. πὸ 845, 850). 

9. Τὰς ἀποστάσεις ἑνὸς σταθεροῦ σημείου ἀπὸ τὰ οημεῖα 
καθ᾽ ἃ τυχοῦσα εὐθεῖα διὰ τοῦ σημείου τέμνει δύο παραλλή- 
λοὺς (ὃ 63). 

10. ᾿Ανάλογον ζήτηυα διὰ δύο περιφερείας, τοῦ σταθεροῦ ση- 
μείου ὄντος ἑνὸς τῶν κέντρων ὁμοιότητος τῶν περιφερειῶν (8 65). 

Τὸ γινόμενον χΥ εἶναι σταθερὸν ἐὰν θεωρῶμεν : 

11, Τὰ δύο τμήματα χορδῆς διερχομένης διὰ σταθεροῦ σημείου 
ἐντὸς τῆς περιφερείας. 

12. Ὁλόκληρον τὴν τέμνουσαν καὶ τὸ ἐξωτερικὸν τῆς περιφε- 
ρείας μέρος αὐτῆς, ἐὰν τὸ σταθερὸν σημεῖον εὑρίσκεται ἐκτὸς τῆς 
περιφερείας. 

13, Τὰς ἀκτῖνας ἀντιστροφῆς εἰς ὁμόλογα σημεῖα δύο ἀντι- 
στρόφων σχημάτων (88 223, 224, 225). 

14, Τὰς ἀποστάσεις ἑνὸς τυχόντος σημείου ὑπερβολῆς ἀπὸ τῶν 
ἀσυμπτώτων τῆς (88 78, 79). 

ὁ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων εἶναι σταθερόν :. 

15, Διά τὸν τόπον τῆς παραγράφου 69, 

Διὰ τὰς ἀποστάσεις παντὸς σημείου ἐλλείψεως ἀπὸ δύο ἴσων 
συζυγῶν διαμέτρων αὐτῆς (8 73, 2)}. 

16. Ἢ διαφορὰ τῶν τετραγώνων εἶναι σταθερὰ διὰ τὸν τόπον ὅστις 
ἐσπουδάσθη εἰς τὴν παράγραφον 7]. 

17, Διὰ τὰς ἀποστάσεις παντὸς σημείου ἰσοσκελοῦς ὑπερβολῆς 
ἀπὸ τῶν ἀξόνων της (73, 1) καὶ 3))}. 
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ΠΙαρατήρησις ἐσεὶ τῆς ἐμλογῆς ματαλλήλον μεϑόδον ἀποδείξεως 


807. Ἢ ἀξία ἑκάστης ἀποδεικτικῆς μεθόδου εἶναι σχετική᾽ τὸ πᾶν 
ἔγκειται εἰς τὴν ἱκανότητα τοῦ ἐρευνητοῦ ὅπως ἐκλέγῃ ἑκάστοτε τὴν 
κατάλληλον, ἀναλόγως τῆς φύσεως τοῦ σπουδαζομένον ζητήματος. 


Συμφέρει Ἀ. χ. νὰ καταφεύγῃ τις εἰς τὴν ἄλγεβραν, ἐὰν δύο 
ἄγνωστοι ποσότητες συνδέωνται πρὸς ἀλλήλας διὰ μιᾶς βασικῆς 
σχέσεως, ἀρκετὰ περιπλόκου. εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, δύναται 
ΥῚ ἀνατρέξῃ εἰς τοὺς εἰδικοὺς τρόπους ἢ εἰς τὴν τομὴν γεωμ. 
τόπων. 

᾿Ιδοὺ ἕν παράδειγμα. 


πρόβλημα 
808. Διὰ τοῦ σημείου τομῆς Γ δύο περιφερειῶν (Α) καὶ (Β), νὰ ἀχϑῇ 
κοινὴ αὐτῶν τέμνουσα ΕΖ, ὥστε αἱ χορδαὶ ΓΕ, ΓΖ νὰ πληροῦν ὧρι- 
σμένους ὅρους. 


Σχ. 213. 


Ἔστω: ΓΙ -͵-πι, ΓΜ ΞΥ, ΑΕ -ξρ, ΒΖ-ρ,. 


Τὰ μήκη ΧΙΥ συνδέονται πρὸς ἄλληλα διὰ σχέσεως᾽ ἐπειδή, 
ἂν ΑΝ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΕΖ, ἐκ τοῦ σχήματος λαμβά- 
νομεν: 


ΑΒ: -- δ᾽ -- ΑΝ'-Ἐ ΒΝ’ ---. ΑΝ’ -Ἐ(ΒΜ -- Αἱ): 
καὶ ΑΝ Ξχ-Υ. ΒΜ-- ρ,") -ἰγν», ΑΙ-- ρ,; - χ». 
Ἄρα ΑΒ' -- δ' -- (χ -᾿ Υ)" - (Γρ,᾽ -- γ᾽ -- Υρ;" -- χ' }. 


Παρατηρήσεις, ἴον. Ἢ ἐξίσωσις αὕτη εἶναι ἀρκετὰ περίπλοκος 
διὰ συνήθη χρῆσιν, ἂν καὶ εὐρίσκεται ἕν παράδειγμα χρησιμο- 
ποιήσεώς τῆς εἰς τὴν ἄλγεβραν τοῦ Βτῖοί. 

ὁ πρόβλημα: χ -ἘΥ ΞΞλ θὰ λυθῇ ἀργότερον (9 878), καθὼς καὶ 
τά: χιγπτικ᾽, χα -- γτ-εδ (δ 1427 καὶ 880). Τό: ᾿ - Ἕ ἐλύθῃ 
ἤδη εἰς τὴν παράγραφον 96. 

2ον. Χρήσιμος εἶναι ἐπίσης ἡ μελέτη τοῦ ἑπομένου παραδείγ-ς 
ματος (8 309): εἰς ὡρισμένας περιπτώσεις, ἡ ἀπ᾽ εὐθείας λύσις 
εἶναι καὶ ἡ ἀπλουστέρα, ἐνῷ εἰς ἄλλας πάλιν ἡ ἀλγεβρικὴ ἀπο- 
δεικνύεται μᾶλλον πρόσφορος. 
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Πρόβλημα 


809. Διὰ σημείου Α ἑντὸς ὀρθῆς γωνίας ΧΟΥ νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα, 
περατουμένη εἰς τὰς πλευρὰς τῆς γωνίας, εἰς τρόπον, ὥστε τὰ δύο τμή- 
ματα αὐτῆς χ, Υ νὰ συνδέωνται διὰ δοϑείσης σχέσεως. 


"Ἔστωσαν α καὶ βὶ αἱ ἀποστάσεις τοῦ Α ἀπὸ τῶν πλευρῶν τῆς 
γωνίας: εὑρίσκομεν τὴν σχέσιν 


χ᾿γ3 -- αἴχ -- β᾽γ". 4) 
Ἔκ τῶν περιπτώσεων τῆς παραγράφου 305, γνωρίζομεν τὰς 
λύσεις 
Ο) -Ξ Ξ- -ῷ ( 94) καὶ (δ) χν Ξε κ᾽ (9 97). 


ἈΕ περμπτώθείς. (γ}.{δ8}- (εὐ. 0} ὁδηγοξῦ εἰς διττετραγωνον εξ. 
σωσιν, ἀλλ᾽ αἱ (α) καὶ (β) εἰς ἐξίσωσιν πλήρη τετάρτου βαθμοῦ. 
᾽Εὰν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (1) εἶναι α -Ξ β, αὕτη μετατρέπεται εἰς τὴν 


κ᾿ γ᾽ τε αὐ (χ᾽ - γ") (2) 


ὁπότε δυνάμεθα νὰ λύσωμεν τὰ προβλήματα τῶν περιπτώσεων 
(α) καὶ (β) ἀναγόμεθα πράγματι εἰς τὸ ἑπόμενον 


809 α. Πρόβλημα τοῦ Πάππου. Διὰ σημείου Α, ἐπὶ τῆς διχοτόμου ὁρ- 
ϑῆς γωνίας ΧΟΥ͂͵ νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα τοιαύτη, ὥστε τὸ μεταξὺ τῶν πλευ- 
ρῶν ΟΧ, ΟΥ̓ τμῆμα (κ -{- ν) αὐτῆς νὰ ἔχῃ μῆκος δοϑὲν λ. 


Λύομεν τὸ σύστημα τῶν ἐξισώσεων (α) καὶ χ-ἐν ΞΞλ, δι᾽ 
ὑψώσεως εἰς τὸ τετράγωνον ἀμφοτέρων τῶν μελῶν τῆς δευτέρας: 


χ᾿ Ἔ γ" Ἐ Ζ2χυ τ λ", (α 


καὶ ἀπαλοιφῆς τοῦ ἀθροίσματος χ᾽ 3 μεταξὺ τῆς (α΄) καὶ τῆς 
(2). Εὐρίσκομεν τὴν δευτεροβάθμιον ἘΊΑΡκκὸ πρὸς χν 


χ᾽ ΞΞ α᾽ (Λ3 -- 2 χυ) 
ἐξ ἧς χΥ τε -- αΞ 7» (α ᾿λ᾽). 


Γνωρίζομεν οὕτω τὸ ἄθροισμα καὶ τὸ γινόμενον τῶν μηκῶν χ καὶ 
Υ͂ καὶ δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν τὸ πρόβλημα ὡς ἤδη λελυμένον. 


δ 111. Προβλήματα ἐπὶ τῆς ἐφαπτομένης 


Τὰ ἑπόμενα προβλήματα, τὰ σχετικὰ πρὸς τὴν ἐφαπτομένην 
(δ 310---319), δίδονται ἕνεκα τῶν πολλῶν ἐφαρμογῶν αὐτῶν εἰς 
ζητήματα μεγίστου καὶ ἐλαχίστου (βλπ. δ. 359 καὶ ἐπμ.). 

πρόβλημα 


3910. Δίδονται ἡμιπεριφέρεια ΑΔΓ καὶ κάϑετος ΡΖ ἐπὶ τὴν διάμε- 
αἰγὶ ΑΓ. Ζητεῖται νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτομένη ΕΔΖ, περατουμένη εἰς τὰς δύο 
αὐτὰς εὐθείας, εἰς τρόπον, ὦστε τὰ μήχη ΔΕ, Δ2Ζ νὰ ἔχουν δοϑέντα 


λόγον τ. 
"Ἂς θέσωμεν: ΟΡ-Ξ-ὰ, ΟΕΞχ. 
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Θεωροῦντες τὸ μῆκος ΔῈ ὡς βοηθητικὸν ἄγνωστον, λαμβάνο- 
μεν τὰς ἀκολούθους σχέσεις 


ΔΕ -Ξ: χὃ -- ρ᾽ (1) 
ΔΕ Ξε χσ. ΠΕ (2) 
᾿Αλλ’ εἶναι 
ΕἝ ΗΕ. μ 
ῬΕ μπν ἢ απα΄ μτν 
Δ ροῦρΡ "μι. Ε καὶ 
πσα ἘΘΟΣ μ 
Σχ. 214. ΗΕ -Ξ μ-Έ ν (χ -- α). 
“Ἑπομένως: 
τ, Δ 3... 
ΔΕ»"»-- πεν (χ᾽ -- αχ). (3) 
Ἔκ τῶν (1) καὶ (3) εὑρίσκομεν : 
2 ΓΕ μ Ἶδις 
ἍΓ -ἸΡῚ Ξξ μεν (χ᾽ αχ), 
ἢ νχ᾽ Ἔμ. αχ -- (μ -Ἐ ν) ρ᾽ ΞΞ 0. (Ω 
Ὅθεν: 
.-- 5.585 ἴση τοῖν ἜτρΣ, δ) 


μήκη εὐκόλως κατασκευάσιμα. 


πρόβλημα 


811. Νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτομένη ΕΔΖ (Σχ. 2315), περατουμέγη ἐπὶ τῆς προ’ 
ἐκτάσεως διαμέτρου ΑΓῈ καὶ ἐπὶ τῆς καθέτου ἐπ᾿ αὐτὴν εὐθείας ΡΖ, 
τοιαύτη, ὥστε τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Δ νὰ εἶναι τὸ μέσον τοῦ τμήματος ΕΖ. 

Διὰ ΔΕ -- ΔΖ εἶναι μΞεν καὶ ὁ τύπος (5) τῆς προηγουμένης 


παραγράφου γίνεται 
Ὡτα ν γΞ 3 
χε τ Ἐ2ρ (6) 


Καὶ ἀπ’ εὐθείας ἄλλωστε θὰ 
εἴχομεν : 


χίσ---αἡ 


ΔΕ: -Ξ-ΟΕ .ΗΕ-:-Ξ 5 


καὶ ΔΕ" -Ξ χ" -- ρ". 
“Ὅθεν 
χ᾽ Ἰ αχ -- 2ρ᾽ ΞΞῸ 
καὶ 
.--- Φ ΎΥ Ἐ2ρ᾽. ὦ 
Ἢ σχέσις χ' Ἐαχ -- 2ρ᾽ Ξεῦ 


χίχ- α)-- 2ρ5. (᾽) 


γράφεται καὶ 
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Κατασκευή. Κατὰ τὴν μορφὴν (7), τὸ προβλῆμα ἀνάγεται εἰς 
τὴν κατασκευὴν ὀρθογωνίου ἐκ τοῦ ἐμβαδοῦ 2ρ" καὶ τῆς διαφορᾶς 
α δύο πλευρῶν του δυνάμεθα ὅμως νὰ κατασκευάσωμεν τὸ μῆ- 
κος χ ἐπίσης εὐκόλως καὶ ἐκ τῆς μορφῆς (6). 


Λαμβάνομεν ΟΒ -- -- Ξ- (ἀρκεῖ νὰ λάβωμεν, ἀριστερὰ τοῦ Ο, 


1ν ἡνία μῆκος τοῦ ΟΡὴ καὶ ὑψοῦμεν κάθετον ΓΘ ἴσην πρὸς 
ΞΕρ: 
ΟΘΞ9 « 2ρ3. 
Μαεταφέρομεν τὸ μῆκος ΟΘ ἐπὶ τῆς ΟΛ, καθέτου ἐπὶ τὴν διά- 
μετρον. ᾿Επειδὴ 


3 
ΒΛ’ -- “ 409, 
τὸ μῆκος ΒΛ παριστᾷ τὸ ριζικόν, ᾿Ακολούθως, γράφομεν ἡμιπερι- 


δΙρηα: μὲ κέντρον Β καὶ ἀκτῖνα ΒΛ, τέμνουσαν τὴν ἀρχικὴν 
διάμετρον εἰς τὰ σημεῖα Ε καὶ Ε΄. Θὰ ἔχωμεν 


οΕ----ΟΒΈΒΛε:-- 5 ΕΥ̓ΞΕ Ἐ2ρ' 


, ΟῚ κα α΄; 
312. Ὑπολογισμὸς τῶν ΡΗ, ΔΗ͂ καὶ ΡΗ΄, ΔΉ΄. 


1 ᾿ 
ΔΘ ἢ δΉ ΞύέΞ 5 τ Ἴ 5 Ἐ ΒΡ τα ἘΞ ὁπ ἹΣΕΈΒΕΤ᾽ ) 
2. ἀρεθη,μες [510 Ἀ55]}555]- δτες. 

: ------ .- 
δην τ [({Ξ:5 ἘΠ 5ΞΈΘρι)". ]- 
-- Ξ: 5" Ἐ540’ - α͵α! Ἐδρ᾽ " 
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3) Ἧ ἀπόλυτος τιμὴ τοῦ μήκους Δ΄ Θ΄ εἶναι 
3Ψ 
Δ9--" “τ ΙΞ ἜΒρ δὴ 


ἐκ τῆς ὁποίας 
Ἢ... στ α Ἐ4ρ3-Ἐα 7α"-Ἐ 8ρ’ 
ΔΉ: -- τ Ὁ --"------. (4) 

818, Διερεύνησις. Θὰ διερευνήσωμεν τὸ πρόβλημα διὰ τιμὰς τοῦ 
α-Ξ 95ΡὈ θετικὰς μόνον καὶ εἰς τὸ διάστημα ο Κα « ο' ἐπειδὴ ἀρ- 
νητικαὶ τιμαὶ τοῦ α εἶναι φανερὸν ὅτι δίδουν λύσεις συμμετρικὰς 
πρὸς τὴν κάθετον διάμετρον ἐπὶ τὴν δοθεῖσαν. 

1) α-ξ 0. 
δηλ. ἡ κάθετος ΡΖ διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου. 


“ ᾿ --Ξ α αϑ 
Ὁ τύπος (68) ἢ χ-ΕΞ-“- - ἙἜ ΥΞ τ 3ρ' 
δίδει δύο ἴσας ρίζας, ἀφοῦ ἀνάγεται εἰς τὸν 
χες τΕρ 2, 


καὶ ὡς ἑπόμενον ἦτο, ἀφοῦ αἱ δύο ἐφαπτόμεναι γίνονται δύο τῶν 
πλευρῶν τοῦ περιγεγραμμένου εἰς τὴν περιφέρειαν τετραγώνου. 


2) ο(αΦ«ρ. 
Αἱ δύο τιμαὶ τοῦ χ εἶναι πραγματικαὶ καὶ μεγαλύτεραι ἀπολύ- 
τως τοῦ ρ' δυνάμεθα ἑπομένως νὰ φέρωμεν δύο ἐφαπτομένας. 
3) α -ξρ. 
ὋὉ τύπος δίδει 
--..9...306. { Ἔρ 
2 Ἔ 2 [ -- 2ρ 


Τὸ σημεῖον Ε συμπίπτει 
πρὸς τὸ σημεῖον Γ. Τὸ ση- 
μεῖον Ε᾿ (χΞΞ -- 2ρ) εἶναι 
κορυφὴ ἰσοπλεύρου τριγώ- 
νου, τοῦ ὁποίου ΕΥΓ εἶναι 
τὸ ὕψος. 

4) α»ρ. 

Ἢ ἀρνητικὴ τιμὴ τοῦ χ, 
ἡ διδομένη διὰ τοῦ κατω- 
τέρου σημείου τοῦ ριζικοῦ, 
εἶναι μεγαλυτέρα ἀπολύ- 
τως τοῦ 2ρ, Ἢ ἐφαπτομένη, ἑπομένως, Ε΄Ζ΄ δύναται νὰ ἀχθῇ, ὄχι 
ὅμως καὶ [ ἘΖ, ἀφοῦ 

ΟΕ--χ» ρ. 


814. Σύνοψις, ᾿Απὸ γεωμετρικῆς ἀπόψεως, οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι 
ἡ τιμὴ τοῦ α, ὑπάρχει πάντοτε τουλάχιστον μίέα τὸ φαῤμ τυθήν ἀπαν- 
τῶσα εἰς τὸ πρόβλημα. Ὑπάρχουν δύο ἐφαπτόμεναι ἐὰν ἡ ἀπόλυτος 
τιμὴ τοῦ α εἶναι μικροτέρα τοῦ ρ, καὶ μία μόνον, ἐὰν ἡ ἀπόλυτος 
τιμὴ τοῦ α εἶναι μεγαλυτέρα τοῦ ρ (Σχ. 217) ἐπειδὴ τότε τὸ σῆ" 
μεῖον Ε εὑρίσκεται μεταξὺ τῶν Α καὶ Γ καὶ δὲν δυνάμεθα ἐξ αὐ- 
τοῦ νὰ φέρωμεν ἐφαπτομένην τῆς ἡμιπεριφερείας (0). 


Σι. 21}. 
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Πρόβλημα 
8156. Νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτομένη ΔΕΖ τῆς ἡμιπεριφερείας ΑΓ' εἰς τρόπον, 
ὥστε τὸ τμῆμα αὐτῆς ΔῈ νὰ εἶναι διπλάσιον τοῦ ΔΖ (Σχ. 218). 
Δηλαδὴ μΞεῶν. Ὁ τύπος (5) τῆς παραγράφου 310 γίνεται 
χες --αΞεὰ 155::3ρ". (8) 
Κατασκενή. Λα βάγομεν ΟΒ-- -- α, ΓΘ -Ξρ, φέρομεν τὴν ΘΚ 
κάθετον ἐπὶ τὴν ΟΘ καὶ ἴσην πρὸς ρ. Θὰ εἶναι 
ΟἸΞ -Ξ 3ρ2. 
Μεταφέρομεν κατόπιν τὸ τμῆμα ΟΚ ἐπὶ τῆς ΟΛ, καθέτου ἐπὶ 


τὴν ΑΓ, καὶ μὲ κέτρον Β καὶ ἀκτῖνα ΒΛ γράφομεν περιφέρειαν 
τέμνουσαν τὴν ΑΓ εἰς τὰ Ε καὶ Ε΄ σημεῖα: Θὰ ἔχωμεν: ᾿ 
ΟΛΡ-- ΟΚΚ᾽ -- 3ρ". 
ΒΛ-- 7.5: 3ρ», 
ἄρα καὶ 
ΟΕ ---- α- 1.55: 3ρ» 
ΟΕ΄-- --α-- 755-:3ρ"- 

Παραιηρήσεις. 1) Ἢ ἀρνητικὴ τιμὴ -- α -- 7 .α"-} 3ρ᾽ εἶναι πάν- 
τοῖε μεγαλυτέρα ἀπολύτως τῆς ἀκτῖνος. Διὰ νὰ λάβωμεν τὴν 
ὁριακὴν τιμὴν τοῦ α, μέχρι τῆς ὁποίας τὸ μῆκος 

ΟΕ----α ε [αἴ 3ρ" 
παραμένει μεγαλύτερον τῆς ἀκτῖνος, θέτομεν 
--α γα 5ρ" --ρ 
ὁπότε αξΞξρ. 

“Ὥστε, ὅπως καὶ εἰς τὸ προηγούμενον παράδειγμα, διὰ α»Ἥρ 
ὑπάρχει μία μόνον ἐφαπτομένη. 

2) Διὰ αΞ-Ξρ, λαμβάνομεν 


ΞΞ -ρΞῈ Ἰρ"Ἐ3ρ᾽ -- --ρε2ρε: [θ᾿ 
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Ἡ τιμὴ -ἘρΡρ ἀντιστοιχεῖ εἰς τὴν κάθετον ΡΖ (Σχ. 220), ἐφα- 
πτομένην τότε τῆς περιφερείας. 

916. Εἰδικαὶ περιπτώσεις. 1η Περίπτωσις (Σχ. 219). ᾿Ας ἐξετάσω- 
μεν τὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἣν αἱ δύο κάθετοι εὐθεῖαι ΟΕ, ΟΖ διέρ- 
χονται διὰ τοῦ κέντρου καὶ ἂς ὑπολογίσωμεν τὰ μήκη ΟΗ, ΟΛ 
συναρτήσει τῆς ἀκτῖνος ρ. Χωρὶς νὰ ἀνατρέξωμεν εἰς τὸν γενικὸν 
τύπον, εὑρίσκομεν εὐκόλως ὅτι 


ΟΕ’ -Ξ 3ρ᾽ (α) 
3 

Η ΟΖ5-Ξ- Ὴ ρ". (β) 

ΔΓΠᾺ ᾿Αλλ᾽ Οἡ-- ΘΕ - ὥστε 
ΟΗ -- -ξ ΟΕ’ -- 5᾿ () 

Ωγ π πἢὴηΉτ Ἕ Ὰ 
Σχ. 110, ΟΛλ-Ξ Ξ᾽ ρ᾽ ΞΞΣ2(ΟΗ) (δ) 
816 α. 8α Περίστωσις. (Σχ. 220). 
α-ξρ. 


Εἴδομεν ὅτι 
χ-- [1 [315, 2}] 


Ἧ πρώτη τιμὴ ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ 
σημεῖον Ρ καὶ ἡ ἀντίστοιχος ἐφα- 
πτομένη εἶναι ἡ ΡΖ. Ἧ δευτέρα 
τιμὴ -- 30 ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ σημεῖον 
Ε καὶ τὴν ἐφαπτομένην ΕΔΖ. 

Θὰ ἔχωμεν οὕτω, εἰς ἀπολύτους 


τιμάς: 

4 

ΓΗ͂-ε -τρ (ε) 
2 5Ξ 

ΔΗ-ὸΞἝ τρΡ Υ͂Σ (ῷ 
ΡΖ-ΞρΥΣ. (π) 
πτπππρΠρΠρ8}ἊἝ τ -ῦ 817. "Ὑπολογισμὸς τῶν ΡΗ͂, 

Σγ. 221 ΔΗ ὅταν ΔΕ -Ξ 3ΔΖ. 
Ρη--Ξ 35 Ὁ 7α Ὃ 3ρ' 1 5᾽. Ὁ 3ρ' (8) 


ΔΗ"-- -- 25  6ρ' -- 2α γα ᾿ 2α γα" -Ἐ 3ρ᾽ ( 
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νη"... 2. -Ὁ τ Ἔ 30" 


(2) 
κὐΞ  Ξ 5 ΕΘ. Ὁ 2α 7α"-Ὲ 305 Ὁ) 
ΡΖ'-- Ξ-- 2α' τόρ" -2α] ΞΞ ]α" Ὁ 305 () 


ΖΔ ΣΞΩΞ 25  Ἐ ΒΡ 38 1α5- 3ρ' 

817 α. Σημείωσις. 1) Διὰ ἀναπτύξεις κλπ. τῶν διαφόρων παρα- 
στάσεων, δύναταί τις ν᾿ ἀνατρέξῃ εἰς τὴν 2αν καὶ 3ην ἔκδοσιν 
τῶν Ἐχ. ἄς Ὁ. 

2) Τὸ πρόβλημα τῆς ἐφαπτομένης ἐλύσαμεν μόνον εἰς τὰς περιπτώ- 
σεις καθ᾽ ἃς αἱ δύο εὐθεῖαι διέρχονται διὰ τοῦ κέντρου (8 214) 
ἢ εἶναι κάθετοι ἐπ’ ἀλλήλας καὶ τουλάχιστον ἡ μία διέρχεται διὰ 
τοῦ κέντρου (δ 310 ἕως. 317). ᾿Επειδή, εἰς τὴν γενικὴν περίπτωσιν, 
αἱ δύο εὐθεῖαι ὀρίζουν ἐπὶ τῆς περιφερείας τέσσαρα διάφορα τόξα, 
τὸ δὲ πρόβλημα ὁδηγεῖ εἰς ἐξίσωσιν τετάρτου βαθμοῦ πλήθη καὶ 
τῆς ὁποίας ἡ κατασκευὴ τῶν ριζῶν εἶναι ἀδύνατος διὰ τοῦ γνώ- 
μονος καὶ τοῦ διαβήτου. 

Τὰ τέσσαρα σημεῖα ἐπαφῆς, τῶν τεσσάρων ἀν γένει λύσεων, 
εἶναι τομαὶ τῆς δοθείσης πεῤιφερείας καὶ μιᾶς ὑπερβολῆς. 

Τὸ πρόβλημα τῆς εὑρέσεως τοῦ ἀκτινοβόλου σημείου, δι᾿ οὗ διέρ- 
χονται αἱ ἀνακλώμεναι ἐπὶ τῆς ἐπιφανείας σφαίρας ἀκτῖνες δο- 
θείσης φωτεινῆς πηγῆς καὶ δι᾽ ὧρι- 
σμένην θέσιν τοῦ ὀφθαλμοῦ τοῦ πα- 
ρατηρητοῦ, δύναται νὰ ἀναχθῇ εἰς 
τὸ προηγούμενον πρόβλημα. (Ν. Α. 
1869, σ. 232, 235). 


πρόβλημα 
818. Παραβολικὸν τμῆμα ΑΒΤ' ἔχει 


ὡς βάσιν χορδὴν ΒΓ κάθετον ἐπὶ τὸν 
ἄξονα τῆς καμτύλης. Νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτο- 
μένη ΖΕῈΘ τοιαύτη, ὥστε τὸ σημεῖον 
ἐπαψφῆς Εἰ νὰ εἶναι μέσον τοῦ τμήματος 
ΖΘ, τοῦ περατουμένου εἰς τὴν χορδὴν 
ΒΓ καὶ εἰς τὴν ἐκ τοῦ Γ΄ παράληλλον 
πρὸς τὸν ἄξονα τῆς καμπύλης. 


Ἕστω τὸ πρόβλημα λελυμένον 


καὶ 
ΕΖ-ΞΕ9. 


Γνωρίζομεν ὅτι ἡ κορυφὴ Α διαι- 
ρεῖ τὴν ὑφαπτομένην ΤΛ εἰς ἴσα 
τμήματα (6., π9 699)" ἂς λάβωμεν 
δι᾽ ἀγνώστους ΑΛΞ-εχ καὶ ΛΕ -ΞΥ, 
ἔστω δὲ ΑΜ -Ξα καὶ ΜΒ -Ξβ. 

Ἔκ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΘΡΤ, ΤΛΕ εὑρίσκομεν 

ΘΡ τὰ α --3χ 2χ 


ΑΕ ΞΞΞ Ξε εν (1) 


τ ΔΕ ἢ “8 ᾽ 
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ἐπειδή, 
ΘΡ-- ΘΗ --ΤΔὰ 
καὶ 
ΘΗ ἢ ΗἩΓΞΑΜ --Αλξα -- χ, Τλίεῶχ, ΘΡ-Ξ-α -- 3χ. 


Ἡ (1) γράφεται καὶ 


αν -- Ξχν -2βχ ἢ 3χυ - 2βχ -- αν -Ξ- 0, (2) 
ἐκ δὲ τῆς ἐξισώσεως ταύτης καὶ ἐκείνης τῆς καμπύλης 
ΕΒ τ -- «αν 
τ πξΞτε ἢ χες πα. 9) (Ο., πὸ 708) 


καὶ δι’ ἀντικαταστάσεως τοῦ χ λαμβάνομεν 


-- αβ - 7α: Ξ 3.85 
ΞΕ Ξτητ-ς--.- 


γΞ τ 
ἢ γε ξ, γε -- 
Ἢ θετικὴ ρίζα δίδει χ-- -6- ἢ αλλ. Διὰ τοῦ οὕτω 


ὁ ἐκομεγοὺ σημείου Λ φέρομεν τὴν χορδὴν ΕΛΔ παράλληλον 


ς 
Ἢ γ-Ξ -- Ηβὶ δίδει χ-Ξα καὶ ἡ ἀντίστοιχος χορδὴ εἶναι ἡ- ΒΓ, 
Ἢ λύσις αὕτη εἶναι ξένη πρὸς τὸ πρόβλημά μας. 


318 α. Παρατηρήσεις. 1) Εἰς τὸ κεφάλαιον περὶ μεγίστων καὶ ἐλαχί- 
στων (8 365), θὰ εἴδομεν ὅτι εἰς τὴν χορδὴν ΔΕ ἀντιστοιχεῖ τὸ 
μέγιστον τραπέζιον ΒΓΔΕ, ἐκ τῶν ἐγγραφομένων εἰς τὸ παραβολι- 
κὸν τμῆμα ΒΑΓ. 

Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τραπεζίου τούτου εἶναι 


Ξ- β 8ϑ 32αβ 
(ΜΒ-τ- ΔΕ).ΔΛΜ-- (.-Ὁ 5} Ξ-α- 535. 
τὸ δὲ ἐμβαδὸν τοῦ παραβολικοῦ τμήματος 


(ΒΑΓ γ--τξ ἂμ ΒΓ (6. πο 707 καὶ 982) 


2 . 4β 36αβ 
ἣ πα λβοεττ--- . 
Εἶναι λοιπὸν τὸ ἐμβαδὸν τοῦ “μεγίστου τραπεζίου τὰ :8: τοῦ 


9 
ἐμβαδοῦ τοῦ παραβολικοῦ τμήματος. 

2) ᾿Εἀν τὸ τμῆμα ἔχῃ βάσιν τυχοῦσαν χορδήν, θὰ πρέπει νὰ 
θεωρήσωμεν τὴν πυξυνη διάμετρον πρὸς τὴν δοθεῖσαν χορδήν. 
᾿Επειδὴ δὲ ἡ ἐξίσωσις τῆς παραβολῆς ὡς πρὸς διάμετρον καὶ 
ἐφαπτομένην παράλληλον πρὸς τὴν συζυγῆ διεύθυνοιν τῆς δια- 
μέτρου, εἶναι τῆς ἰδίας μορφῆς μὲ τὴν ἀξίσωσιν ὡς πρὸς τὸν 
ἄξονα αὐτῆς καὶ τὴν ἐφαπτομένην εἰς τὴν κορυφήν, ἡ ἀναζήτησις 
τοῦ μεγίστου ἐγγεγραμμένου τραπεζίου γίνεται τελείως ὁμοίως 
ὡς καὶ προηγουμένως. 

Ἢ ουξυγὴς διάμετρος ἑνὸς συστήματος παραλλήλων χορδῶν κω- 
νικῆς τομῆς εἶναι ἡ εὐθεῖα-- τόπος τῶν μέσων τῶν χορδῶν αὐτῶν. 
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Ππλῆϑος λύσεων ἑνὸς προβλήματος 


3190. Συμβαίνει πολλάκις, ἕν γεωμετρικὸν πρόβλημα νὰ ἔχῃ 
περισσοτέρας ἢ ὀλιγωτέρας λύσεις ἀπὸ τὰς ρίζας τῆς ἀλγεβρικῆς 
ἐξισώσεως εἰς τὴν λύσιν τῆς ὁποίας ἀνάγεται ἡ λύσις τοῦ προ- 
βλήματος αὐτοῦ. Καὶ τοῦτο, εἴτε ἐπειδὴ ὡρισμέναι λύσεις τοῦ 
προβλήματος, ὡς ἐκ τῆς φύσεώς τῶν, δὲν δύνανται νὰ ἀντιστοι- 
χισθοῦν εἰς ρίζας μιᾶς ὡρισμένης ἐξισώσεως, εἴτε ἐπειδὴ ὡρισμέ- 
ναι λύσεις τῆς ἐξισώσεως εἶναι ἀπαράδεκτοι ἀπὸ γεωμετρικῆς 
ἀπόψεως. 

Παράδειγμα προβλήμοτος ἐ γεωμετρικὰς λύσεις περισσοτέρας 
τῶν ριζῶν τῆς γεβρικῆς ἐξισώσεως εἰς ἥν, κατά τινα τρόπον, 
ἀνάγεται εἶναι τὸ κατωτέρω. 


πρόβλημα 
9520. Διὰ τοῦ μέσου κυκλικοῦ τόξου νὰ ἀχϑῇ εὐθεῖα τοιαύτη, ὥστε 
τὸ τμῆμα αὐτῆς, τὸ περιεχόμενον μεταξὺ τῆς χορδῆς τοῦ δοϑέντος τόξον 
καὶ τοῦ ἑτέρον τόξου τῆς περιφερείας, νὰ ἔχῃ δοϑὲν μῆχος λ. 
(Ργαποιαῦγ, σουτ ἂς Μαιβέπιαϊίᾳυεβ, ἴοσπις 1) 
ὙὙποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ΜΝ -Ξλ. 


"Ἂς λάβωμεν τὸ μῆκος ΟΜ--χ ὡς ἄγνωστον. Ἂν ΟΑ -Ξα, 
εὐκόλως εὑρίσκομεν 


ΟΜ.ΟΝ-Ξ-ΟΔ.08Β -- α"Ὁ (68, 2)) 
ἢ χίχ- λ)- α". () 
Τὸ μῆκος χ ὁρίζεται διὰ τῆς κατασκευῆς ὀρθογωνίου μὲ ἐμ- 
βαδὸν α' καὶ διαφορὰν 


πλευρῶν λ, ἢ διὰ τῆς λύ- 
σεῶς τῆς ἐξισώσεως (1): 


λ χε 
χτεττ τς πε ἸΝ Ἐ α. 


Κατασκευνή. ᾿Ἐπὶ εὐ- 
θείας παραλλήλου τῆς 
ΑΓ λαμβάνομεν 


- ΟΕτ-τεροαξξα 


καὶ ὑψοῦμεν κάθετον 
ΕΖ ἐπ’ αὐτὴν ἴσην πρὸς 


Σ. Θὰ ἔχωμεν 


οΖ -- -Ἔ α 


ππεταάφερομεν ἀκολούθως τὸ μῆκος ΖΕ ἐπὶ τῶν ΖΗ καὶ ΖΘ. 
τὸ ἔπει Θ εἶναι ἡ μία ρίζα καὶ τὸ ΟΗ ἡ ἄλλη. 

Ὑπάρχουν ἐν τούτοις τέσσαρες λύσεις" ἐπειδὴ ἐκτὸς τῶν θὲέ- 
σεὼν ΟΜΝ καὶ ΟΡΠ τῆς τεμνούσης, λύσιν τοῦ προβλήματος πα- 
ρέχουν καὶ αἱ θέσεις αὐτῆς ΟΜ’Ν΄ καὶ ΟΡ’Π’, συμμετρικαὶ τῶν 
πρώτων πρὸς τὴν ΟΒ. 


Γεωμετρία 12 
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9321. Παρατήρησις. Τὸ προηγούμενον πρόβλημα δύναται νὰ δια- 
τυπωθῇ καὶ ὡς ἑξῆς: 


Νὰ κατασκενασϑῇ τρίγωνον ΑΝΓ ἐκ τῆς βάσεως ΑΓΓ, τῆς ἀπέναντι γω- 
γνίας δ καὶ τοῦ μήκους ἃ τῆς διχοτόμον τῆς γωνίας δὶ. 


Τὰ τρίγωνα ΑΝΓ, ΑΝΊΓ εἶναι συμμετρικὰ ἀλλήλων πρὸς τὴν ΟΒ. 
τὰ τρίγωνα ΑΡΓ, ΑΡ΄Γ εἶναι ξένα πρὸς τὰ ζητούμενα ἀλλὰ 
λύσεις τοῦ ἑπομένου, ἀναλόγου πρὸς τὸ πρῶτον, προβλήματος : 


Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ΑΡΓ ἐκ τῆς βάσεως ΑΓ, τῆς ἀπέναντι γω- 
νίας Ρ (παραπληρωματικῆς τῆς Ν) καὶ τοῦ μήκους ῬΠ τῆς ἐξωτερικῆς 
διχοτόμου τῆς γωνίας Ῥ. 


921 α. Σημείωσις. Ἢ θεώρησις τοῦ ἀντιστρόφου προβλήματος 
(213) καὶ τοῦ ἀνωτέρω 20) δίδουν μίαν πολὺ ἁπλῆν λύσιν τοῦ 
προβλήματος τοῦ Πάππου (309) ἀλλ’ ἔμμεσον. Ὑπάρχουν πολλαὶ ἄλ- 
λαι λύσεις κατὰ τὸ μᾶλλον ἢ ἧττον ἀλγεβρικαί᾽ μία τούτων ὀφεί- 
λεται εἰς τὸν ἴδιον τὸν Πάππον, ὁ δὲ Νεύτωκ ἔδωσε ἐπίσης λύσεις 
τοῦ προβλήματος. 

Σχετικῶς δύναταί τις νὰ ἀνατρέξῃ εἰς τὰ ἑπόμενα ἄρθρα καὶ 
συγγράμματα: 

Νουιυαὶϊοδ Απηαίο8, 1847, ο. 458, σημείωμα τοῦ Αὐεὶ Ὑταπδοη. 
Ὃ συγγραφεὺς ὑποδεικνύει ἔξ λύσεις, ἐκ τῶν ὁποίων μερικαὶ 
ἐψυρμόξονται δι᾽ οἰανδήποτε δοθεῖσαν γωνίαν. 

ἰς τὰ Εααπιθηβ οἱ οσογυροϑίἴοϑ ἀα Μαϊμένκαίίγψιιοο τῶν Μοτπεη- 
Βείπι καὶ Εταης Κ-., εὑρίοκονται δέκα διάφοροι λύσεις ἀλλ’ εἰς ὁρ- 
θὴν πᾶσαι γωνίαν ἀναφερόμεναι. 

Δύο τῶν λύσεων τοῦ Νεύτωνος παραθέτει ὁ Ὀεβρονεβ εἰς τὰ 
Ουιϑίϊοτα ἀ’ Αἰσόδτε (2ε εἀϊτίοπ, αὐ 231} αὐτοῦ καθὼς καὶ πολλὰς 
ἄλλας. Βλέπε ἀπίσης καὶ Εχετοΐςεβ “Δ ΑἸχὲδσς, 5ε ἐάϊίίοπ, πῦ 1407, 
Οοσιρὶ πιεῖ ἂς Ἰγίοποπιέξγίε, 36 ἐάϊξίοπ, πιὸ 441 τῶν Ε.Ο.--Μ. 

Ἑὶς τὸ ὅοιιγϑ ἀ᾿ Αἰσέδτε Εἰόπιρηίαϊτε τοῦ Οοπιδείί6 (1893), ἐξετά- 
ζεται διὰ μακρῶν τὸ Πρόβλημα τοῦ Πάππου (σ. 486 - 501" π0 526). 

Τὸ αομνϑ ἀδυεϊορρέ ἀ’ Αἰσέδτε ἐϊδηιοπιίαϊγε ὑπὸ Β. 1,οἴεθνγε, 8. 1. 
(ἴοπιε 11, Ρ. 214, ὑγοδ]πις ΧΥ Π), δίδει διαφόρους λύσεις, ὡς καὶ 
τὸ ἱστορικὸν τοῦ προβλήματος (σ. 277). Βλέπε πρὸς τούτοις καὶ 
ἐπ. (8 1538, Σημείωσις). 


17. ᾿Αριϑμητικαὶ σχέσεις 


822. ᾿Αναζήτησις σχέσεων. Διὰ νὰ ἀνεύρωμεν ἢ ἀποδείξωμεν 
ἀριθμητικὰς σχέσεις μεταξὺ τῶν διαφόρων στοιχείων ἑνὸς δοθέν- 
τος σχήματος, βοηθούμεθα κυρίως ὑπὸ τῶν ὁμοίων σχημάτων, τῶν 
ἰδιοτήτων τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ἢ βααι ὀμεθα ἐπὶ προγενεστέ- 
ρως ἀποδειχθεισῶν σχέσεων. 


πρόβλημα 
829. Διὰ δοϑέντος σημείου Α ἄγεται τέμνουσα ΜΑΝ τῶν πλευρῶν 


δοϑείσης γωνίας ΧΟΥ͂. Ποία ἡ σχέσις ἢ συνδέουσα τὰ μήκη ΟΜ, ΟΝ; 


᾿Αφοῦ τὸ σημεῖον Α εἶναι δεδομένον, εἶναι ὡρισμένα ἀἐπί- 


τὴς καὶ τὰ παράλληλα πρὸς τὰς πλευρὰς τῆς γωνίας τμήματα 
ΑΒΞ-ΞΞγ, ΑΓ -Ξβ. 


Τὰ ὅμοια τρίγωνα ΑΒΜ, ΝΟΜ δίδουν τὴν σχέσιν 


ΑΒ ΒΜ ΟΜ --ἢ 
ὍΝ “οπ ῸΝ- σα 
ἐξ ῆς, 
ΟΜ.ΟΝ-Ξγ.ΟΜ-Β.ΟΝ, 
ἢ 


β Ύ 
ὍΜμ ΤῸΝ -" 
ἥτις εἶναι ἡ ζητουμένη σχέσις. 


924. Παρατήρησις. Ἂν τὰς ἀποστά- 
σεις τῶν Μ, Ν ἀπὸ τῶν γνωστῶν ση- 
μείων Β καὶ Γ καλέσωμεν χ, ν, ἀντι- 
στοίχως, εὐρίσκομεν μίαν πολὺ ἁπλῆν Σα.. 5. 
σχέσιν μεταξὺ τῶν ἀριθμῶν αὐτῶν. 
᾿ ἘΕΚεθὴ ἐκ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΑΒΜ, ΝΊΓΑ λαμβάνομεν 

μέσως 


Ὅ5..ς ας τς-ἡ νων 
ΧΑ χ β 
Ὅθεν: 
ΧΥ -Ξ βγ ΞΞ στθ 
Πρόβλημα 


326. Μὲ κέντρον τὸ μέσον Ο τῆς βάσεως ΑΒ ἰσοσχελοῦς τριγώνον 
ΔΒΓ γράφομεν περιφέρειαν ἐραπτομε: 
γὴν τῶν ἴσων πλευρῶν αὐτοῦ καὶ φέρο- " 
μὲν δετοβλλτὴν ἐφαπτομένην ΜΗΝ. Νὰ 
εὐφοῦῃ σχέσ ις μεταξὺ τῶν μηκχῶν ΑΜ 


Ἡ σύγκρισις τῶν τριγώνων ΑΟΜ 
καὶ ΒΟΝ ἀποδεικνύει αὐτὰ ἰσογώνια. 
Πράγματι, ν" 


ωλ 


1--1, 
καὶ ἈΆ δ ο Ε 


΄“-«Ἕ΄--Φ.ᾳΨΌΟΝ 
1-2- -Ξ- ὀρθὴ γωνία. 


᾽᾿Αφ᾽ ἑτέρου, ὴ γωνία Ν εἶναι συμπληρωματικὴ τῆς Ἴ; ἥτις πά- 
λιν εἶναι συμπληρωματικὴ τοῦ ἀθροίσματος 2.3. Εἴναι ἑπομέ- 
νως ΑΌΜ -ἢ καί, ἐπειδὴ ἃ--8, τὰ δύο τρίγωνα ΑΟΜ, ΒΟΝ 
εἶναι ὅμοια. 

“ὥστε: 


Ψ ΤΟΥ ΞΞ ἜΝ ἢ ΑΜ.ΒΝ-Ξ-ΞΞ ΑΟϑ-:σταθ. ποσότης. 
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πρόβλημα 


326. '"Ἐπὶ περιφερείας δίδονται δύο σταϑερὰ σημεῖα Α καὶ Β καὶ 
χορδὴ ΕΖ. Ἐκ τυχόντος σημείου 1" τῆς περιφερείας φέρομεν τὰς χορ- 


δὰς ΓΑ, ΓΒ τεμνούσας τὴν σταϑερὰν χορδὴν 
εἰς τὰ Μ καὶ Ν. Νὰ εὑρεϑῇ σχέσις συνδέουσα 
τὰ μήκη τῶν τμημάτων ΕΜ, ΜΝ καὶ ΝΖ. 


Διὰ τοῦ σημείου Α ἂς Φιρώμαν πα- 
ράλληλον ΑΔ πρὸς τὴν ΕΖ, καθὼς καὶ 
τὴν 968] τέμνουσαν τὴν χορδὴν ΕΖ εἰς 
τὸ 


Τὰ τρίγωνα ΜΓΝ, ΝΒΟ εἶναι ὅμοια. 


Πράγματι, 


ΜΉΓ --ΒδῸὸ 
καὶ 
΄-΄ος “΄-- 
τ- - (ζδ8), Ὁ -- "- [ἔλὰ ἘΞ 82] -- 
Γ΄“. 1 ““--ὸ δ 
- τ [ἔλδβ :Ξ 42] -- σ᾿ ΑΔΒ -- 
'Ἑπομένως, 
ἈΝ. δα ἢ ΜΝ.ΝΟ --ΤΝ. ΝΒ. 
᾿Αλλὰ 
ΓΝ.ΝΒΞΝΕ. ΝΖ, 
ἄρα ΕΝ.ΝΖΞ- ΜΝ. ΝΟ, 
ἐκ τῆς ὁποίας σχέσεως ἕπεται 
ΕΝ ΝΟ 6ᾳ 5 - ΜῈ ΝΟ -- ἣΖ 
ΜΝ ΝΖ ΜΝ Ὥρι ΝΖ ; 
δηλαδὴ 
ἘΝ Ξ-Ξ- ἘΣ καὶ ἘΠ: Ξ- ΖΟ. 


() 


Καὶ ἐπειδὴ τὸ μῆκος ΖΟ εἷναι προφανῶς συνάρτησις μόνον 
τῆς θέσεως τῶν Α, Β καὶ τῆς χορδῆς ΕΖ καὶ κατὰ συνέπειαν στα- 


θερόν, ἡ σχέσις (1) εἶναι ἡ ζητουμένη. 


Θεώρημα τοῦ Εαϊεν 


527, Μεταξὺ τῶν ἀχτίνων Ἐ καὶ ρο,, τῆς περιγεγραμμένης καὶ τῆς 
ἐγγεγραμμένης εἷς τρίγωνον περιφερείας καὶ τῆς ἀποστάσεως ἃ τῶν κέν- 


τρῶν τῶν περιφερειῶν αὐτῶν, ὑπάρχει ἣ σχέσις 
ἀξ ΞΞ  (Ε -- 2ρ). 
Ἔστωσαν ΟΙΞ- ἃ. ΟΔ-ΞΕε, ἱπτ-ξρ. 


Ἕνεκα τῶν διχοτόμων ΑΙΔ ΒΙΕ, ἔχομεν 
82 --ΓΔ, ἅΕ -- ὐα 


καὶ 
---» 
ἌΓΕ --ΔΒ - ΑΕ: 
ἄρα 
΄"Ἅ 
ΔΒΕ --ΔΙΒ. 
Ὅθεν: 
ΔΒ -- Δι. 
ἘΝ Ι διάμετρος, ἐξ ἄλλου, ΔΟΖ εἶναι κάθετος εἰς τὸ μέσον τῆς 
ἄρα 
ὴ ΒΔ --Ξ Δ1:--ὡ[ἑ ΔΘ. ΔΖ 


ΔΙ5:-Ξ- 2. ΔΘ. 


Ἔκ τοῦ σημείου | φέρομεν τὴν κάθετον 
ΙΗ ἐπὶ τὴν διάμετρον ΔΖ’ θὰ ἔχωμεν 


ΔΙ3 Ξ-Ξ- [0  ΟΔ: --- 20Δ. ΟΗ 
ἥ, ἀφοῦ ΔΙ" -- 2Ἐ. ΔΘ, 
2. ΔΘ -Ξ 9 - Ἀ -- 21 (ΟΘ -- ρ), 
ἢ καὶ 
ἀ"- Εἴ Ξ- 28 (ΔΘ-ἘΟΘ --ρ) Ξ- 2Κ (Κ -- ρ) -- 28 -- 2ΖΚὀῥὈρ. 
Δηλαδή : 
"Α4λλὴ ἀπόδειξις 


ἀ") ΞΞῈᾺ (ΚΕ -- 2ρ). 


ΞΕ Ἀ'- ΔΙ5--- 28 .ΔΗ 
ΞΕ Κ᾽ -Ἐ2Κ.ΔΘ -- 2Κ ΔΗ 
ΞΞ Ἀ --- 28 (ΔΗ -- ΔΘ) 
ΞΕ ΒἪἜ -- 2ᾺῸρ 
ΞΞΕ(Ὰ -- 2ρ). 
327α. Θεώρημα. "Ἂν παραστήσωμεν διὰ ρα τὴν ἀκτῖνα τῆς παρεγ- 
γεγραμμένης εἰς τὸ τρίγωνον καὶ εἰς τὴν γωνίαν Α περιφερείας καὶ διὰ 


ἀᾳ τὴν ἀπόστασιν τοῦ κέντρου αὐτῆς ἀπὸ τοῦ κέντρου τῆς περιγεγραμ- 
μένης, ϑὰ ἔχωμεν τὴν ἀνάλογον σχέσιν 


ἀνα -- Κ(ΚΈ 2ρα). () 

Σημείωσις. Τὸ Θεώρημα τοῦ Εμίεν ἐδημοσιεύθη τὸ 1747. (( ατὰ 
τὸν δοοῦδί, Φομγμαὶ ἀδ Ογείίε, 1828). Βλ, Ν. Α. ἀε ι'πδίι!., 1845, 
σ. 377 καὶ (85 1183, Σημ., 1185, 8, 1)). 


"Εφαρμογαὶ τῶν ἀριϑμητικῶν σχέσεων 


328, ΕΠς τὴν ᾿Αλγεβρικὴν Μέθοδον, ὁ ρόλος τῶν ἀριθμητικῶν 
σχέσεων εἶναι ἀνάλογος πρὸς ἐκεῖνον τῶν γεωμετρικῶν τόπων 
κατὰ τὴν γραφικὴν ἐπίλυσιν τῶν προβλημάτων. 
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Ὃ λαμβανόμενος τύπος ἀποτελεῖ μίαν πρώτην ἐξίσωσιν μεταξὺ 
τῶν ἀγνώστων ποσοτήτων εἰς ἕν πρόβλημα. ᾿Ιδοὺ μερικὰ παρα- 
δείγματα. 


πρόβλημα 


329. Δίδονται δύο ἐφαπτόμεναι περιφερείας καὶ ζητεῖται νὰ ἀχ' 

τρίτη ἐφαπτομένη εἰς τρόπον, ὥστε μὰ: 
τμῆμα αὐτῆς, τὸ περιεχόμενον μεταξὺ τῶν 
δύο πρώτων νὰ ἔχῃ ν μῆκος λ. 

"ΑΔς φέρωμεν τὴν διάμετρον τὴν κά- 
θετον ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΟΙ, τὴν ἑνοῦ- 
σαν τὸ κέντρον μετὰ τοῦ κοινοῦ ση- 

είου τῶν δοθεισῶν ἐφαπτομένων."Εστω͵ 
ἐ ΟΑ -τ ὃ, ΑΡ--ΒΠ-Ξβ, ΡΜ-ιχ, 
ΝΠ -Ξ-Υ. 

Γνωρίζομεν ὅτι 

ΜΝ-ΞΜΡΈΝΠ ἢχ-γελ () 
Σ:. 50. καὶ ΑΜ.ΒΝ τ δ. (8 325) 


ἢ (ας 18) (Υ - β)ΞΞ χν -Ἔ β (χ - ») -Ἐ β᾽ ΞξΞ 8: 
ἢ καί, λόγῳ τῆς (1), 


αν -- δ' -- β" -- βλ. () 


Ἐπειδὴ ἐκ τῶν ϑχέθεὼν (1) καὶ (2) ὁρίζονται τὸ ἄθροισμα καὶ 
τὸ γινόμενον τῶν ἀγνώστων μηκῶν τ ζ᾽ τὸ πρόβλημα ἀνάγεται 
εἰς τὸ γνωστὸν ἤδη τῆς παραγράφου , 


Πρόβλημα 


380, Δίδονται περιφέρεια, χουδὴ ΕΖ καὶ δύο σημεῖα Α καὶ Β ἐπὶ 
τῆς περιφερείας. Ζητεῖται νὰ εὑρεϑῇ τρίτον 
σημεῖον Γ τῆς περιφερείας τοιοῦτον, ὦστε αἱ 
χορδαὶ ΓΑ, ΓΒ νὰ δρίζουν ἐπὶ τῆς σταϑερᾶς 
χορδῆς ΕΖ καὶ ἀπὸ τοῦ μέσου Θ αὐτῆς τμή- 
ματα ΘΜ, ΘΝ, τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον νὰ 
εἶναι δοϑὲν κ᾽. 


"Ἂς θέσωμεν ΘΕ--  ΘΖ-Ξα, ΖΟ-Ξ-β, 
ΜΘ --χ καὶ ΘΝ -Ξ- υ. 
Ἢ γνωστὴ σχέσις τῆς παραγράφου 326 


ΜΕ.ἮΖ χ0, 
γράφεται ὡΞῶ Ὁ) ἢ 
ΣΤΥ 
ῆ α' --αΟἰχ -᾿ 5) τ συ Ξξ βία -᾿ 7). () 
“Ἐπειδὴ δέ, 


ΧΥ τῷ 3κῦ, (2) 


ἡ σχέσις (1) λαμβάνει καὶ τὴν μορφὴν 


ΔῊ: α' --α(χ -Ἐ 7). κ᾿ Ξε β (α -Ἐ 7), 


α κξΞ 
χε ΘΠ Ὸ. 9) 
᾿Ανήχθημεν δηλ. πάλιν εἰς τὸ πρόβλημα τῆς παραγράφου 296. 


Κατασκευή. Λαμβάνομεν (Σχ. 230), ΗΙ -- ΘΖ --α, [Θ--ΖΟ ..β 
καὶ φέρομεν τὴν κάθετον 
ΙΚ εκ. Θὰ ἔχωμεν 


ΗΚ’ -Ξ α -Ἡ κ᾿. 


ἐιρ γον ἀκολούθως τὸ 
τμῆμα ἐπὶ τοῦ ΗΛ, καθέ- 
του ἐπὶ τὴν ΗΙ, καὶ γράφο εν 
περιφέρειαν διερχομένην διὰ 
τῶν Λ καὶ Θ καὶ ἔχουσαν τὸ 
κέντρον της ἐπὶ τῆς ΗἸ. Θὰ 
ἔχωμεν 


. ΗΔ α-Ἐκ 
ῬΗΞ σ Ξ ὍΞΗ 
ἢ ΡΗ:Ξχ-γ. 


᾿Εἀν τμήσωμεν τὴν ἡμιπεριφέρειαν ῬΡΗ διὰ τῆς παραλλήλου 
πρὸς τὴν ΗΙ, ΚΤ, τὰ πήμετα ΕΣ καὶ ΣΗ εἶναι τὰ ζητούμενα 
χ καὶ γ. ᾿Επειδὴ 


ΡΣΈΣΗ-- ΡΗ τε καὶ ΡΣ. ΣΗ -- ΣΤὅ -- [ΚὉ -- κ, 


331. Παρατήρησις. ᾿Επελύσαμεν ἤδη κατὰ πολὺ ἁπλοῦν τρόπον 
τὸ πρύβληνα εἰς τ ἩΤΡΟΣ ἐζητεῖτο ὅπως 
ΜΝ-οελ ἢ ΜΘ- ΘΝ (88 101, 102, 275 καὶ 
276, ΓΑΔ νέαι ΟΣ τς οὐχ᾽ ἧττον 
ἐνδιαφέρον καὶ ἡ λύσις τὴν ὁποίαν θὰ 
λάβωμεν διὰ τῆς χρησιμοποιήσεως τῆς 
σχέσεως τῆς παραγράφου 326: 


ππΝν 0πΞρ ὦ 
1) Ἔστω ὅτι ζητεῖται: ΜΙΝ - λ. 
Ἔκ τοῦ σχ. 231 λαμβάνομεν 
ΜΕ -ἘΝΖ-Ξ2α -- ΜΝ --2α --ἃ (2) 


καὶ ἐκ τῆς (1) 
ΜΕ.Ν2Ζ-Ξ- (ΜΝ).β ΞΞ λβ. (3) 


Ἔκ τῶν (2) καὶ (3) ὀρίζονται τὸ ἄθροισμα καὶ γινόμενον τῶν 
ἀγνώστων ποσοτήτων κλπ. 


2) ᾿Εὰν ΜΘΞ ΘΝ ἢΕΜΞ-Ξ ΝΖ, 
ἡ σχέσις (1) γίνεται χεὶ 
ἜΞΕΜΕ “-Ρ' 
δηλ. δευτέρου βαθμοῦ ἐξίσωσις πρὸς τὸ ἄγνωστον μῆκος ΜΕ. 
3) ᾿Εὰν ΜΘ -- ΘΝ, Ξὃ 
ἣ ΝΖ --ἘΜ--Ξδὃ, ΝΖ-ΞΕΜ-Ἐ8, 
θὰ εἰναι ΜΝ -- 2α -- ΕΜ -- (ἰ-Μ --- δ)-Ξ-2α -- -μ --ὃ 
καὶ ἡ σχέσις (1) γίνεται 


(ΜΕ) {ΠῈῈΠ)-- β, 
2α --. 2 
ἥτις εἶναι πάλιν ἐξίσωσις δευτέρου Ἡδην πρὸς τὸ μῆκος ΜΕ. 


4) "Ἂν Ἀ5. Ξ-Ξ Ἑ ἢ Μθ:--ΘΝ. Ἑ, λαμβάνομεν διαδοχικῶς: 


ἘΣι Β- ἘΝ μ-Ἐν 
ΜΝ-- ΜΘ. ΘΝ --ΘΝ. Ὁ θν-- ΘΝ (35), 


μα --μθια-- ον." -ὐθ τ αι. 6 ΓΝ, 
καὶ ἡ σχέσις (1) δίδει τήν, δευτέρου βαθμοῦ ΑΡΌΘΘΝ ἐξίσωσιν 
πρὸς τὸ ἄγνωστον μῆκος ΘΝ: 
(να -- μΘΝ) (α -- ΘΝ) β 
ΘΝ (μ Ἐν) 5 


προβλήματα τοῦ ᾿Απολλωνίου 


992, ᾿Επὶ δύο τεμνομένων εὐθειῶν ΟΧ, ΟΥ̓ δίδονται δύο σημεῖα 
σταϑερὰ Δ καὶ Ζ. Νὰ ἀχϑῇ διὰ 
σημείον δοϑέντος Α τέμνουσα τὰς 
εὐθείας ΜΑΝ εἰς τρόπον, ὥστε 
νὰ πληροῦται μία τῶν ἑπομένων 
συνθηκῶν. 

α΄. Πρόβλημα, Περὶ λόγου 
ἀποτομῆς. 

Τὰ τμήματα ΔΜ, ΖΝ ὀφεί- 
λουν νὰ εὑρίσκωνται εἰς δο- 


θέντα λόγον Ἕ πρὸς ἄλληλα. 


Σχ. 222. 


᾽Ας θέσωμεν 
ΜΒ-ηχ, ΝΓ-Ξγ' 


θὰ ἔχωμεν τὴν γενικὴν πρῶτον σχέσιν (8 324), 


ΧΥ --αβγ ( 
καὶ τὴν ἐκ τῶν δεδομένων 
Ξ᾿- .- ὅτ χα μ' 
ΝΣ] 


ῃ Π ΒΕ ΕΝ γ. (2) 
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Τὸ πρόβλημα δύναται νὰ θεῶρηβῇ λελυμένον ἀφοῦ αἱ ἐξισώ- 
σεις (2) καὶ (1) εἶναι πρώτου καὶ δευτέρου βαθμοῦ ἀντιστοίχως. 

β΄. Πρόβλημα, Περὶ χωρίου ἀποτομῆς. 

Τὸ γινόμενον τῶν μηκῶν ΔΜ, ΖΝ πρέπει νὰ ἰσοῦται πρὸς δο- 
θὲν τετράγωνον κ΄. 

Θὰ ἔχωμεν 


(δ. χ)ίζ τ γ)εεδζ δ -Ἐξζχ Ἐχ τε κ᾽ 


ἢ ἐκ τῆς (1) 
ἔχ -ἰ ὃγ -- κῆ --- βγ -- δζ. (3) 


ΑΙ ἐξισώσεις (3) καὶ ( ) εἶναι πάλιν πρώτου καὶ δευτέρου βαθ- 
μοῦ ἀντιστοίχως πρὸς τὰ μήκη χ, γ. 


333, “Αλλα προβλήματα. Δυνάμεθα ἐπίσης νὰ ζητήσωμεν θέδεις 
τῆς τεμνούσης τοιαύτας, ὥστε νὰ ἔχωμεν : 


(γ) ΔΜ-ΖΝ-λ 
ἢ δέχτ Ἔγϑλ, χιγϑλ---ζ. (4) 
Αἱ (1) καὶ (4) ὁὀρίζουν τὸ ἄθροισμα καὶ γινόμενον τῶν μηκῶν χ,γ. 

(δ) ΔΜ --- ΖΝ --λ, 

ἢ δΈχ-- (ζ-Ἐγ)τελ, χτ-τ-γελ--δ- ζ. 6) 
ΟΔ.ΟΜ μ 

() ὍΖ.-ὉΝ τ’ 
ε(,-Εβ) μ 

᾿ δότε» ν᾿ ἊΝ 


ἥτις εἶναι πρώτου βαθμοῦ πρὸς τὰ μήκη χ, γ. 


9384. Σημείωσις. Θεωροῦμεν χρήσιμον νὰ παραθέσωμεν κατω- 
τέρω (8 334 α) ἕν τρίτον περίφημον πρόβλημα τοῦ ᾿Απολλωνίου, ἂν 
καὶ δὲν σχετίζεται ἀμέσως πρὸς τὰ δύο πρῶτα. 

Διατηροῦμεν τὰς ὑπὸ τοῦ ᾿Απολλωνίου δοθείσας ὀνομασίας ..--- 
Τὸ πρόβλημα (α) ὠνομάσθη περὶ λόγου ἀποτομῆς, ἐπειδὴ ὁ λόγος τῶν 
τμημάτων πρέπει νὰ εἶναι ὡρισμένος. Τὸ (β) εἶναι τὸ περὶ χωρίου 
ἀποτομῆς, ἐπειδὴ τὸ γινόμενον τῶν τμημάτω εἶναι τετράγωνον ἤἢ 
μία ἐπιφάνεια. Τὸ τρίτον πρόβλημα (8 334, α) ἐκλήθη πρόβλημα τῆς 
διωριομένης ἀποτομῆς, ἐκ τοῦ ὅτι ὁ λόγος τῶν γινομένων εἶναι ὦρι- 
σμένος ἀριθμός. 


Πρόβλημα τῆς διωρισμένης ἀποτομῆς 


3384. α. Δοϑέντων τεσσάρων σημείων ἐπ᾽ εὐϑείας γραμμῆς (ε), ζητεῖ- 
ται νὰ προσδιορισϑῇ πέμπτον, τοιοῦτον, ὥστε τὸ γινόμενον τῶν ἀποστά- 
σεών τον ἀπὸ δύο ἐκ τῶν δοϑέντων σημείων νὰ ἔχῃ λόγον πρὸς τὸ γι- 
νόμενον τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν δύο ἄλλων ἴσον πρὸς τὸν λόγον δύο 
δοϑέντων μηχῶν μ καὶ ν. 


Ἔστωσαν Α, Β, Γ, Δ τὰ δοθέντα σημεῖα καὶ Χ τὸ ζητούμενον. 
Θεωρήσωμεν τὴν εὐθεῖαν (6) ὡς ἄξονα καὶ καλέσωμεν α, δ᾿ .Χ 
τὰς ἀποστάσεις τῶν σημείων αὐτῆς Α,Β... Χ ἀπό τινος ἀρχῆς Ο. 
ἯἩ σχέσις τῆς ἐκφωνήσεως 
ΑΧ.ΒΧ 


ν ΒΒ. 
ΓΧΟΔΧ ν 
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γράφεται, δι᾽ ἀντικαταστάσεως τῶν ΑΧ διὰ χ --α,..,.ΔΧ διὰ 
χ-- δ, ὑπὸ τὴν μορφὴν τῆς ἐξισώσεως 

κ«.--  (.--β)' κα 

( --,σκο΄ (χ--ὅὃ ν 
ἥτις εἶναι δευτέρου βαθμοῦ καὶ τὴν ὁποίαν δυνάμεθα νὰ λύσωμεν 
καὶ νὰ διερευνήσωμεν. 


0 Α Β Γ δ Χχ 
ΣΣ. Ἐ8. 


ὋὙπάρχουν δύο λύσεις, μία ἢ καμμία λύσις, ἀναλόγως τῆς 
σχετικῆς θέσεως τῶν Α, Β, Γ, Δ. 
Δυνάμεθα ἐπίσης νὰ ἐξετάσωμεν τὸ πρόβλημα τῶν μεταβολῶν 


τοῦ λόγου τ “Ἐὰν λόγου χάριν τὰ τμήματα ΑΒ καὶ ΓΔ ἔχουν 
κοινὸν μέρος, ὡς ὅταν τὸ σημεῖον Β εὑρίσκεται μεταξὺ Δ καὶ Γ, ὁ 
λόγος Ἕ δὲν ἔχει οὔτε μέγιστον, οὔτε ἐλάχιστον. 


3348. Σημείωσις. .ὋΟ ᾿Απολλώνιος συνέγραψε τρία ἔργα: Περὶ 
λόγου ἀποτομῆς (Ὁ)ε ϑεοίίοτιο ναϊϊοηὶ), Περὶ χωρίου ἀποτομῆς (1)6 ϑερίϊοηιο 
ϑραιϊ καὶ Περὶ διωρισμένης ἀποτομῆς {16 δεοίίοηο ἀείεντηϊπαία]. 


Τὸ τελευταῖον τοῦτο περιεῖχε 81 προτάσεις. 

Ὃ Ἡδῖϊὸν μετέφρασε τὸ πρῶτον τῶν τριῶν τούτων ἔργων καὶ 
ἀπεκατέστησε τὸ κείμενον τοῦ δευτέρου κατὰ τάς ὑποδείξεις τοῦ 
Πάππου. (Βλ. ΟΙΒ651ε5, ἤρατε ᾿ἰβίογιφιιθ, σ. 24, 41 154 καὶ 6έο- 
γιῤίγὶς διιρένγιδμνε, ποὸ5 281, καὶ 298). 

Τὰ τρία προβλήματα τοῦ ᾿Απολλωνίον περιελάμβανον μέγα ἀριθ- 
ὃν προτάσεων, ἐπειδὴ οἱ ἀρχαῖοι ξλληνες ἀπεδείκνυον ἀπ᾽ εὐ- 
εἰας ἑκάστην περίπτωσιν, ἑκάστην ποικιλίαν, ἕκαστον διάφορον 

σχῆμα ἑνὸς καὶ τοῦ αὐτοῦ ζητήματος. Αἱ ἀλγεβρικαὶ καὶ ἀναλυ- 

τικαὶ γενικεύσεις ἦσαν ἄγνωστοι καὶ ἀπῃτεῖτο ἰδιαιτέρα ἐπίπονος 

δα μεν ἑκάστης ἰδιομορφίας ἑνὸς ὡρισμένου προβλήματος ἢ θεω- 
ατος. 

"τὸ πρόβλημα τῆς διωρισμένης ἀποτομῆς ἀνάγεται εἰς τὸ ἑπόμενον: 
Νὰ εὑρεθῇ ἐπὶ τῆς διακέντρου δύο περιφερειῶν σημεῖον διά τὸ 
ὁποῖον ὁ λόγος τῶν δυνάμεων αὐτοῦ πρὸς τὰς περιφερείας νὰ 
εἶναι δοθεὶς τ. 

᾿Επειδὴ (χ --- α) (χ --- β) εἶναι ἡ δύναμις τοῦ ζητουμένου ση- 
μείου Χ πρὸς τὴν περιφέρειαν μὲ διάμετρον ΑΒ. 


ΨΙΣΙ 
ΜΕΓΙ͂ΣΤΑ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΑ 


38δ. ᾿Ονομάζεται μεταβλητὴ μία ποσότης ἐὰν δύναται νὰ διέλθῃ 
διαδοχικῶς διὰ διαφόρων καταστάσεων μεγέθους. 

Δύο μεταβληταὶ λέγονται συναρτήσεις ἀλλήλων ἐὰν αἱ μεταβο- 
λαὶ τῆς μιᾶς συνεπάγωνται μεταβολὰς τῆς ἄλλης. 

᾿Ανεξάρτητος μεταβλητὴ εἶναι ἐκείνη εἰς τὴν ὁποίαν προσδίδομεν 
αὐθαιρέτους τιμάς" ἡ ἄλλη καλεῖται τότε ἡ ἐξηρτημένη μεταβλητὴ ἢ 
καὶ συνάρτησις τῆς πρώτης. 

“Ὅταν μία μεταβλητή, μεταβαλλομένη κατὰ συνεχῆ τρόπον καὶ 
κατ᾽ ἀρχὰς αὐξανομένη, ἄρχεται ἐλαττουμένη, διέρχεται διά τι- 
νος τιμῆς, μεγαλυτέρας ἀπὸ τὰς ἀμέσως προηγουμένας καὶ ἀμέ- 
σὼς ἑπομένας αὐτῆς. Ἢ τιμὴ αὕτη καλεῖται μέγιστον τῆς συναρτή- 
σεως. Τοὐναντίον, ἐὰν μετὰ προηγουμένην συνεχῆ ἐλάττωσιν, ἄρ- 
χεται αὐξανομένη, ἡ συνάρτησις διέρχεται διὰ τιμῆς μικροτέρας 
πασῶν τῶν ἀμέσως γειτονικῶν αὐτῆς. ἡ τιμὴ αὕτη καλεῖται ἐλάχι- 
στον τῆς συναρτήσεως. 


356. ᾿Αλγεβρικὴ μέϑοδος. Ἢ γενικωτέρα καὶ μᾶλλον γόνιμος μέ- 
θοδος πρὸς προσδιορισμὸν τῶν μεγίστων καὶ ἐλαχίστων μιᾶς ουναρ- 
τήσεως, συνίσταται εἰς τὸν χειρισμὸν τοῦ ζητήματος διὰ τῆς ᾿Αλ- 
γέβρας καὶ εἰς τὴν διερεύνησιν τῶν ἀποτελεσμάτων κατὰ τοὺς 
γνωστοὺς κανόνας. Εἵναι ὅμως προτιμώτερον νὰ ἐπιφυλάξωμεν 
τὴν μέθονον αὐτὴν διὰ τὰς ἀσκήσεις τῆς ᾿Αλγέβρας. 

ωὡρὶς νὰ ἀνατρέξωμεν εἰς ἐξισώσεις, δυνάμεθα νὰ εὔρωμεν κατὰ 
πολὺ ἁπλοῦν τρόπον τὰ μέγιστα καὶ ἐλάχιστα, τὰ ἀναφερόμενα 
εἰς μέγαν ἀριθμὸν γεωμετρικῶν ζητημάτων. 


δ 1. "Οριακὴ λύσις 


337. Πρὸς προσοιορι ὁν τῆς ὁριακῆς λύσεως τὴν ὁποίαν εἶναι 
δυνατόν νὰ ἐπι έχεται ἕν πρόβλημα, ἐπιλύομεν τοῦτο διὰ μίαν 
ἰδιαιτέραν τιμὴν (τῆς μεταβλητῆς τῆς καθοριζούσης τὴν λύσιν αὐτοῦ) 
καὶ ἐξετάζομεν ἀκολούθως διὰ ποίαν εἰδικὴν τιμὴν (τῆς ἐν λόγῳ 
μεταβλητῇς) ἢ θέσιν παύει τὸ πρόβλημα νὰ εἶναι δυνατὸν ἢ ἐπι- 


ύσιμον, 
πρόβλημα 


388. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοθέντα κύκλον ἰσοσκελὲς τρίγωνον μὲ τὸ μέ- 
γιστον ἄϑροισμα βάσεως καὶ ὕψους. " " ᾿ 
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"Ας ἐξετάσωμεν κατὰ πρῶτον ἐὰν τὸ πρόβλημα ἐπιδέχεται 
μέγιστον. 

Διὰ τὸ ΤΡ ΎΟνοΥ μὲ βάσιν ἀπείρως ἐγγὺς τῆς κορυφῆς Β, τὸ 
ἄθροισμα βάσεως καὶ ὕψους εἶναι μηδέν. Τὸ ἄθροισμα τοῦτο γί- 
νεται 3Ἐ ὅταν ἡ βάσις διέρχεται διὰ τοῦ 
κέντρου’ πέραν ὅμως τούτου ἐλαττοῦται, 
ἀφοῦ ἡ τιμὴ του γίνεται 2Ὰ διὰ βάσιν πε- 
ριοριζομένην εἰς τὸ ἄλλο ἄκρον τῆς διὰ 
τοῦ Β διαμέτρου. ᾿Επομένως (5), μεταξὺ 
τῶν δύο τούτων θέσεων τὸ ἄθροισμα λαμ- 
βάνει μίαν μεγίστην τιμήν. 


Κατασκευή. Διὰ μίαν ὡρισμένην τιμὴν 
τοῦ ἀθροίσματος, ἐκτελοῦμεν τὴν γνω- 
στὴν ἤδη κατασκευὴν (8 211). Λαμβάνομεν 


ΒΑ-Ξλ, ΒΕ-- Σ καὶ ὁρίζομεν τὰ κοινὰ 


Σχ. 33), σημεῖα, Α καὶ Α’, τῆς περιφερείας καὶ τῆς 
εὐθείας ΕΛ. Ταῦτα καθορίζουν δύο τρί- 
γῶνα ἀντίστοιχα τοῦ μήκους λ. 
Τὸ μέγιστον ἑπομένως μῆκος ἃ δίδεται ὑπὸ τῆς εὐϑείας ΖΙΛΘ, παραλλή- 
λον πρὸς τὴν ΛΕ. 
Τὸ ἄθροισμα εἶναι ΒΗ - ΜΝ -- ΒΘ. 
Τιμὴ τοῦ μεγίστου. Ἔκ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΟΝΘ, ΒΖΘ, λαμ- 


βάνομεν: 
ΝΘ--2.ΝῸ -- 28, ἐπειδὴ ΒΘ --2.ΒΖ, 
καὶ ΟΘ--Κ]5; ΒΘ--πίῳ-Ὁ 75). 


Πρόβλημα 

τ -336. Εὶς κύκλον νὰ ἐγγραφῇ τὸ μεγίστης περιμέτρον ὀρϑογώνιον ἢ 
καί: Δοϑείσης ἐλλείψεως, νὰ ἀχϑοῦν δύο παράλληλοι πρὸς δοϑεῖσαν 
διάμετρον, ἴσον ἀπέχουσαι αὐτῆς 
καὶ τοιαῦται, ὥστε τὸ εἰς αὐτὰς 
ἀντιστοιχοῦν ἐγγεγραμμένον πα- 
ραλληλόγραμμον νὰ ἔχῃ τὴν με- 
γίστην περίμετρον. 

Γνωρίζομεν ὅτι αἱ πλευραὶ 
παραλληλθγραμμου ἐγγεγραμ- 
μένου εἰς ἔλλειψιν εἶναι πα- 
ράλληλοι πρὸς δύο συζυγεῖς 
διαμέτρους αὐτῆς. Φέρομεν 
ἑπομένως τὴν διάμετρον ΔΓ, 
συζυγῆ τῆς δοθείσης ΑΒ, καὶ 
ἐφαπτομένην ΕΜΖ τοιαύτην, 
ὥστε ΟΕ --ΞΟΖ. Τὸ σημεῖον Μ 
εἶναι ἡ ζητουμένη κορυφή. 

Πράγματι, κατὰ γνωστὴν ἰδιότητα τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου 
(8 19), ἔχομεν ΜΠ-ΈΜΡ -- ΘΗ- ΘΚ' 
ἄρα ΜΡ- ΜΠῚΠ"ΠἪΕΙΗ κλπ. 

29. Σημ. μετ. Εἰς πολλὰ προδλήματα τοῦ κεφαλαίου τούτου, ὧρι- 


σμένα συμπεράσματα θὰ πρέπει νὰ θεωρῶντσι δάνεια ἐκ τῆς σπουδῆς διὰ 
τῆς ᾿Αναλύσεως τῶν προδλημάτων αὑτῶν. 
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ΜΠαρατήρησις. Τὸ προηγούμενον ζήτημα δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς 
εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ ἑπομένου. 


πρόβλημα 


840. Δίδονται δύο εὐθεῖαι καὶ μία καμπύλη. Δι᾿ ἑκάστου σημείου 
τῆς καμπύλης ἄγονται παράλληλοι πρὸς τὰς εὐθείας καὶ τερματιζόμεναι 
εἰς αὐτάς. Νὰ σπουδασϑοῦν αἱ μεταβολαὶ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν εὐ- 
ϑειῶν τούτων. 

"Ας λάβωμεν δύο ἴσα μήκη ΟΑ, ΟΒ ἐπὶ τῶν δοθεισῶν εὐθειῶν" 
ἐκ τοῦ ἰσοσκελοῦς τρι- 
γώνου ΑΟΒ καὶ διὰ τὸ 
κοινὸν σημεῖον Δ τῆς 
βάσεώς του καὶ τῆς 
καμπύλης, εὑρίσκομεν 
ΔΕ -Ἐ ΔΖ-Ξ- ΟΑ --ΟΒ. 


Διὰ τὸ μέγιστον ἢ 
ἐλάχιστον τοῦ ἀθροίσμα- 
τος αὐτοῦ θὰ πρέπει νὰ 
φέρωμεν τάς, ταρανλή: 
λους πρὸς τὴν ΑΒ, ἐφα- 
πτομένας τῆς Καμπόλης, 

Τὸ σημεῖον ἀντι- 
στοιχεῖ εἰς τὸ μέγιστον 


ΜΡ-ΈΜΠΞ-: ΟΣ, 
καὶ τὸ Ν εἰς τὸ ἐλά- 
χιστον. 

Διὰ τὸ σημεῖον Ι΄ Σχ. 2330. 
ἔχομεν 


Π' --᾿ ΙΔ ΞΞ ΟΚ. 


Διὰ τὰ κοινὰ σημεῖα τῆς καμπύλης καὶ τῶν ἀξόνων, ὡς τὸ Η, 
τὸ ἕν τῶν μηκῶν εἶναι μηδέν. 


Παρατήρησις. Κατ᾽ ἀνάλογον τρόπον ἐργαζόμεθα διὰ τὰ ἀκρό- 
τατα τοῦ ἀθροίσματος τῶν ἐκ τῶν πρεῶν τῆς καμπύλης ἀγομέ- 
γων καθέτων ἐπὶ τὰς εὐθείας ΟΧ, ΟΥ̓. 


Πρόβλημα 


941. Δίδονται περιφέρεια καὶ εὐθύγραμμον τμῆμα ΓΔ. Διὰ ποῖον 
σημεῖον Α τῆς περιφερείας ἣ γωνία ΓᾺΔ γίνεται μεγίστη ἢ ἐλαχίστη ; 


Διὰ νὰ σχηματίσωμεν γωνίαν ΓΑΔ δοθέντος μεγέθους φ, θὰ 
πρέπει νὰ γράψωμεν ἐπὶ τῆς ΓΔ κ. τόξον δεχόμενον γωνίαν ἴσην 
πρὸς φ. Εἶναι δὲ φανερὸν ὅτι ἐκ τῶν τόξων τῶν διερχομένων διὰ 
τῶν Γ καὶ Δ, τὸ ἐφαπτόμενον τῆς δοθείσης περιφερείας καὶ ἔχον 
τὴν μεγαλυτέραν ἀκτῖνα, ἀντιστοιχεῖ εἰς τὴν μικροτέραν ἐγγε- 
γραμμένην γωνίαν, εἰς τὴν μεγαλυτέραν δέ, τὸ ἐφαπτόμενον τῆς 
δοθείσης καὶ ἔχον τὴν μικροτέραν ἀκτῖνα. 

᾿Ενδιαφέρον παρουσιάζει ἡ ἐξέτασις τῶν διαφόρων περιπτώ- 
σεων τοῦ γενικοῦ ζητήματος. 

1) Τὸ τμῆμα ΓΔ εἶναι ἐξωτερικὸν καὶ ἡ προέκτασίς του τέμνει 
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τὴν περιφέρειαν ἐπὶ τῆς ὁποίας θὰ πρέπει νὰ εὑρίσκεται ἡ κορυφή 
του (Σχ. 237). 

Διὰ τῶν Γ καὶ Δ γράφομεν περιφερείας ΓΔΟ, ΓΔΟ’, ἐφαπτο- 
μένας τῆς δοθείσης. 

Εἰς τὸ σημεῖον Α, ἡ γωνία εἶναι μηδέν’ ἀπὸ τοῦ Α μέχρι τοῦ 
Ο ἡ γωνία αὐξάνει καὶ γίνεται με- 
γίστη εἰς τὸ Ο, ἀπὸ τοῦ σημείου δὲ 
τούτου μέχρι τοῦ Β ἡ γωνία ἐλατ- 
τοῦται μέχρι νέου μηδενισμοῦ της 
εἰς τὸ Β. ᾿Απὸ τοῦ σημείου Β πάλιν 

έχρι τοῦ Ο’, ἡ γωνία αὐξάνει, λαμ- 

Βα μίαν δευτέραν μεγίστην τιμὴν 
εἰς τὸ Ο’ καὶ κατόπιν ἄρχεται ἐλατ- 
τουμένη μέχρι μηδενισμοῦ εἰς τὸ Α. 

2 Ἐὰν ἢ 


ἍΝ ἕξ ) προέκταοις τοῦ ΓΔ δὲν 
Ὧν .͵ τέμνῃ τὴν περιφέρειαν (Σχ. 238), τὸ 
Ἐξ υυοὺ μέγιστον ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ Ο' ἀπὸ 

Σχ. 251. τοῦ Ο μέχρι τοῦ δ΄, ἡ γωνία ἐλατ- 


τοῦται, γίνεται ἐλαχίστη εἰς τὸ Ο’ 
καὶ κατόπιν αὐξάνει πάλιν μέχρι τοῦ Ο. 

3) ᾿Εὰν ἡ προέκτασις τῆς εὐθείας ΓΔ ἐφάπτεται τῆς περιφε- 
ρείας, τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Ο΄ ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ ἐλάχιστον᾽ ἀπὸ 
τοῦ σημείου αὐτοῦ μέχρι τοῦ σημείου Ο τῆς διὰ τῶν Γ, Δ περι- 
φερείας, τῆς ἐφαπτομένης τῆς δοθείσης, ἡ γωνία αὐξάνει, γίνεται 
μεγίστη εἰς Ο καὶ κατόπιν ἐλαττοῦ- 
ται πάλιν μέχρι τοῦ Ο΄. 

4) Εἰς τὴν ἰδίαν περίπτωσιν, ἐὰν τὸ 
σημεῖον ἐπαφῆς Ο τῆς ΓΔ καὶ τῆς 
᾿ περιφερείας εὑρίσκεται μεταξὺ τῶν 
Ἷ Γ καὶ Δ, τὸ μέγιστον τῆς γωνίας 
συμβαίνει εἰς τὸ Ο καὶ ἡ τιμή του 
; εἶναι δύο ὀρθαὶ γωνίαι. ᾿Ελαττοῦ- 

ται κατόπιν καὶ γίνεται ἐλαχίστη εἰς 
τὸ Ο΄, σημεῖον ἐσωτερικῆς ἐπαφῆς 
τῆς δοθείσης περιφερείας καὶ τῆς διὰ 
τῶν Γ καὶ Δ γραφομένης. 

5) ᾿Εὰν τὰ σημεῖα τομῆς τῆς ΓΔ καὶ τῆς περιφερείας εὑρίσκων- 
ται τὸ ἕν, Α, μεταξὺ τῶν Γ καὶ Δ καὶ τὸ ἄλλο, Β, ἐκτὸς τοῦ τμή- 
ματος ΓΔ, ἡ γωνία εἶναι μηδὲν εἰς τὸ Β καὶ αὐξάνει ἀπὸ τοῦ 
σημείου αὐτοῦ μέχρι τοῦ Α, ὅπου λαμβάνει τὴν μεγίστην τιμήν 
της, δύο ὀρθαὶ γωνίαι. ᾿Ελαττοῦται κατόπιν καὶ μηδενίζεται πά- 
λιν εἰς τὸ Β 

6) Ἐάν, τέλος, τὰ σημεῖα Α καὶ Β εἶναι ἐσωτερικὰ τοῦ τμή- 
ματος ΓΔ, ὑπάρχουν δύο ἐλάχιστα καί, εἰς τὰ Α καὶ Β, δύο μέ- 
γιστα, ἴσα πρὸς δύο ὀρθὰς γωνίας. 


δ 11. Χρῆσις τῶν ἀρχῶν 


348. Ὅπως εἰς τὴν Ἄλγεβραν, οὕτω καὶ εἰς τὴν Γεωμετρίαν 
δυνάμεθα νὰ βασιζώμεθα, κατὰ τὴν ἀναζήτησιν τῶν μεγίστων καὶ 
Ἐλάχ στον τῶν γεωμετρικῶν συναρτήσεων, ἐπὶ μερικῶν ἀρχῶν. 

Ἢ ἀπόδειξις ἢ τουλάχιστον ἡ δικαίωσις τῶν ἀρχῶν αὐτῶν δι᾽ 
ὁδῶν καθαρῶν γεωμετρικῶν εἶναι εὔκολος" ἐπειδὴ ἀρκεῖ νὰ σπου- 
δασθοῦν αἱ μεταβολαὶ μερικῶν ἀπλῶν καὶ γνωοτῶν σχημάτων. 


..-“-.--.5. 


191 


Πρώτη ἀρχὴ 


948. Τὸ γινόμενον δύο παραγόντων (50) τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα 
εἶναι σταϑερόν, γίνεται μέγιστον ὅταν οἱ παράγοντες αὐτοὶ καταστοῦν 
ἴσοι μεταξύ των. 

᾿Αρκεῖ πράγματι ἐπὶ τοῦ ἀθροίσματος ΒΓ τῶν δύο γραμμικῶν 
παραγόντων μιν νὰ γράψωμεν ἡμιπερι- 
φέρειαν. Γνωρίζομεν ὅτι 

μνΞξευ" 
καὶ τὸ μέγιστον τοῦ γινομένου αὐτοῦ λαμ- 
βάνεται διὰ παράγοντας μ--Σ}ΞΒΟ, ν-ΞΟΓ 
ἴσους. ᾿Επειδὴ τότε 
ΒΟ.ΟΓ--ΜΟ: 
καὶ ΜΟ»ΔΑΔ. 

843 α. Σημείωσις. Θὰ πρέπει ὅπως οἱ δύο παράγοντες νὰ δύ- 
ψανται νὰ καταστῶοσιν ἴσοι, ὡς ὑπέδειξεν καὶ ἔδωσε καὶ παράδειγμα 
ὁ Βυταῖϊ - Βοτί: εἰς τὸ Επδεϊσπονιεηὶ Μαϊμένιαϊις (1910, σ. 512). 

Ἢ αὐτὴ παρατήρησις ἰσχύει καὶ δι᾽ ὅλας τὰς ἀναλόγους περι- 
πτώσεις. 


Σιν 229. 


Δευτέρα ἀρχὴ 


844. Τὸ ἄϑροισμα δύο παραγόντων, τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον εἶναι 
σταϑερόν, γίνεται ἐλάχιστον ὅταν οἱ παράγοντες οὗτοι καταστοῦν ἴσοι 
μεταξύ των. 

Ἡ ἀρχὴ αὕτη εἶναι συνέπεια τῆς προηγουμένης. Ἔστω πράγ- 
ματι ΜΟ: τὸ σταθερὸν γινόμενον καὶ ΒΓ ἢ 2ΜΟ τὸ ἄθροισμα τῶν 
παραγόντων, ὅταν εἶναι ἴσοι. ᾿Εὰν εἶναι ἄνισοι, δυνάμεθα νὰ 
τοὺς θεωρήσωμεν ὡς τὰ μήκη τῶν δύο τμημάτων ΕΟ, ΟΖ τῆς δια- 
μέτρου περιφέρειαι ΜΝΖ, διερχαμένης διὰ τοῦ Μ΄ ἐπειδὴ 


θὰ εἶναι 
ΕΟ. ΟΖ-Ξ ΟΜ. 
᾿Αλλ’ ἐκ τοῦ σχήματος ἔχομεν : 
ΕΖ-ΞὩΡΝ, ΡΝ δὲ Ὑ ΟΜ’ 
ἄρα ΒΓ «ΕΖ. 


Τρίτη ἀρχὴ 


346. Τὸ γινόμενον δύο παραγόντων, τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν 
τετραγώνων εἶναι σταϑερόν, γίνεται μέγιστον 
ὅταν οἱ παράγοντες οὗτοι καταστοῦν ἴσοι με- 
ταξύ των. 

Δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν τοὺς δύο πα- 
βόνοντας ΑΒ, ΑΓ ὡς τὰς καθέτους πλευρὰς 

νὸς ὀρθογωνίου τριγώνου μὲ ὑποτείνουσαν 
ΒΓ ἴσην πρὸς τὴν τετραγωνικὴν ρίζαν τῆς 
σταθερᾶς ποσότητος κ᾽. Θὰ ἔχωμεν 
ΑΒ ΑΓ’ -Ξ ΒΓ -Ἔ ΜΒ -Ἐ ΜΓ’ 


80, Σημ. μετ, θὰ ἦτο προτιμώτερον : Τὸ ὀρθογώνιον δύο (εὐθυ- 
τράμμων) τμημάτων. 
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καὶ ΑΒ. ΑΓΞ-ΞΒΓ.Αδ. 
᾿Αλλ᾽ εἶναι ΜΒ.ΙΜΓΈΞΒΓ.ΜΟ 
καὶ ΜΟΝ ΑΔ, 


ἐὰν ὡς Μ ληφθῇ τὸ μέσον τοῦ τόξου ΒΑΓ καὶ ΜΒ -- ΜΓ. Εἴναι, 
κατὰ συνέπειαν, τὸ γινόμενον ΜΒ. ΜΓ μεγαλύτερον τοῦ ΑΒ. ΑΓ. 
Ἔκ τῆς ἀνωτέρω ἀρχῆς ἕπεται ἡ ἑπομένη ἀντίστροφος αὐτῆς. 


Τετάρτη ἀρχὴ 


946. Τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων δύο παραγόντων, τῶν ὁποίων 
τὸ γινόμενον εἶναι σταϑερόν, γίνεται ἐλάχιστον, ὅταν οἱ παράγοντες 
καταστοῦν ἴσοι. 


Ἢ ἀπ’ εὐθείας ἀπόδειξις τῆς ἀρχῆς ταύτης εἶναι πολὺ ἁπλῆ: 
Διὰ τοῦ σημείου Μ (Σχ. 240) φέρομεν παράλληλον πρὸς τὴν βά- 
σιν ΒΓ, προεκτείνομεν τὴν ΓΑ μέχρι τοῦ Ν καὶ φέρομεν τὴν ΒΝ. 

Τὰ τρίγωνα ΒΜΓ, ΒΝΓ 
εἶνσι ἰσοδύναμα, ὡς ἔχοντα 
τὴν αὐτὴν βάσιν καὶ τὸ αὐτὸ 


ὕψος, ἄρα 
Γ ΒΜΟΜΓ --ΒΑ. ΝΓ. 
᾿Αλλὰ 
ΒΜΈ ἘΜΓ:-- ΒΑ’ ΑΓ’ 
Δ Ν Β ὅθεν 
Σχ. 9,4, ΒΜ’ -Ἐ ΜΓ’ «ΒΑΡ ἘΝΓΡ, 
ἀφοῦ ΝΓΡῬΆΑΓ. 


Παρατήρησις. Ἢ ὑποτείνουσα ὀρθογωνίου τριγώνου, τοῦ ὁποίου 
τὸ ἄθροισμα τῶν καθέτων πλευρῶν εἶναι σταθερὸν λ, γίνεται ἐλα- 
χίστη, ὅταν αἱ κάθετοι πλευραὶ καταστοῦν ἴσαι. 

Ἔστω ΒΓΑ ἕν ἐκ τῶν τριγώνων τούτων (Σχ. 241) ἂν λάβω- 
μεν ΑΔ ΞΞ ΑΓ, ἡ γωνία ΒΔΓ θὰ εἶναι 459 καὶ ὁ τόπος τοῦ σημείου 
Γ εἶναι ἡ εὐθεῖα ΔΜ, σχηματίζουσα τὴν γωνίαν αὐτὴν μετὰ τοῦ 
τμήματος ΒΔ Ξ--λ. Ἡ δὲ ἐλαχίστη ὑποτείνουσα ΒΓ θὰ εἶναι προ- 
φανῶς ἡ ἐκ τοῦ σημείου Β κάθετος ΒΜ ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΔΜ. 

Θὰ ἔχωμεν τότε 

ΝΜΞ.ΝΒ, 


ἐκ τοῦ ἰσοσκελοῦς ὀρθογωνίου τριγώνου ΒΝΜ. 


Ν Πέμπτη ἀρχὴ 
346 α. Τὸ ἄϑροισμα δύο εὐθυγράμμων 
τμημάτων, τῶν ὁποίων τὸ ἀϑροισμα τῶν τε- 
τραγώνων εἶναι σταϑερόν, γίνεται μέγιστον, 


«{Ρς ὅταν τὰ τμήματα καταστοῦν ἴσα. 

ΓΝ Ἔστω ΑΒΡ-Ἐ ΑΓ’ -Ξ α'. 
Β ο Γ ᾿Εὰν λάβωμεν ΑΔ -Ξ- ΑΒ, τὸ ἄθροιομα 
Σχ. 2 4. ΓΔ τῶν τμημάτων εἶναι χορδὴ κ.Ῥ. τό- 


ξου διερχομένου διὰ τῶν Β καὶ Γ καὶ δε- 
χομένου γωνίαν 459. ᾿Επειδὴ τὸ κέντρον τοῦ τόξου τούτου εἶναι 
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τὸ μέσον Μ τῆς ἡμιπεριφερείας ΒΑΓ, τὸ μέγιστον ἄθροισμα ἀντι- 
στοιχεῖ εἰς τὴν διάμετρον ΓΜΝ, δηλ. ὅταν τὰ τμήματα ΜΒ καὶ 
ΜΓ εἶναι ἴσα. 


ἽἝκτη ἀρχὴ 


846 β. Τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων δύο εὐθυγροάμμων τμημάτων, 
τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν μηχῶν εἶναι σταϑερόν, γίνεται ἐλάχιστον 
ὅταν τὰ τμήματα καταστοῦν ἴσα. 


"Ἔστω 2λ τὸ σταθερὸν μῆκος τοῦ ἀθροίσματος τῶν τμημάτων" 
ἂν τὰ μήκη αὐτῶν παρασταθοῦν διὰ λ -Ἐχπ καὶ Δ -- χ, τὸ ἄθροι- 
σμα τῶν τετραγώνων των εἶναι 2 (λ᾽ -᾿ χἢ). Τὸ ἐλάχιστον δὲ τῆς 
ποσότητος αὐτῆς λαμβάνεται διὰ χ-ΘΕ0, δηλ. ὅταν τὰ μήκη τῶν 
τμημάτων εἶναι ἴσα. 


“Ἐβδόμη ἀρχὴ 


847. ᾿ΕἘὰν δύο μεταβληταὶ ποσότητες, πολλαπλασιασμέναι ἐπὶ στα- 
ϑεροὺς συντελεστάς, ἔχουν ἄϑροισμα σταϑερόν, τὸ μέγιστον τοῦ γινο- 
μένου αὐτῶν λαμβάνεται, ὅταν αἱ ποσότητες καταστοῦν ἀντιστρόφως ἀνά- 
λογοι τῶν οἰκείων συντελεστῶν αὐτῶν. 


Ἔστω αχ-ΓΒγ -Ξλ. (1) 
Τὸ μέγιστον τοῦ γινομένου χν συμβαίνει ὅταν 


α 

"Ας θέσωμεν πράγματι χν Ξ- κ᾽ καὶ ἂς ἀπαλείψωμεν μίαν τῶν 
ἀγνώστων ποσοτήτων, τὴν Υ λχι μεταξὺ τῆς σχέσεως αὐτῆς καὶ 
τῆς (1). Εὑρίσκομεν 


. λΞ 7λ-- Δαβκ' 


Χ 
2α 
ἯἩ ὑπόρριζος ποσότης μηδενίζεται διὰ 
1 λ᾽ 
κ ΞΞ -:- 
4α 
ὁπότε ᾿ 
πον ἢ 
χα Στ 2 ὙΠ  αρ' ) 
καὶ 
ΒΩ ΣΌΣ, οἱ 
᾿Επαλήϑευσις. ᾽Εὰν θέσωμεν 
- ἈΕῪ Ο λτ 
χες -πῖς ' Υ Ξξ' (Υ παράμετρος) 
ἡ σχέσις (1) πληροῦται, τὸ δὲ γινόμενον 
. λρῦ -- γ᾽ 
ΧΥ -ῷ τἥαβ᾽ ᾿ 


891. Σήμ. μετ. Ἕ ἀπόδειξις εἶναι συνέπεια ἐκ τῆς σπουδῆς ἑνὸς 
τριωνύμου δ᾽ δαθμοῦ, 


Γεωμετρία 18 
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γίνεται προφανῶς μέγιστον διὰ γ-- . “ῶστε: 
13 


Μεγ. τοῦ χν -- δ᾽ 
κατὰ τὰ εαὐρεθέντα (2). 
Παρατήρησις. Διὰ τὰς ἐφαρμογὰς τὰς ὁποίας θὰ συναντήσωμεν 
ἀργότερον, θέτομεν Δ -Ξ- 25 καὶ 


χε. γε. (3) 


"᾿Ογδόη ἀρχὴ 
948. "Ἐὰν δύο μεταβληταὶ ποσότητες, πολλαπλασιασμέναι ἐπὶ στα- 
Θεροὺς συντελεστάς, ἔχουν σταθερὸν ἄϑροισμα, τὸ ἄϑροισμα τῶν τετρα- 
γώνων αὐτῶν γίνεται ἐλάχιοτον, ὅταν αἱ ποσότητες καταστοῦν ἀνάλογοι 
τῶν οἰκείων συντελεστῶν αὐτῶν. 


“Ἕστω αχ Ἔ βγ-Ξελ. (1) 
Τὸ ἐλάχιστον τοῦ ἀθροίοσοματος χ' -- γ" συμβαίνει ὅταν 
ΣΌΣ 
α δ᾽ 


"Ἂς θέσωμεν πράγματι χ᾽ - γὅ Ξε κ' καὶ ἂς ἀπαλείψωμεν μίαν 
τῶν ἀγνώστων ποσοτήτων, τὴν ν λ.Χ., μεταξὺ τῆς σχέσεως αὐτῆς 
καὶ τῆς (1). ᾿Αναγόμεθα, ὅπως καὶ προηγουμένως, εἰς δευτεροβάθ- 
μιον ἐξίσωσιν πρὸς χ, ἐκ μηδενισμοῦ τῆς διακρινούσης τῆς ὁποίας 
εὑρίσκομεν 


ΠΕῊΣ; - αν νο. δὰ 
“ΡΒ τ ἀτρ᾿ Ξ α  Βτ᾿ 
καὶ ἑπομένως 
ΣΟΥ .᾿ ἃ" 
 Π᾽ χὐἘ γὐπε τ ΝΣ (2) 
"Ἐπαλήϑευσις. "Ἐὰν θέσωμεν: 


ἀπ ξρε, ν- ἐδ εξ, ὁ ταράμορου 


ἡ σχέσις (1) πληροῦται, τὸ δὲ ἄθροισμα 


3 
αἰ Ἐγ"πς Ἐς 
γίνεται προφανῶς ἐλάχιστον διὰ γΞΞ0. Ὥστε 
Ἔλαχ. τοῦ χ᾽ Ἔγπν καὶ -Ξ --α, 
α' Ἔ β' Υγ β 
κατὰ τὰ εὑρεθέντα (2). 
Παρατήρησις. Διὰ τὰς ἐφαρμογάς, θέτομεν λ --- 25 καὶ 


"ἀρ ἘΡ'᾽ 7" ἀΡῈ Π: ᾿ὼ 
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Πρόβλημα 


849. Ἑὶϊς ἰσοσκελὲς ὀρθογώνιον τρίγωνον νὰ ἐγγραφῇ τὸ μέγιστον 
ὀρϑογώνιον. 


1) Γνωρίζομεν ὅτι τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποοτάσεων τυχόντος ση- 
μείου τῆς βάσεως ἰσοσκελοῦς τριγώνου 
ἀπὸ τῶν ἴσων πλευρῶν του εἶναι σταθερόν, 


ΜΡ-ΜΠ--ΔΕ-ἘΔΖ. 


Κατὰ τὴν πρώτην ἄρα ἀρχήν, τὸ γινό- 
μενον ΜΡ. ΜΠ, ὅπερ ἐκφράζει τὸ ἐμβα- 
δὸν τοῦ ὀρθογωνίου ΜΡΑΠ,, θὰ εἶναι μέ- 
γιστον ἐὰν ΜΡ Ξ-- ΜΠ, δηλ. ὅταν τὸ Μ 
εἶναι τὸ μέσον τῆς ὑποτεινούσης. 

2) Δυνάμεθα ἐπίσης νὰ παρατηρήσω- 
μεν ὅτι: 

Τὰ ὀρθογώνια ΜΡΑΠ, ΔΕΑΖ ἔχουν 
κοινὸν μέρος" ἂς συγκρίνωμεν τὰ μὴ κοινὰ 
αὐτῶν μέρη ΜΡΕΛ καὶ ΔΛΠΖ. 

Τὰ ὕψη ΜΔ, ΔΛ τῶν ὀρθογωνίων τούτων εἶναι ἴσα (ΜΔΛ ἰσο- 
σκελὲς ὀρθογώνιον), ἐνῷ 


ΜΡ ἢ ΜΠ ΛΠ. 


Ἄρα ΜΡΕΛ»ΔΛΠΖ 
καὶ τὸ τετράγωνον ΜΡΑΠ εἶναι τὸ μέγιστον ὀρθογώνιον. 
Πρόβλημα 


960. Ἑὶς δοϑέντα κύκλον νὰ. ἐγγραφῇ τὸ μέγιστον ὀρϑογώνιον. 


1) Κατὰ τὸ προηγούμενον πρόβλημα, 
δυνάμεθα νὰ φέρωμεν ἐφαπτομένην ΒΓ, 
ὥστε ΑΒ -ΞΑΓ. Τὸ μέσον Μ τῆς ὑὕποτει- 
νούσης εἶναι καὶ τὸ σημεῖον ἐπαφῆς. 

Θεωροῦντες τὸ τέταρτον τῆς ἐπιφα- 
νείας, θὰ ἔχωμεν 


ἐπιφ. ΑΡΜΠ.» ΆΑΕΔΖ, 
ὁπότε, κατὰ μείζονα λόγον, 
ΑΡΜΠῸ» ΑΕἰΙ͂΄, 
2 ᾿Επειδὴ 
[Ε"-Ἐ113-Ξ Ὁ3-Ξ- ΜΡΞ- ΜΠ’, Σλ. δῶ. 


κατὰ τὴν τρίτην ἀρχήν, τὸ μέγιστον [τοῦ 
γινομένου ΜΡ. ΜΠ λαμβάνεται ὅταν ΜΡ-- ΜΠ. 


Παρατήρησις. Διὰ τὸ ἰσοσκελὲς ὀρθογώνιον τρίγωνον, ὅπως καὶ 
διὰ τὴν περιφέρειαν, τὸ μέγιστον ἐγγεγραμμένον ὀρθογώνιον εἷ- 
ναι τετράγωνον. 


Πρόβλημα 


361. Διὰ τῆς κορυφῆς Μ δοϑέντος παραλληλογράμμον ΑΡΜΠ, νὰ 
ἀχϑῇ εὐθεῖα ΒΜΓ͵' τοιαύτη, ὥστε τὸ τρίγωνον ΒΑΓ" νὰ εἶναι τὸ ἐλά. 
χιστον. 
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Θεωρήσωμεν δύο τεμνούσας, μίαν τυχοῦσαν ΔΜΕ καὶ τὴν ἄλ- 
λην ΒΜΓ ἔχουσαν μέσον τὸ σημεῖον Μ. Λέγω ὅτι ἡ δευτέρα εὐὖ- 
θεῖα καθορίζει τὸ ζητούμενον τρί- 
γωνον. 

Φέρομεν πράγματι τὴν ΓΖ πα- 
ράλληλον πρὸς τὴν ΒΔ. 

᾿ΕἘπειδὴ ΒΜ-Ξ: ΜΓ, τὰ τρίγωνα 
ΜΒΔ καὶ ΜΓΖ εἶναι ἴσα καὶ 


τριγ. ΑΒΓ -- ΑΔΖΓ «τριγ. ΑΔΕ 
“Αρα τριγ. ΑΒΓ «τριγ. ΑΔΕ. 


8δ1 α. Τὰ ἀνωτέρω διατυποῦνται 
καὶ ὡς ἑξῆς : Τὸ περιγεγραμμένον εἰς 
τὸ παραλληλόγραμμον τρίγωνον ΑΒΓ 
γίνεται ἐλάχιστον, ὅταν τὸ μέσον τῆς 
βάσεώς του ΒΓ εἶναι κορυψὴ τοῦ πα- 
ραλληλογράμμον. 

Παρατήρηοις. ᾽᾿Ἐπειδὴ εἰς πᾶν πρόβλημα μεγίστου ἀντιστοιχεῖ ἕν 
πρόβλημα ἐλαχίστου καὶ ἀντιστρόφως, θὰ ἠδυνάμεθα ἐκ τῶν προτέ- 
ρὼν νὰ συμπεράνωμεν ὅτι: 


961 β. Θεώρημα. Τὸ ἐγγεγραμμένον εἷς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ' παραλλη- 
λόγραμμον ΑΡΜΠῚ γίνεται μέγιστον ὅταν ἡ κορυφή του Μ εἶναι τὸ 
μέσον τῆς βάσεως ΒΓ. 

Τὸ θεώρημα τοῦτο ἐδόθη ἤδη ὡς ἐφαρμογὴ τῆς ἡρρδου τῆς 
ἀναγωγῆς τῶν τεταγμένων (5 201) καὶ συνάγεται ἐπίσης ἐξ ἑνὸς προ- 
βλήματος (203, δ, Παρ᾽σις), λυθέντος διὰ τῆς ἀλγεβρικῆς μεϑόϑου. 

Ἐπειδὴ τὴν πρόταοιν αὐτὴν θὰ χρησιμοποιήσωμεν πολὺ συχνά, 
θὰ ἀναφέρωμεν ἀκόμη μερικὰς παρατηρήσεις ἐπ᾽ αὐτῆς. 


πρόβλημα 


8628. ἙὺῤΠς τυχὸν τρίγωνον νὰ ἐγγραφῇ τὸ μέγιστον ὁρϑογώνιον. 
Δύο τῶν κορυφῶν τοῦ ὀρθογωνίου ὀφείλουν νὰ εὑρίσκωνται ἐπὶ τῆς 
βάσεως τοῦ τριγώνον καὶ αἱ ἄλλαι δύο ἐπὶ τῶν ἄλλων πλενρῶν του. 


1) Σχῆμα (αὶ Διὰ τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΒΑΓ, τοῦ ὁποίου 
δύο πλευραὶ ΑΒ, ΑΓ δόνανται νὰ εἶναι ἄνισοι, τὸ μέγιστον ὀρθο- 
γώνιον ἐρίζεται διὰ τοῦ μέσου Μ τῆς ὑποτεινούσης. Τὸ ἐμβαδὸν 
αὐτοῦ εἶναι 


(ΑΡΜΠ) -- ΣΕ (ΑΒΓ). 


2) Σχῆμα (β). Κατὰ τὸ θεώρημα τὸ ἀναφερόμενον εἰς τὴν ἀνα- 
γωγὴν τῶν τεεσυξε νον (6 201), τὸ μέγιστον παραλληλόγραμμον 
ΑΛΜΠ ὁρίζεται διὰ τοῦ μέσου Μ τῆς ΒΓ. Δυνάμεθα ἄλλωστε 
καὶ ἀπ’ εὐθείας νὰ ἐπαληθεύσωμεν ὅτι ᾿ 


(λΑΜμη)-- «ἢ (ἈᾺΒΓ), 


ὡς συνάγεται καὶ ἐκ τῆς προτάσεως τῆς 6 20]. ᾿Επειδὴ δὲ τὸ ὀρ- 
θογώνιον ῬΜΠΣ εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸ παραλληλόγραμμον 
αὐτό, ἕπεται ὅτι, διὰ τὸ τυχὸν τρίγωνον, τὸ μέγιστον ὀρθογώνιον 
ἔχει ὡς δύο κορυφὰς τὰ μέσα δύο πλευρῶν τοῦ τριγώνου. 
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Ἡ ἐπιφάνειά του εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς τοῦ τριγώνου. 

Φέροντες τὸ ὕψος ΒΗ, θὰ ἠδυνάμεθα νὰ παρατηρήσωμεν ὅτι, 
σύμφωνα μὲ τὴν πρώτην περίπτωσιν, τὸ ὀρθογώνιον ΗΣΠΙῚ εἶναι 
τὸ μέγιστον διὰ τὸ τρίγωνον ΑΗΒ καὶ ἴσον πρὸς τὸ ἥμισυ αὐτοῦ. 

᾿Αναλόγως, τὸ ΗΡΜῚΙ εἶναι τὸ μέγιστον διὰ τὸ τρίγωνον ΗΓΒ 
καὶ ἴσον πρὸς ἥμισυ πάλιν αὐτοῦ: ἑπομένως, τὸ ὀρθογώνιον 
ΡΜΠΣ εἶναι τὸ μέγιστον διὰ τὸ ΑΒΓ καὶ ἴσον πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ 
τριγώνου αὐτοῦ. 

3) Σχῆμα (γ). Εἰς τὸ αὐτὸ ἀποτέλεσμα καταλήγομεν καὶ δι΄ ἄλ- 
λης μεθόδου, πολὺ χρησίμου διὰ τὰ σχήματα τὰ ἐγγεγραμμένα 


εἰς ἀπό ὴς μὲ εὐθυγράμμους διαμέτρους. Φέρομεν τὴν διάμε- 
οον ΒΝ (Σχ. (γ)) καὶ τὰς παραλλήλους ΜΕ καὶ ΠΖ. “Ἕκαστον 
τῶν παραλληλογράμμων ΝΕΜΘ, ΖΝΘΗ, τὰ ὁποῖα εἶναι ἴσα με- 
ταξύ τῶν, εἶναι τὸ μέγιστον διὰ τὸ ἀντίστοιχον τρίγωνον’ καὶ 
ἐπειδὴ τὸ ὀρθογώνιον ΡΜΠΣ εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸ παραλ- 
ληλόγραμμον ΖΕΜΠ, ἕπεται ὅτι τὸ ὀρθογώνιον τοῦτο εἶναι τὸ 
μέγιστον. 


Παρατηρήσεις. 1) Θεωροῦντες διαδοχικῶς ὡς βάσει. τῶν ὀρθο- 
γωνίων τὰς τρεῖς πλευρὰς τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, λαμβάνομεν τρία 
μέγιστα ὀρθογώνια ἐγγεγραμμένα' εἰς αὐτό. Ταῦτα εἶναι ἰσοδύ- 
ναμα’ ἐπειδὴ τὸ ἐμβαδὸν ἑκάστου εἶναι ἴσον μὲ τὸ ἥμισυ τοῦ ἐμ- 
βαδοῦ τοῦ τριγώνου. 

2 Τὰ τρίγωνα τὰ περιγεγραμμένα εἰς τὸ ὀρθογώνιον (Σχ. α) 
καὶ ἔχοντα τὸ αὐτὸ ὕψος, ἔχουν ἐπίσης καὶ τὴν αὐτὴν βάσιν, ἴσην 
πρὸς Ζ2ΜΠ. Ταῦτα εἶναι ἰσοδύναμα μεταξύ τῶν καὶ ἀντιστοιχοῦν 
εἰς τὸ ἐλάχιστον περιγεγραμμένον τρίγωνον (5 351). 


δ ΠΙ. Μεταβλητὴ ϑεωρουμένη ὡς σταϑερὰ 


368. Κατὰ τὴν ἀναζήτησιν τοῦ μεγίστου ἢ ἐλαχίστου ἑνὸς με- 
ταβλητοῦ μεγέθους εἶναι δυνατόν, ὅπως τοῦτο ἐμφανίζεται ὡς συ- 
νάρτησις περισσοτέρων τῆς μιᾶς ἀνεξαρτήτων μεταβλητῶν. Εἰς 
τὴν περίπτωσιν αὐτὴν δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν πρὸς στιγμὴν τὸ 
μέγεθος ὡς συνάρτησιν μιᾶς μόνον ἐκ τῶν μεταβλητῶν τούτων 
καὶ τὰς ἄλλας ὡς ἐχούσας σταθερὰς τιμὰς [ὡς παραμέτρους]. 
Ζητοῦμεν ἀκολούθως τὰ σχετικὰ πρὸς τὴν μεταβλητὴν ταύτην, 
μόνον, ἀκρότατα τοῦ μεγέθους καὶ προσπαθοῦμεν κατόπιν νὰ 
συναγάγωμεν συμπεράσματα ἐπὶ τοῦ μεγίστου ἢ ἐλαχίστου αὐτοῦ͵ 
θεωρουμένου πλέον ὡς συναρτήσεως τοῦ συνόλου τῶν μεταβλητῶν 
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πρόβλημα 


964. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς ἡμικύχλιον τετράπλευρον, ἔχον ὡς μίαν πλευ- 
ράν τὴν διάμετρον τοῦ ἡμικυκλίου καὶ ἐπιφάνειαν μεγίστην. 


"Ἔστω ΑΕΓΒ τυχὸν ἐκ τῶν τετραπλεύρων τούτων. Ἂν ὑποθέ- 
σῶμεν τὴν πλευρὰν αὐτοῦ ΒΓ ὡς σταϑθεράν, αἱ μεταβολαὶ τῆς 
ἐπιφανείας του θὰ ἐξαρτῶνται ἐκ τῶν 
θέσεων μόνον τῆς κορυφῆς Ε ἐπὶ τοῦ 
τόξου ἌΕΔΓ. 

Τὸ μέγιστον ὅμως τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ 
τριγώνου ΑΕΓ λαμβάνεται διὰ θέσιν 
τοῦ Ε συμπίπτουσαν πρὸς τὸ μέσον Δ 
τοῦ τόξου ΑΓ, ἐπειδὴ τότε τὸ ὕψος ΕΖ 
γίνεται ἴσον πρὸς τὸ βέλος ΔΗ τοῦ 
τόξου τούτου καὶ 


ΕΖ « ΔΗῆ. 


Τὸ σχετικόν, ἑπομένως, μέγιστον ἀπαιτεῖ 
ὅπως δύο τῶν πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου, αἱ ΑΔ καὶ ΔΓ, εἶναι ἴσαι πρὸς 
ἀλλήλας. 

Διὰ τὸν ἴδιον λόγον, θὰ πρέπει ὅπως ἡ κορυφὴ Γ εἶναι τὸ μέ- 


Σχ. 2486. 


΄- 
σον τοῦ ΔΙΒ' τὸ μέγιστον κατὰ συνέπειαν τετράπλευρον ϑὰ πρέπει νὰ ἔχῃ 
τὰς τρεῖς μεταβλητὰς πλευράς του ἴσας. 


Παρατηρήσεις. 1) Τὸ μεγιστον τετραπλεύροΥ ΑΔΓΒ εἶναι τὸ 
ἥμισυ τοῦ κανονικοῦ ἐγγεγραμμένου ἐξαγώνου. 

2) Οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ σταθερὰ χορδὴ ΑΒ, τὸ μέγιστον 
τετράπλευρον ἔχει τὰς τρεῖς μεταβλητὰς πλευρὰς ἴσας. 

θ) Κατὰ τὸν ἴδιον τρόπον ἀποδεικνύεται, ὅτι, ἐκ τῶν ἐγγεγραμ- 
μένων εἰς περιφέρειαν τριγώνων, τὸ ἰσόπλευρον εἶναι τὸ μέγιστον. 


Θεώρημα 


366. Ἔκ τῶν πολυγώνων, τῶν ἐγγεγραμμένων εἰς δοϑεῖσαν περιφέ- 
ρειαν καὶ τοῦ αὐτοῦ πλήϑους πλευρῶν, τὸ κανονικὸν εἶναι τὸ μεγίστης 
ἐπιφανείας. 

᾿Επειδή, ἂν δύο διαδοχικαὶ τῶν πλευρῶν του, αἱ ΑΒ καὶ ΒΓ, 
δὲν ἦσαν ἴσαι, θὰ ἠδυνάμεθα νὰ αὐξήσωμεν τὴν ἐπιφάνειαν τοῦ 
πολυγώνου, λαμβάνοντες διὰ κορυφὴν Β αὐτοῦ τὸ μέσον τοῦ τό- 
ξου ΑΓ. Εἶναι, ἑπομένως, ἴσαι δύο τυχοῦσαι 
διαδοχικαὶ πλευραὶ τοῦ μεγίστου πολυγώ- 
νου καὶ τοῦτο κανονικόν. 


Θεώρημα 
866. "Ἐκ δύο χανονικῶν πολυγώνων ἐγγεγραμ- 


μένων εἰς τὸν αὐτὸν κύκλον, τὸ ἔχον μεγαλύτερον 
πλῆϑος πλευρῶν εἶναι τὸ μεγαλυτέρας ἐπιφανείας. 


Σχ. 441. 


Ἔστω, πράγματι, τετράγωνον ΑΒΓΔ. 

Τὸ πεντάγωνον ΑΕΒΓΔ εἶναι μεγαλύτερον τοῦ τετραγώνου, 
ὡς δὲ ἀπεδείχθη προηγουμένως, τὸ κανονικὸν πεντάγωνον εἶναι 
μεγαλύτερον τοῦ πενταγώνου τούτου. Εἶναι ἑπομένως τὸ κανονι- 
κὸν πεντάγωνον μεγαλύτερον τοῦ τετραγώνου κλπ. 
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Πρόβλημα 


967. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς ἡμιπεριφέρειαν τετράπλευρον, ἔχον ὡς μίαν 
πλευρὰν τὴν διάμετρον τῆς ἡμιπεριφερείας καὶ περίμετρον μεγίστην. 


Θεωροῦντες, ὡς καὶ προηγουμένως, τὴν πλευρὰν ΒΓ ὡς στα- 
θεράν, παρατηροῦμεν ὅτι αἱ μεταβολαὶ τῆς περιμέτρου τοῦ σχήμα- 
τος ἐξαρτῶνται ἐκ τοῦ ἀθροίσμα- 
τος ἈΕ, ἜἝΈΕΓ τῶν δύο ἄλλων ἐ 
πλευρῶν αὐτοῦ ἢ τοῦ ἡμίσεος 
αὐτοῦ ΕΖ -Ἐ ΕΘ. 

᾿᾽Ας φέρωμεν τὴν ἐφαπτομένην 
1ΔΙ΄ εἰς τὸ μέσον Δ τοῦ τόξου 
ΑΝ. Γνωρίζομεν ὅτι, δι᾽ ἕκαστον 
σημεῖον τῆς βάσεως [1΄ τοῦ ἰσο- 
σκελοῦς τριγώνου ΙΟ!΄, τὸ ἄθροι- 
σμα τῶν καθέτων ἐπὶ τὰς ἴσας 
πλευρὰς αὐτοῦ εἶναι σταθερόν. 


Αρα 
ΔΗ - ΔΔΑ»ΕΖΞΈΕΘ, 


ἀφοῦ τὸ σημεῖον Ε εἶναι ἐϑῶτερ - Σχ. 848. 
κὸν τοῦ τριγώνου 1Ο]᾽ (88 339,340). 

᾿Επομένως ΔΜ-ἘΔΝ»ΑΕ-ΈΕΕΓ. 

᾿Αλλὰ τὰ τόξα ΑΕΓ, ΜΔΝ εἶναι ἴσα’ διὰ δύο τόξα, λοιπόν, 
τῶν ὁποίων τὸ ἄθροισμα εἶναι σταθερόν, τὸ ἄθροισμα τῶν χορ- 
δῶν των γίνεται μέγιστον ὅταν ταῦτα καταστοῦν ἴσα. 

Καὶ κατὰ συνέπειαν, τὸ ἐγγεγραμμένον τετράπλευρον ἔχει μεγίστην τὴν 
περίμετρον ὅταν αἱ τρεῖς μεταβληταὶ πλευραί του εἶναι ἴσαι, δηλ. ὅταν 
τοῦτο εἶναι πάλιν τὸ ἥμισυ τοῦ ἐγγεγραμμένου κανονικοῦ ἑξα- 
γώνου (8 354). 

Παρατήρησις. Ι(ατ᾽ ἀνάλογον τρόπον ἀποδεικνύεται, ὅτι, ἀκ τῶν 
ἐγγεγραμμένων εἰς περιφέρειαν κανονικῶν πολυγώνων, τοῦ αὐτοῦ 
πλήθους πλευρῶν, τὸ μεγίστης περιμέτρου εἶναι τὸ κανονικόν. 


Πρόβλημα 

8568. Νὰ εὑρεϑῇ σημεῖον εἰς τὸ ἐσωτερικὸν τριγώνου τοιοῦτον, ὥστε 
τὸ ἄϑροισμα Σ, τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τῶν τριῶν 
κορυφῶν τοῦ τριγώνου, νὰ εἶναι ἐλάχιστον. 

Ὑποθέσωμεν ὅτι τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν τρημάτων 
ΘΑ καὶ ΘΓ εἶναι σταθερόν. 

Γνωρίζομεν ὅτι ὁ τόπος τῶν σημείων Β 
Θ εἶναι περιφέρεια, ἔχουσα ὡς κέν- 
τρον τὸ μέσον Δ τῆς πλευρᾶς ΑΓ’ 
ἐπειδὴ ἐκ τοῦ θεωρήματος τοῦ τετρα- 
γώνου τῆς διαμέσου ἔχομεν 


ΑΘ'»- ΓΘν--2..Δ»..2.ΔΘ5. 


ΑΙ μεταβολαὶ τοῦ ἀθροίσματος Σ Δ Δ ᾿ 
ἐξαρτῶνται ἐκ τῆς θέσεως τοῦ σημείου 
Θ ἐπὶ τῆς περιφερείας ταύτης. ᾿Επειδὴ 
δὲ ἡ μικροτέρα ἀπόστασις τῆς κορυφῆς 
Β ἀπὸ τῆς περιφερείας ἀντιστοιχεῖ εἰς 
θέσιν τοῦ σημείου Θ ἐπὶ τῆς διακέντρου ΒΔ, ἕπεται ὅτι, διὰ τὸ 


Σχ. 249. 


ἐλάχιστον τοῦ ἀθροίσματος Σ, τὸ σημεῖον Θ θὰ πρέπει νὰ εὑρί- 
σκέται ἐπὶ τῆς διαμέσου ΒΔ. 

“Ὅμοιοι συλλογισμοὶ μᾶς πείθουν ὅτι τὸ σημεῖον Θ διὰ τὸ ἐλά- 
χιστον Σ θὰ πρέπει νὰ εὑρίσκεται καὶ ἐπὶ τῆς διαμέσου ΑΕ. Ἥτοι, 
τὸ σημεῖον τομῆς τῶν διαμέσων τοῦ τριγώνου δίδει τὸ ἐλάχιστον ἄϑροισμα Σ. 


Παρατήρησις. Δι᾿ ἑνὸς εὐκόλου ὑπολογισμοῦ λαμβάνομεν: 


ΘΑ"... 68... 6 Γ:-- ΑΒ’ ἜΒΓ' ἜΓΑΝ, 


δ᾽ ΨΜ. Χρῆσις τῆς ἐφαπτομένης 


360. Δοθεισῶν δύο εὐθειῶν ΟΧ, ΟΥ̓ καὶ τυχούσης καμπύλης 
(σχ. 250), δυνάμεθα νὰ ζητήσωμεν τὸ μέγιστον ἢ ἐπεμομεμε παραλλη- 
λόγραμμον, ἐκ τῶν σχηματιζομένων δι’ ἀγωγῆς ἐκ τῶν διαφόρων 
σημείων τῆς καμπύλης εὐθειῶν παραλλήλων πρὸς τὰς ΟΧ, ΟΥ̓́ ἢ, 
ὅπερ τὸ αὐτό, τὸ μέγιστον ἢ ἐλάχιστον ἐκ τῶν τριγώνων ΜΟΝ, 
τῶν ὀριζομένων ὑπὸ ἐφαπτομενης ΜΝ τῆς καμπύλης. 

Ἑὶς πάσας τὰς δυνατὰς περιπτώσεις, τὸ μέγιστον ἢ ἐλάχιστον παρέ- 
χεται δι’ ἐξαπτομένης ΜΓΝ, διαιρουμένης εἰς δύο ἴσα μέρη ὑπὸ τοῦ 
σημείον ἐπαφῆς Γ. 

Παρατήρησις, Ἢ ἀνωτέρω ὑποδεικνυομένη λύσις εἶναι γενική᾽" 
θὰ πρέπει ἐν τούτοις νὰ ἔχωμεν ὑπ᾽ ὄψιν ὅτι τὸ πρόβλημα τῆς 
ἀγωγῆς τῆς ἐν λόγῳ ἐφαπτομένης δὲν εἶναι πάντοτε ἐπιλύσιμον 
διὰ τοῦ γνώμονος καὶ διαβήτου (8 317, β). 


Πρόβλημα 


960. Δίδονται καμπύλη καὶ δύο εὐθεῖαι᾽ ποῖον τὸ μέγιστον ἐγγε- 
Ὑραμμένον παραλληλόγραμμον ; 


Φέρομεν ἐφαπτομένην ΜΓΝ, ὥστε τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Γ νὰ 
εἶναι τὸ μέσον τῆς ΜΝ: τὸ παραλ- 
ληλόγραμμον ΟΡΓΠ εἶναι τὸ μέγι- 
στον. Πράγματι: 


1η ᾿Απόδειξις. Διὰ πᾶν ἄλλο ση- 
μεῖον Θ, ἔχομεν 
ΟΣΘΛ «ΟΚΗΛ' 
ἀλλὰ εἶναι 
ο ἹΡΣΕΕΜΧ ἃ ΟΚΗΛ «ΟΡΓΠ, (8 351) 


ἘτΟΞΌ. ἐς ΟΣΘΛ «Οργπ. 
3α ᾿Απόδειξις,. Διὰ τοῦ σημείου Θ φέρομεν παράλληλον ἘΖ 
Ἐρν τὴν ΜΝ' θὰ ἔχωμεν ΔΕ --ΔΖ, ἀφοῦ τὸ Δ εἶναι μέσον τῆς 
' ΟΣΘΑ «ΟἰΔί΄. (8 35) 
"Αλλὰ ΟΙΔΙ’ ζΟΡΓΠ' 
ἄρα ΟΣΘλΛςφοργη. 
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Παρατήρησις. Αἱ ἀνωτέρω ἀποδείξεις ἰσχύουν ὑπὸ τὴν προῦὔπό- 
θεσιν ὅτι, ἡ καμπύλη εἰς τὴν γειτονιὰν τοῦ σημείου Γ περιέχεται 
μεταξὺ τῆς ἐφαπτομένης καὶ τῶν ἀξόνων ΟΧ, ΟΥ̓. 


Θεώρημα 


961. "Ἐὰν δύο καμπύλαι ΑΒ, ΓΔ στρέφουν τὰ κοῖλα των πρὸς ἕν 
καὶ τὸ αὐτὸ σημεῖον Ο τοῦ εὐθδυγράμ- 
μου τμήματος ΑΓ᾽, τοῦ συνδέοντος δύο 
σημεῖα τῶν χαμπύλων, τὸ μέγιστον ἐγ- 
γεγραμμένον ὀρθογώνιον ῬΜΝΠ εἶναι 
τὸ ὁριζόμενον ὑπὸ ἐφαπτομένων ἘΜΖ, 
ΖΝΣ, διαιρουμένων εἰς δύο μέρη ἴσα 
διὰ τῶν οημείων ἐπαφῆς Μ καὶ Ν. 


Τὸ ὀρθογώνιον πράγματι ΡΜΝΠ 
εἶναι τὸ μέγιστον ἐκ τῶν ἐγγραφο- 
μένων εἰς τὸ τρίγωνον ἘΖΣ' διὰ 
πᾶν ἄλλο, ἑπομένως, ἐγγεγραμμέ- 
νον εἰς τὰς καμπύλας ὀρθογώνιον, 
θὰ συμβαίνῃ 


ΙΘΚΛ «19 Κ΄ Λ΄ «ΝΜΡΠ. 
πρόβλημα τοῦ Νεύτωνος 


362, Ἑϊς δοϑὲν τμῆμα δοϑείσης καμπύλης νὰ ἐγγραφῇ τὸ μεγίστον 
ἐμβαδοῦ ὀρϑογώνιον. 


Θὰ πρέπει νὰ περιγράψωμεν εἰς τὴν δοθεῖσαν καμπύλην γω- 
νίαν ΕΖΣ οὕτως, ὥστε τὰ σημεῖα ἐπαφῆς, Μ, Ν νὰ εἶναι μέσα 
τῶν πλευρῶν ΕΖ, ΖΣ. 


Παρατηρήσεις. 1) Δυνάμεθα νὰ ἀχθῶμεν εἰς τὴν λύσιν τοῦ προ- 
δλήματοι τούτου “ἷς διὰ, μεθόϑων ἀρκετὰ στοιχειωδῶν͵ τοῦ ᾿Απει- 
ροστικοῦ Λογισμοῦ. 

Βλ. Ρ. ϑεγγεί, δ.9 Μέϊμοάοβ πὶ σέονπδίτίε, σ. 105). 

) ᾿Ιδοὺ μερικαὶ ἐφαρμογαὶ ἐπὶ τῆς χρήσεως τῆς ἐφαπτομένης : 


Πρόβλημα 


369. Εἰς δοϑεῖσαν περιφέρειαν νὰ ἐγγραφῇ τὸ μέγιστον ἰσοσκελὲς 
τρίγωνον. 

Γνωρίζομεν ἤδη (8 354, παρίσις 3)), 
ὅτι τὸ μέγιστον τρίγωνον εἶναι τὸ ἰσό- 
πλευρον. Εἰς τὸ αὐτὸ συμπέρασμα φθά- 
νομεν καὶ διὰ τῆς χρησιμοποιήσεως τῆς 
ἐφαπτομένης. 

᾿Αρκεῖ νὰ θεωρήσωμεν τὸ ἥμισυ τοῦ 
σχήματος, τὸ περ χϑμένον μεταξὺ τῆς 
ἐφαπτομένης ΑΧ καὶ τῆς καθέτου ΑΥ̓͂. 
ππις “φαπτομενη αὐ τοιαύτη ὥστε 

ἘΞΞ , ἀπαντᾷ εἰς τὸ πρόβλημα. 
᾿Επειδὴ τὸ ὀρθογώνιον ΑΡΓΠ αὐγαὶ πᾶς ΔΒ Στ τῶν πο ας 
στον (δ 360), αἱ δὲ ἐφαπτόμεναι ΜΑ, Σχ. 52. 

Γ ἴσαι, ὡς ἀγόμεναι ἐκ τοῦ αὐτοῦ 
σημείου πρὸς τὴν περιφέρειαν. Ἄρα ΛΜ-- ΜΝ. 
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Πρὸς τούτοις, τὸ τρίγωνον ΑΒΓ γίνεται μέγιστον συγχρόνως, 
προφανῶς, μετὰ τοῦ διπλασίου τοῦ οθογωνίου ΡΓΒΣ' ἡ δὲ διά- 
μεσος ΑΓ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΜΑΝ εἶναι ἴση πρὸς 


ΓΜΞΞΑΜ-Ξ.ΒΓ. 


'Ἑπομένως, ἐκ τῶν ἐγγεγραμμένων τριγώνων εἰς τὴν περιφέ- 
ρειαν, τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ εἶναι τὸ μέγιστον. 


Παρατήρησις. Ἢ ἐφαπτομένη ΜΓΝ, ἡ δισιρουμένη εἰς δύο ἴσα 
μέρη ὑπὸ τοῦ σημείου ἐπαφῆς Γ, ὁρίζει ἐπίσης καὶ τὸ ἐλάχιστον 
περιγεγραμμένον τρίγωνον, ὡς θὰ ἀποδείξωμεν μετ᾽ ὀλίγον (δ 367). 


πρόβλημα 


864. Ἑὶϊς κυκλικὸν τομέα ΑΟΒ, ἢ τμῆμα ΕΘΖ. νὰ ἐγγραφῇ τὸ μέ- 
γιστον ὀρθογώνιον. 


Εἶναι φανερὸν ὅτι ἀρκεῖ νὰ ἐπιληφθῶμεν τοῦ ἡμίσεος τοῦ 
σχήματος. 

1) Διὰ τὸν τομέα, φέρομεν τὴν ΜΓΝ, ἐφαπτομένην τοῦ τόξου 
ΑΔ εἰς τὸ μέσον του Γ᾽ καὶ 
διαιρουμένην ὑπ’ αὐτοῦ εἰς 
δύο ἴσα μέρη. 

Τὸ ὀρθογώνιον ΠΡΓΠ΄ εἴ- 
ναι ἩΔΎΥΤΟΥ διὰ τὸ τρίγω- 
νον Ν. 

Τὸ ΠΡΗΛ εἶναι μέγιστον 
διὰ τὸ ΠΜΟ τρίγωνον. 

Ἑπομένως, τὸ ΛΗΓΠ’ εἶναι 
μέγιστον διὰ τὸ τρίγωνον 
ΟΜΝ: ἐπειδὴ δὲ τὸ σημεῖον 
Γ εἷναι τὸ μόνον σημεῖον 
τῆς περιμέτρου τοῦ τριγώ- 
νοῦ τούτου τὸ ἀνῆκον καὶ εἰς 
τὸ τόξον ΑΔ, εἶναι φανερὸν 
ὅτι, κατὰ μδέζονα λόγον πᾶν 
ἄλλο ὀρθογώνιον, μὲ δύο κο- 


᾿ ρυφὰς ἐπὶ τοῦ τόξου καὶ τῆς 
Σχ. 258. ΟΑ, θὰ εἶναι μικρότερον τοῦ 
ΛΗΓΠ΄. 


2) Διὰ τὸ κ. τμῆμα, θὰ πρέπει νὰ φέρωμεν ἐφαπτομένην [Η|Ζ 
εἰς τρόπον, ὥστε τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Ἡ νὰ εἶναι τὸ μέσον τοῦ 
τμήματος [Ζ Ὃ ὑπολογισμὸς τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ ὀρθογωνίου ΟΥ̓ 
τᾶται ἐκ τοῦ μήκους ΟΖ τοῦ ὀρίζοντος τὴν ἐφαπτομένην (8 312). 

Ἔστω ΟΑ -Ξ᾿ καὶ ΟΣ --α. Θὰ ἔχωμεν: 


Ηκ-- πο ΠΟΘ ῸΣ (8 312, τύπος ἢ) 


ἠηρε Ξ ΞΕ το’. αὙα τ τοι, (τόπος 2) 


Ε-Ξ2ΤΗ ΗΚ -- ΞΞ.ἘΤΕΡΈΘΡ Ἵ[--5. Φ' αὐ τ ενο, 
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Πρόβλημα 


966. ἙΠ- δοϑὲν τμῆμα νὰ ἐγγραφῇ τὸ μέγιστον τραπέζιον. 

Τὸ τραπέζιον θὰ ἔχῃ ὡς βάσεις τὴν χορδὴν τῆς καμπύλης 
-- βάσιν τοῦ τμήματος καὶ χορδὴν αὐτοῦ παράλληλον πρὸς τὴν 
βάσιν του. 

Ἢ πολὺ ἀπλῆ λύσις τὴν ὁποίαν θὰ δώσωμεν, εὐκόλως ἐφαρμό- 
ζεται καὶ εἰς πάσας τὰς καμ- 
πύλας, αἵτινες ἔχουν εὐθύ- 
γραμμον διάμετρον ὡς γεωμ. 
τόπον τῶν μέσων χορδῶν αὖ- 
τῶν παραλλήλων πρὸς τὴν βά- 
οιν τοῦ τμήματος. 

"Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυ- 
νον ΟΛ ἡ διάμετρος, ἡ 

ιαιροῦσα εἰς δύο μέρη ἴσα 
τὰς παραλλήλους πρὸς τὴν 
ΑΒ χορδὰς καὶ ΑΘΝ παραλς 
ληλος πρὸς τὴν ΟΔΛ. Θὰ ἔχω- 
μεν ΑΟ-Ξ-ΟΒ, ΔΗ -ΞΗΓ καὶ 
ἑπομένως ΑΖ -Ξ ΕΒ. 

ὰἁ τρίγωνα ἄρα ΑΘΔ, 
ΓΒΕ, εἶναι ἰσοδύναμα, ὡς ἔχοντα ἴσας βάσεις καὶ ἴσα ὕψη, τὸ δὲ 
τραπέξιον ΑΒΓΔ ἰσοδύναμον πρὸς τὸ παραλληλόγραμμον ΑΕΓΘ. 
᾿Επειδὴ δὲ τὸ τελευταῖον τοῦτο γίνεται μέγιστον, ὡς εἴδομεν, διὰ 
κορυφὴν Γ συμπίπτουσαν πρὸς τὸ μέσον τοῦ ἐφαπτομένου τμήμα- 
τος ΜΓΝ, ουνάγομεν ὅτι καὶ τὸ τραπέζιον γίνεται μέγιστον διὰ 
τὴν ἰδίαν θέσιν τῆς κορυφῆς του Γ. 

Σημείωσις. Διὰ τὴν ἀναλυτικὴν λύσιν τοῦ ζητήματος, ὅταν τὸ 
δοθὲν τμῆμα εἶναι παραβολικόν, βλ. Νοιιυεὶ 685 πη. ἀε8 Μαϊβόνπα- 
ἐΐφυιε9, 1879, ν». 379. λύσις ὑπὸ 162 καὶ Μοτεῖ - Β]Δης. 


Πρόβλημα 


366. Δίδεται καμπύλη ἔχουσα κέντρον καὶ διαμέτρους εὐδυγράμ- 
μους. Νὰ ἀχϑῇ χορδὴ 
αὐτῆς ΒΓ, παράλληλος 
πρὸς δοθεῖσαν διεύϑυν- 
σιν χΥ, εἰς τρύπον, 
ὥστε τὸ τετράπλευρον 
ΑΒΓΔ, τὸ ἔχον ἀπέ- 
ναντι πλευρὰς τὴν χορ- 
δὴν ΒΓ καὶ δοϑεῖσαν 
διάμετρον ΔΑ, νὰ ἔχῃ 
τὸ μέγιστον ἐμβαδόν. 


Ὑποθέσωμεν τὸ 
πρόβλημα λελυμένον. 

Διὰ τοῦ κέντρου 
Ο φέρομεν τὴν διά- 
ὙΕΊΡΟΥ ΟΜ, παράλ- 
λον πρὸς τὴν χΥ, 
καὶ προβάλλομεν ἐπ᾿ 
αὐτῆς τὰς κορυφὰς Α καὶ Δ, παραλλήλως πρὸς τὴν συζυγὴ τῆς 
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Ἐξ; ϑισθρίρον ΛΟΛ’, κατὰ τὰ σημεῖα Ε καὶ Ζ. Θὰ ἔχωμεν 

᾿Ακολούθως, φέρομεν τὰς διαμέτρους ΒΟΒ’, ΓΟΓ΄-: αἱ χορδαὶ 
ΒΓ΄', ΓΒ’ εἶναι παρ λλῆκρι πρὸς τὰς προβαλλούσας ΑΕ, ΔΖ, τὸ 
δὲ σχῆμα ΑΒΓΔΒ΄Γ΄Α ἰσοδύναμον πρὸς τὸ ΕΒΓΖΒ΄ ΓΈ: ἐπειδὴ τὰ 
τρίγωνα, ὡς τὰ ΓΖΒ’ καὶ ΓΔΒ, εἶναι ἰσοδύόναμα. 

Γίνεται λοιπὸν τὸ τετράπλευρον ΑΒΓΔ μέγιστον ὅταν γίνῃ μέ- 
γιστον τὸ ἰσοδύναμον πρὸς αὐτὸ τραπέζιον ΕΒΓΖ. Καὶ ἐπειδή, 
κατὰ τὴν προηγουμένην ἄσκησιν, τὸ μέγιστον τοῦ τραπεζίου τού- 
του λαμβάνεται δι᾽ ἀγωγῆς ἐφαπτομένης ΝΙΓΜ τοιαύτης, ὥστε 
ΜΓ -:-ΓΝ, ἕπεται ὅτι τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Γ μιᾶς τοιαύτης ἐφα- 
πτομένης εἶναι μία τῶν κορυφῶν τοῦ ζητουμένου τετραπλεύ- 
ρου ΑΒΓΔ. 


Σημείωσις. Διὰ τὴν ἀναλυτικὴν λύσιν, βλ. Ν. Α., 1879, σ. 425. 
Αἱ ἀναλυτικαὶ λύσεις, αἱ ὀφειλόμεναι εἰς τοὺς Ι,εΖΣ καὶ Μοτεῖ - 
Βίαης, εἶναι ἀπὸ πολλῶν ἀπόψεων ἐνδιαφέρουσαι. ᾿Αλλ᾽ εἶναι ἔκ- 
δηλος ἡ ἁπλότης καὶ κομψόεης τῆς γεωμετρικῆς λύσεως τὴν ὁποίαν 
ἐδώσαμεν ἀνωτέρω. 
Πρόβλημα 


967. Δίδονται δύο ἄξονες ΔΧ, ΔΥ καὶ καμπύλη τῆς ὁποίας ἧ κοι- 
λότης στρέφεται πρὸς τὸ μέρος ὅπου εὑρίσκεται ἡ ἀρχὴ Δ τῶν ἀξόνων. 
Ζητεῖται νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτομένη 

Ὑ, ΜΝ, δρίζουσα μετὰ τῶν ἀξόνων 


τὸ ἐλαχίστου ἐμβαδοῦ τρίγωνον. 
᾿ : Φέρομεν ἐφαπτομένην ΜΓΝ 
πτομένης καὶ τῆς ἀρχῆς Δ, 


τοιαύτην, ὥστε ΜΙΓ-ΞΓΝ’ λέγω 
ἊΝ 
Ἀκκο 
ὟᾺΟς πᾶσα δὲ ἄλλη εὐθεῖα [ΓΚ διὰ 
“ΟΝ Ὁ 
Χ Π 


εἶναι τὸ 
Πράγματι, ἡ καμπύλη πε- 
ριέχεται (33) μεταξὺ τῆς ἐφα- 


ὅτι τὸ ζητούμενον τρίγωνον 
ΜΔΝ, ῃ 

ς 

κὶὲ κι 
δι τοῦ Γ θὰ εἶναι τέμνουσα τῆς 
5 μ ἘΞ καμπύλης καὶ μικροτέρα τῆς 
Σχ- 2590, παραλλήλου πρὸς αὐτὴν ἐφα- 
πτομένης ΕΘΖ. ᾿Επειδὴ δὲ τὸ 
τρίγωνον ΜΔΝ εἶναι μικρότερον τοῦ ΔΙ (8 351) καί, κατὰ μεί- 
ζονα λόγον, τοῦ ΔΕΖ, ἔπεται ὅτι τὸ τρίγωνον ΜΔΝ εἶναι τὸ 


ἐλάχιστον. 
πρόβλημα 


368. Δίδονται δύο ἄξονες ΟΧ, ΟΥ̓ καὶ καμπύλη ἐφαπτομένη αὐτῶν. 
Νὰ μελετηϑοῦν κατὰ γενικὸν τρόπον τὰ μέγιστα καὶ ἐλάχιστα τῶν ἐμ" 
βαδῶν τῶν παραλληλογράμμων τοῦ σχήματος (μὲ μίαν κορυφὴν ἐπὶ τῆς 
παμπύλης), ὡς καὶ τῶν τριγώνων τῶν σχηματιζομένων ὑπὸ μιᾶς ἐφα- 
πτιομένης καὶ τῶν ἀξόνων. 

1) “Ὑπερβολὴ ἀναφερομένη εἰς τὰς ἀσνμπεώτους τῆς. 

Γνωρίζομεν ὅτι πᾶσα ἐφαπτομένη τῆς καμπύλης ταύτης διαιρεῖται 


82. Σημ. μετ. Κατὰ τὴν παρατήρησιν τῆς δ 360, 
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εἰς δύο μέρη ἴσα ὑπὸ τοῦ σημείου ἐπαφῆς (5175), ὡς καὶ ὅτι τὰ τρίγωνα 
ΜΟΝ, ΜΌΝ: κλπ. εἶναι ἰσοδύναμα (8 78)" ἐπειδὴ δὲ ἡ καμπύλη 
αὕτη ἐφάπτεται τῶν ἀσυμπτώ- 
τῶν κατὰ σημεῖα εἰς ἄπειρον 
ἀπόστασιν ἀπὸ τῆς ἀρχῆς, ἕπε- 
ται ὅτι διὰ τὰ ἐμβαδὰ τῶν ἐν 
τῇ ἐκφωνήσει σχημάτων δὲν 
θὰ ὑπάρχουν οὔτε μέγιστον 
οὔτε ἐλάχιστον. Πράγματι, 
(ΜΟΝ) --Γ( ΜΌΝ", 
(ΟΡΓΠ) --Ξ ΟΡ ΓΊΠ7) (5) 


Διὰ πᾶσαν ἄλλην καμπύ- 
λην, θὰ ὑπάρχῃ μέγιστον καὶ υ Ῥ ΗΙΡ “χα 
ἐλάχιστον, ἀναλόγως τῆς δι- Σ. 251. 
εὐθύνσεως τῶν κοίλων τοῦ 
θεωρουμένου τμήματος αὐτῆς. 
δε ροω 3) Τυχοῦσα καμπύλη (χ), ἐφαπτομένη τῶν ἀξόνων ἢ τέμνουσα 
αὐτούς. 

1) Ἢ ἐφαπτομένη ΜΓΝ (Σχ. 258), ἡ τοιαύτη ὥστε ΜΓ-Ξ-ΓΝ, 
δίδει τὸ μέγιστον παραλληλόγραμμον ΟΡ᾽ΓΠ’ καὶ τὸ ἐλάχιστον τρίγωνον 
ΜΑΟΝ (88 360 καὶ 367), ὅταν ἡ καμπύλη, εἰς τὴν γειτονιὰν τοῦ ση- 
μείου Γ, στρέφῃ τὰ κοῖλα τῆς πρὸς τοὺς ἄξονας. ν 

2) Ἢ ἐφαπτομένη ΕΘΖ, ἡ ἀγομένη ἐπὶ τὸ τμῆμα τῆς καμπύλης 


τὸ στρέφον τὰ κυρτὰ αὐτοῦ πρὸς τοὺς ἄξονας καὶ τοιαύτη ὥστε 
ΕΘ - 92, δίδει τὸ μέγιστον τρίγωνον βοχῇ ἀκα ᾿ ᾿: 
Θεωρήσωμεν πράγματι τὴν ὑπερβολήν, τὴν ἐφαπτομένην τ 
ΖΕ εἰς μὲ σημεῖον Θ (Σχ. 259) καὶ τῆς ὁποίας ΟΧ, Οὗ εἶναι αἱ 
ἀσύμπτωτοι. “Επειδὴ τὰ σημεῖα ἐπαφῆς αὐτῆς μι" τῶν ἀσυμπτώ- 
τῶν εὑρίσκονται εἰς ἄπειρον, ἡ καμπύλη αὕτη θὰ εὑρίσκεται ὁλό- 


43. Σημ. μετ. (ΟΡΓΠῚ -- "), (ΜῸΝ) -- 1), ((ὍΝ}-- (ΟΡΊ π΄). 
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κληρθὸ πρὸς τὰ δεξιὰ τοῦ κυρτοῦ πρὸς τοὺς ἄξονας τμήματος 
ΣΙΘΤ. 


᾿Αλλ᾽ ὡς εἴδομεν διὰ τὴν ὑπερβολήν, τὸ τρίγωνον ΟἘΕ΄Ζ΄, τὸ 
ὁριζόμενον ὑπὸ τῆς τυχούσης ἐφαπτομένης αὐτῆς, εἶναι ἰσοδύνα- 
μον πάντοτε πρὸς τὸ τρίγωνον 

ΟΕΖ. Ἂν λοιπὸν ΗΙΛ εἶναι τυ- 

ἸΩ χοῦσα ἄλλη ἐφαπτομένη τῆς καμ- 
πύλης (κ), εἶναι φανερὸν ὅτι θὰ 


ἔχωμεν 

ἐδὼ ΟΗΛ « ΟΕΖ, 
δηλ. ὅτι τὸ τρίγωνον ΟΕΖ εἶναι 
τὸ μέγιστον. 

᾿Αλλὰ καὶ τὸ παραλληλόγραμ- 
μον ΟΡΘΊΠ εἶναι ἐπίσης τὸ μέγι- 
στον ἐπειδὴ εἶναι ἰσοδύναμον 
πρὸς τὸ ΟΡ΄Θ΄ Π΄ (8 78), τὸ τε- 
λευταῖον δὲ τοῦτο εἶναι μεγαλύ- 
τερον ἐκείνου τοῦ ὁποίου ἡ κο- 
μφὴ εἶναι τὸ μέσον τῇ ΗΛ. 
Ἔρος ΘΝ ατὰ μείζονα ἑπομένως λόγον 
δΕΤΡΕ ἯἩτ' ΣΧ εἶναι μεγαλύτερον τοῦ παραλλη- 
Σχ. 250. λογράμμου μὲ κορυφὴν τὸ ση- 
μεῖον Ἰ. 

9570. Παρατηρησις. Αἱ προηγούμεναι ἀσκήσεις (88 367, 368, 369), 
λύουν κατὰ πολὺ ἁπλοῦν τρόπον τὰ προβλήματα ἐπὶ τῶν διαφό- 
ρων περιπτώσεων ἐγγραφῆς εἰς μίαν καμπύλην ὀρθογωνίου, πα- 
ραλληλογράμμου ἢ τριγώνου, ὡς καὶ τὸ πρόβλημα τοῦ ἐλαχίστου 
περιγεγραμμένου τριγώνου. 

Ἡ μόνη δυσκολία ἔγκειται εἰς τὴν δυνατότητα τῆς ἀγωγῆς ἐφαπτο- 
μένης διαιρουμένης εἷς δύο ἴσα μέρη ὑπὸ τοῦ σημείου ἐπαφῆς. 

Δι᾿ ἀρκετὰ μέγα πρίθμον περιπτώσεων γνωρίζομεν ἤδη τὴν λύ- 
σιν τοῦ ἘΡΟβλΝ μετὸς αὐτοῦ (8 310 ἕως 319)" δι᾽ ἐκείνας δὲ διὰ 
τὰς ὀποίας ἡ χρῆσις τοῦ κανόνος καὶ διαβήτου δὲν ἀρκεῖ διὰ τὴν 
γεωμετρικὴν λύσιν τοῦ προβλήματος ἡ ἀλγεβρική, ὡς καὶ ἡ τριγω- 
ψομετρικὴ μέϑοδος παύει νὰ εἶναι στοιχειώδης. 

Ἕν ἄλλο πλεονέκτημα τῆς γεωμετρικῆς μεθόδου εἶναι νὰ κα- 
θιστᾷ ἔκδηλον τὴν ἀναλογίαν πρὸς ἄλληλα ἑνὸς μεγάλου πλήθους 
ζητημάτών, τὰ ὁποῖα ἄλλως θὰ ἀπήτουν ἐξισώσεις καὶ ἀνάλυσιν 
ϑισφόρους, 

ἕλος, μὲ ἐλαφρὰς τροποποιήσεις, ἡ μέϑοδος τῆς ἐφαπτομένης 
ἐφαρμόζεται καὶ εἰς ζητήματα ἀναφερόμενα εἰς ὄγκους. 


ὃ». Μέγιστα καὶ ἐλάχιστα ὄγκων 


371. Διὰ τὴν λύσιν προβλημάτων ἀναφερομένων εἰς μέγιστα 
καὶ ἐλάχιστα ὄγκων, καταφεύγομεν εἰς τὰς γνωστὰς ἀλγεβρικὰς 
ἀρχὰς καὶ διὰ τῶν ὁποίων δυνάμεθα πολλάκις νὰ ὁδηγηθῶμεν εἰς 
πολὺ ἀπλᾶς γεωμετρικὰς ἀποδείξεις. 

Δυνάμεθα ἐπίσης νὰ χρησιμοποιῶμεν κατασκευὰς ἀναλόγους 
τῶν τῆς ᾿Επιπεδομετρίας. 


Πρόβλημα 


8572. Νὰ εὑρεϑῇ τὸ μεγίστον ὄγκου ὀρϑογώνιον παραλληλεπίπεδον, 
ἐκ τῶν ἐχόντων ἄϑροισμα τριῶν ἀκμῶν δοϑὲν μῆκος λ. 

"Εστωσαν κ, γ. 2 αἱ τρεῖς ἀκμαὶ τοῦ τυχόντος ἐξ αὐτῶν. Ὑπο- 
θέτοντες τὴν ἀκι ἦν Σ σταθεράν, θὰ ἔχωμεν ὡς ἄθροισμα τῶν δύο 
ἄλλων τὸ σταθερὸν μῆκος 


χΧΈνγΞλ--Ζ 


᾿Αλλὰ τὸ ὀρθογώνιον (χ, γΥ) γίνεται μέγιστον ὅταν χ-ο- γ. Θὰ 
πρέπει λοιπὸν τὸ μέγιστον παραλληλεπίπεδον νὰ ἔχῃ βάσιν τετρά- 
γωνον' καὶ ἐπειδὴ εἰς τὸ αὐτὸ ἀποτέλεσμα φθάνομεν οἰανδήποτε 
ἕδραν ἂν λάβωμεν ὡς βάσιν, ἕπεται ὅτι τὸ ζητούμενον μέγιστον πα- 
ραλληλεπίπεδον εἶναι ὁ κύβος. 


Παρατήρησις. Τὸ ἀνωτέρω ζήτημα δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς γεω- 
μετρικὴ ἀπόδειξις τῆς ἑπομένης ἀρχῆς: 


378. Πρώτη ἀρχή. Τὸ γινόμενον τριῶν ϑετιχῶν παραγόντων, τῶν 
ὁποίων τὸ ἄϑροισμα εἶναι σταϑερόν, γίνεται μέγιστον ὅταν οἱ τρεῖς πα- 
φάγοντες καταστοῦν ἴσοι μεταξύ των, ὑπὸ τὴν προὐπόθεοιν ὅτι ἡ ἰσό- 
της αὕτη εἶναι δυνατὸν νὰ ὑπάρξῃ (5). 

Ἔκ τῆς ἀρχῆς ταύτης ἕπεται ἡ ἑπομένη, ἀντίστροφος αὐτῆς : 


974. Δευτέρα ἀρχή. Διὰ δοθεῖσαν τιμὴν α' τοῦ γινομένου τριῶν 
ϑετιχῶν παραγόντων, τὸ ἄθροισμα αὐτῶν γίνεται ἐλάχιστον ὅταν οὗτοι 
καταστοῦν ἴσοι μεταξύ των, χ ΞΞΥ ΞΞ Σ-- α. 


πρόβλημα 


876. Ἔκ πάντων τῶν ὀρϑῶν παραλληλεπιπέδων, τῶν ἐχόντων ὡς 
βάσιν τετράγωνον καὶ ἄϑροισμα τῆς πλευ- ᾿ 
οᾶς τοῦ τετραγώνον καὶ τοῦ ὕψους σταϑε- 
οόν, ποῖον τὸ μέγιστον κατ᾽ ὄγκον; Ζ.σσ0000ννννίίωςς 


. 
; 
:, ! 
᾿ 


Ἔστω χ' τὸ ἐμβαδὸν τῆς βάσεως,ὮὨ .΄! 

Υ τὸ ὕψος καὶ χ-Γ γὺκεβϑλ τὸ σταθερὸν {ΠΤ ΤΠ ΐ 
ἄθροίσησι 

; γκος ἐκφράζεται διὰ τοῦ γινο- 
μένου χῦγ. 

Αν προεκτείνωμεν τὸ ὕψος γ-- ΒΔ 
κατὰ ἴσον μῆκος ΔΕ, λαμβάνομεν στε- 
ρεὸν ΒΖ διπλάσιον τοῦ ἀρχικοῦ 8Θ. 

Εἰς τὸ ἔστ τοῦ στερεοῦ ΑΓΕΖ 
ἀντιστοιχεῖ καὶ τὸ μέγιστον τοῦ ΑΓΔΘ: 
ἐπειδὴ δὲ τὸ ἄθροισμα τῶν ἀκμῶν τοῦ 
πρώτου στερεοῦ εἶναι σταθερόν. 


ΑΒ  ΒΓ-ΈΒΕ -- 2 (α -γ)ΞΞ 2λ, 


ἔπεται ὅτι τὸ στερεὸν ΒΖ γίνεται μέγιστον, ὅταν αἱ τρεῖς ἀκμαί 
του καταστοῦν ἴσαι: κατὰ συνέπειαν τὸ στερεὸν ΒΘ γίνεται μέ- 


ϑδά Σημ. μετ, Νικ. Μ. Σ. Α.. δ 225. 
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γιστον ὅταν ἡ πλευρὰ τῆς βάσεώς του εἶναι διπλασία τοῦ ὕψους, Ο ὅγ- 
κος τοῦ μεγίστου τούτου στερεοῦ εἶναι 


᾿ς 4λ᾽ 
27.» 
Ἔκ τῆς ἀσκήσεως ταύτης ποριζόμεθα τὴν ἀκόλουθον ἀρχήν : 


376. Τρίτη ἀρχή. ιἘὰν τὸ ἄϑροισμα δύο ϑετικῶν ἀριϑμῶν χ, Υ 
εἶναι σταϑερὸν λ, τὸ γινόμενον χΎ γίνεται μέγιστον διὰ τιμὰς τῶν χα 
καὶ γ ἴσας πρὸς τὰ μήκη τῶν τμημάτων, τὰ ἀνάλογα τῶν ἐκϑετῶν 3 
καὶ 1 ἀντιστοίχως, εἰς ἃ διαιρεῖται τὸ μῆκος λ. “ 


977. Τετάρτη ἀρχή. ᾿Αντιστρόφως, ἐὰν χ᾽ γ--α"', τὸ ἄϑροισμα χ-ΡΣ 
χίνεται ἐλάχιστον, ὅταν τὸ χα ληφθῇ διπλάσιον τοῦ γ. 


Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, τὸ γινόμενον 


Χ᾽Ὺ ΞΞ αὮ, γίνεται 458 --- αϑ 
ὁπότε: 


α 
γϑξετ- καὶ χα --- --- 
γ 71 


Πρόβλημα 


8578, "Ἐκ τῶν ὀρϑογωνίων παραλληλεπιπέδων τῶν ἐχόντων δοϑεῖσαν 
ὁλικὴν ἐπιφάνειαν 3α", ποῖον τὸ μέγιστον κατ᾽ ὄγχον ; 


“Ἔστωσαν χ, γ, ζαΐ ἀκμαὶ καὶ χγξ ὁ ὄγκος τοῦ τυχόντος ἐξ αὐτῶν. 

Τὸ ἄθροισμα τὺ -- γτ- εχ -Ξ α" εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς ὁλικῆς ἐπι- 
φανείας τοῦ στερεοῦ καί, λαμβάνοντες ὡς βάσιν τὴν ἕδραν (χ, γ), 
2(χ ΝᾺ Υ) εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς παραπλεύρου ἐπιφανείας αὑτοῦ. 

Ὑποθέσωμεν ἀμετάβλητον τὸ ἐμβαδὸν τῆς βάσεως: θὰ εἶναι 
τότε καὶ τὸ ἥμισυ τῆς παραπλεύρου ἐπιφανείας σταθερόν, ἐπειδὴ 
ἡ τιμὴ αὐτοῦ α -- χγ θὰ εἶναι σταθερὸς ἀριθμός. 

ὁ ὕψος 2 ἰσοῦται πρὸς τὸ πηλίκον τοῦ ἐρωύῳ τῆς παρα- 

πλεύρου ἐπιφανείας διὰ τῆς ἡμιπεριμέτρου τῆς βάσεως, 


αὐ. πὰ} σζαθ. 

ΧῊΥ χῸΓΥ 
τὸ μῆκος δὲ αὐτὸ θὰ εἶναι ἐπὶ τοσοῦτον μεγαλύτερον, ἄρα καὶ ὁ 
ὄγκος τοῦ στερεοῦ μεγαλύτερος, ὅσον ὁ διαιρέτης χ -ν θὰ εἶναι 
μικρότερος. ᾿Επειδὴ δὲ τὸ γινόμενον χγ ὑπετέθη σταθερόν, τὸ 
ἐλάχιστον τοῦ χα -ἘΥ θὰ συμβαίνῃ διὰ χ--- γ. .Ἢ βάσις ἑπομένως τοῦ 
μεγίστου στερεοῦ πρέπει νὰ εἶναι τετράγωνον. 

Εἰς τὸ αὐτὸ συμπέρασμα καταλήγομεν καὶ ἂν θεωρήσωμεν ὡς 
βασι τοῦ μεγίστου στερεοῦ οἰανδήποτε ἄλλην ἕδραν αὐτοῦ. 'Επο- 
μένως: 

Ἔκ τῶν ὀρϑογωνίων παραλληλεπιπέδων, τῶν ἐχόντων δοθεῖσαν δλικὴν 
ἐπιφάνειαν, μέγισεον εἶναι ὁ κύβος. 


Πρόβλημα 


570. Ποία ἧ μεγίστη χωρητιχότης ἑνὸς ἀνοιχτοῦ ὀρϑογωνιακοῦ κι- 
βωτίου, διὰ τὸ ὁποῖον τὸ ἄϑροισμα τῶν ἐμβαδῶν τῶν πέντε ἑδρῶών του 
εἶναι δοϑὲν α", 


2 ΞΞ 
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"᾽Ας διπλασιάσωμεν τὸν πρὸς σπουδὴν ὄγκον, λαμβάνοντες τὸ 
μῆκος ΔΕ ἴσον πρὸς τὸ βάθος τοῦ κιβωτίου. 

ἯἩ ὁλικὴ ἐπιφάνεια τοῦ οὕτω σχηματιζομένου παραλληλεπίιπε- 
δου εἶναι σταθερά, ἴση πρὸς 2α", καί, 
κατὰ συνέπειαν τῆς προηγουμένης ἀσκή- 
σεως, ὁ ὄγκος του γίνεται μέγιστος ἐὰν 
τοῦτο εἶναι κύβος. Τὸ μέγιστον κατ᾽ 
ὄγκον, ἑπομένως, κιβώτιον ϑὰ πρέπει 
νὰ εἶναι τὸ ἥμισυ κύβου, μὲ ὕψος ν ἔσον 
πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς πλευρᾶς τοῦ τετραγώνου 
τῆς πος 

Ἢ δοθεῖσα ἐπιφάνεια τῶν πέντε 
ἐδρῶν, 

αὐ Ξε χ' - όχυ 


γίνεται τότε 


χ᾽ Ἐ4κ. Ξ- -- αὐ 


ἑπομένως : 


α ᾿ α 
ΧΞΞ-Ξ καὶ ν -ξῷ͵ --- - ππΞΞΞ-- Ξ ' 


3 235 3. 2153 
Σημείωσις. Χρήσιμος θὰ ἦτο ἡ σύγκρισις τῆς τόσον ἁπλῆς καὶ 
κομψῆς αὐτῆς λύσεως, ὡς καὶ πολλῶν ἄλλων τὰς ὁποίας ἤδη ἐξε- 
θέσαμεν, πρὸς τὰς λύσεις τὰς ὁποίας παρέχει ἡ ΓΑλγεβρα τῶν 
ἰδίων προβλημάτων. (Βλ. Εκ. ἀ᾽ Αἰρέδτεο, Ε. 6.-Μ, δὲ ἐά., πὸ 984). 


πρόβλημα 


980." Ἐκ τῶν ὀρϑογωνίων παραλληλεπιπέδων, μὲ βάσιν τετράγωνον 
καὶ διὰ τὰ ὁποῖα τὸ ἄϑροισμα τῶν ἐπιφανειῶν τῆς βάσεως καὶ μιᾶς 
παραπλεύρου ἕδρας εἶναι δοϑὲν α᾽, ποῖον τὸ μέγιστον κατ᾽ ὄγκον ; 


Ἔστωσαν χ ἡ πλευρὰ τῆς βάσεως, γ τὸ ὕψος. ᾽Ο ὄγκος εἶναι 
κ᾽ καὶ ἡ σταθερὰ ἐπιφάνεια 


χ' -Ἐ χὺ Ξξ α. 
Διὰ νὰ ἀναχθῶμεν εἰς τὴν προη- 
γουμένην περίπτωσιν, ἀρκεῖ νὰ πολ- 


λαπλασιάσωμεν τὴν δοθεῖσαν ἐπι- 
φάνειαν ἐπὶ 16, ἢ νὰ θέσωμεν 
(4χ)" - 4. χυ -Ξ 16α3. 

᾿Επειδὴ τότε ὁ πρῶτος ὄρος τοῦ 
ἀθροίσματος παριστάνει τὸ ἐμβαδὸν 
τετραγώνου μὲ πλευρὰν όχ, ὁ δὲ 
δεύτερος εἶναι τὸ ἄθροισμα τῶν 
ἐμβαδῶν τεσσάρων παραπλεύρων 
ἐδρῶν, ἐχουσῶν 4κ ὡς βάσιν καὶ Σχ. 365. 
ὕψος ν. 

'ῶς εἴδομεν, ὁ μέγιστος ὄγκος τοῦ νέου στερεοῦ λαμβάνεται 
διὰ πλευρὰν τῆς βάσεως διπλασίαν τοῦ ὕψους (5 379), 


4χ -- 2 7ὺ ἢ ν-Ξ2χ. 


ἑπομένως: 
Τεωμετρία 14 
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Τὸ μέγιστον τῶν ϑεωρουμένων παρίδων λαμβάνεται ὅταν 
εἶναι διπλάσιον τῆς πλευρᾶς χα τῆς βάσεώς τον. 


Ἡ σχέσις χΊ-Ἔ χΥ Ξξ α 
γίνεται τότε χ᾽ -Ἰ 2χ᾽ ΞΞ α". 
ἄρα: 


Πρόβλημα 


- 2α 
ΣΡ 3}5. 


τὸ ὕψος γ, 


981. Ἔκ τυχόντος σημείον ἃ τῆς βάσεως τετραέδρον, τοῦ ὁποίον ἣ 
εἰς τὴν χορυφὴν Ο στερεὰ γωνία εἶναι τρισορϑογώνιος καὶ αἱ ἐξ αὐτῆς 
ἀκμαὶ ἴσαι, φέρομεν ἐπίπεδα παράλληλα πρὸς τὰς ἕδρας τῆς τριέδρου 
Ο. Διὰ ποίαν ϑέσιν τοῦ σημείου Δ ἐπὶ τῆς βάσεω" τὸ κατὰ τὸν τρό- 
πον αὐτὸν σχηματιζόμενον παραλληλεπίπεδον ἔχει μέγιστον ὄγκον ; 


1) Ἔστω ΟΑΞ- ΟΒ ΟΓ -ελ καὶ ΑΒΓ τὸ ἰσόπλευρον τρίγω- 


νον τῆς βάσεως. 


Αν παραστήσωμεν διὰ χ, γ, Σ τὰς ἀποστάσεις τυχόντος ση- 
μείου τῆς βάσεως ΑΒΓ ἀπὸ τῶν τριῶν ἑδρῶν, γνωρίζομεν ὅτι τὸ 


ἄθροισμα τῶν τριῶν τούτων μηκῶν εἶναι σταθερὸν καὶ ἴσον πρὸς 
λ (8 278). Ο μέγιστος ἑπομένως ὄγκος λαμβάνεται ὅταν 


καὶ εἶναι ἴσος πρὸς 
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Ὃ ὄγκος τοῦ τετραέδρου, ἐκφραζόμενος συναρτήσει τοῦ Δ, εἷ- 


ναι τότε δὲ ΘΕ 5 
λ’ λ: 
ποτα ἐπ τὸ τον πὸ τὸ 
Εἶναι δηλ, τὸ μέγιστον παρίδον τὰ φ τοῦ τετραέδρου. 


Παρατήρησις. Τὸ σημεῖον Δ διὰ τὸν μέγιστον ὄγκον εἶναι τὸ 
σημεῖον τομῆς τῶν διαμέσοῶν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 

Αἱ προβολαὶ Ε, Ζ, Θ τοῦ σημείου Δ ἐπὶ τῶν ἑδρῶν εἶναι τὰ 
σημεῖα τομῆς τῶν διαμέσων αὑτῶν. 


9582. 2) Τυχὸν τρίεδρον. Βασιζόμενοι ἐπὶ τῆς προτάσεως τῆς 
παρίφου 204, περιοριζόμεθα εἰς τὴν διατύπωσιν μόνον τοῦ ἑπομέ- 
νου θεωρήματος: 


Θεώρημα. "Ἔχ τυχόντος σημείου Δ τῆς βάσεως ΑΒΓ τετραέδρου τυ- 
χόντος Ο--ΑΒΓ', φέρομεν ἐπίπεδα παράλληλα πρὸς τὰς ἕδρας τῆς χο- 
ρυφῆς Ο. Ἔκ τῶν σχηματιζομένων παραλληλεπιπέδων, τὸ ἔχον τὸν μέ- 
γιστον ὄγχον εἶναι τὸ ἀντιστοιχοῦν εἰς σημεῖον Δ, συμπίπτον πρὸς τὸ 
σημεῖον τομῆς τῶν διαμέσων τοῦ τριγώνον ΑΒΓ. 


Ἑϊΐναι δὲ ὁ μέγιστος οὗτος ὄγχος τὰ Ε᾿ τοῦ ὄγκου τοῦ τετραέδρου. 


Πρόβλημα 


9898. Διὰ τῆς χορυφῆς Δ παραλληλεπιπέδου νὰ ἀχϑῇ ἐπίπεδον 
ΑΒΓ, τέμνον τὰς ἀκμὰς ΟΧ, ΟΥ̓, ΟΖ τῆς ἀπέναντι τῆς ἃ κορνφῆς Ο 
εἰς τρόπον, ὥστε τὸ τετράεδρον Ο--- ΑΒΓ' νὰ εἶναι τὸ ἐλάχιστον (Σχ. 363). 

Εἶναι τὸ ἀντίστροφον τοῦ προηγουμένου προβλήματος’ θὰ πρέ- 
πει αἱ ἀκμαὶ ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ νὰ εἶναι τριπλάσιαι τῶν ἀντιστοίχων 


ἀκμῶν τοῦ παρίδου. Τὸ ἐπίπεδον ΑΒΓ θὰ διέρχεται διὰ τῆς κο- 
ρυφῆς Δ καὶ τὸ τετράεδρον Ο-- ΑΒΓ θὰ εἶναι τὸ ζητούμενον ἐλά- 


χιστον, μὲ ὄγκον ἴσον πρὸς τὰ Ξ τοῦ ὄγκου τοῦ παρίδου. 
Πρόβλημα 


984. Δοϑείσης πυραμίδος, νὰ ἀχϑῇ Ὰ 
ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς τὴν βάσιν 
αὐτῆς εἰς τρόπον, ὥστε τὸ πρῖσμα, μὲ 
βάσιν τὴν τομὴν τῆς πυραμίδος ὑπὸ 
τοῦ ἐπιπέδου καὶ ὕψος ΘΗ (Σχ. 264), 


νὰ ἔχῃ τὸν μέγιστον ὄγκον. Ζ.-Ξ Ὁ 

1η Περέπτωσις. ᾿Η πυραμὶς ἔχει βά- 1, ΠΝ 
σιν τετράγωνον καὶ ὕψος ἴσον πρὸς τὴν "9 ε 
πλευρὰν α αὐτοῦ. ὮΖΩ 


Διὰ πᾶσαν, παράλληλον πρὸς 


τὴν βάσιν, τομὴν θὰ ἔχωμεν Β 
ΙΚ Ξ ΖΘ Σχ. 38. 
ἢ ΙΚ - ΘΗ -Ξ- ΖΗ -Ξα. 


Ἔστω ἱ ἴὸΒϑεχ καὶ ΘΗ -- γ’ θὰ ἔχωμεν 
χ-έγξεα. 
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Ὃ ὄγκος τοῦ πρίσματος εἶναι χῦγ, γίνεται δὲ μέγιστος ὅταν 
Υ͂ 


χ Ξ- 2. (8 76, 3η ᾿Αρχή). ἼΑρα: 
. 2α αἱν--- 
ἘΞ Το ΑΘ ΥΞΕΤΟΝ 


Ἢ τομή, ἑπομένως, ϑα πρέπει νὰ ἀχϑῇ εἰς τὸ τρίτον τοῦ ὕψους ἀπὸ 
τῆς βάσεως͵ ἢ εἰς τὰ 2 αὐτοῦ ἀπὸ τῆς κορυφῆς. Ὃ ὄγκος τοῦ με- 
γίστου πρίσματος εἶναι 

4α5" 
νι κυ Ξξ "Ξ᾿ 

884α. 2α Περίπεωσις. Κατὰ τοὺς μετασχηματισμούς, τοὺς ὑπο- 
δειχθέντας εἰς τὰς παρίφους 202, 203 καὶ 204, δυνάμεθα νὰ εἵπω- 
μεν ἀπ᾽ εὐθείας ὅτι: 


Διὰ τυχοῦσαν πυραμίδα, τὸ μέγιστον πρῖσμα ἀντιστοιχεῖ εἰς τομὴν ἀγο- 
2 ᾿ 
μένην εἷς τὰ - τοῦ ὕψους ἀπὸ τῆς κορυφῆς. 


ἔΑλλη λύσις. Θεωρήσωμεν κατὰ πρῶτον τριγωνικὴν πυραμίδα ἔχουσαν 
ὡς βάσιν τρίγωνον ΑΟΒ. 

Φέρομεν τομὴν αὐτῆς ΡΚΣ παράλληλον πρὸς τὴν βάσιν καὶ 

εἰς τὸ τυχὸν ὕψος καὶ κατασκευά- 

Γ ζομεν τὸ ἀντίστοιχον εἰς αὐτὴν 

πρῖσμα, ὡς καὶ τὸ παραλληλεπί- 
πεδον ΔΖΚΕ -- ΘΗΟΙ, τοῦ ὁποίου 
ἡ κορυφὴ Δ εἶναι τὸ μέσον τῆς 
ΡΣ καὶ εὑρίσκεται ἑπομένως ἐπὶ 
τῆς διαμέσου ΓΔΛ τῆς ἕδρας ΑΒΓ. 

1) Τὸ παραλληλεπίπεδον εἴ- 
ναι τὸ ἥμισυ τοῦ πρίσματος" ἐπει- 
δὴ τὰ στερεὰ αὐτὰ ἔχουν τὸ αὐτὸ 
ὕψος, βάσιν δὲ τὸ πρῶτον ἴσην 
πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς βάσεως τοῦ 
δευτέρου. 

2) Εἰς τὸ μέγιστον παραλλη- 
λεπίπεδον ἀντιστοιχεῖ διπλάσιον 
αὐτοῦ πρῖσμα καί, κατὰ συνέ- 
πειαν, τὸ μέγιστον πρῖσμα. Ἐ- 
πειδὴ δὲ τὸ παραλληλεπίπεδον 
γίνεται μέγιστον ὅταν ἡ κορυφή 
του Δ εὑρίσκεται εἰς τὸ τρίτον τῆς διαμέσου ΛΙ᾽ ἀπὸ τῆς βάσεως 
ΑΒ (8 381), ἕπεται ὅτι καὶ τὸ πρῖσμα γίνεται μέγιστον ὅταν ἡ 


τομὴ ΡΚΣ τῆς πυραμίδος ἀχθῇ εἰς τὰ Ξ τοῦ ὕψους ἀπὸ τῆς κο- 


ρυφῆς Γ. 5 
3) Ἢ κορυφὴ Δ τοῦ μεγίστου παραλληλεπιπέδου εὑρίσκεται, ὡς 


εἵδομεν, εἰς τὰ ἘΞ' τῆς διαμέσου ΓΛ καὶ ἡ κορυφὴ Καὶ εἰς τὰ Κ᾿ 
τῆς ΓΟ. Γίνεται, λοιπόν, τὸ τριγωνικὸν πρίσμα μέγιστον ὅταν ἡ τομὴ ῬΚΣ 


ΚΜ ΠΑΡ ὯΝ . ἢ - . 
ἀχϑῇ εἰς τὰ -πΞ τῶν ἀκμῶν ἀπὸ τῆς κορυφῆς ἣ εἰς τὸ Ξ τοῦ ὕψους ἀπὸ 
τῆς βάσεως. 
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3856. "Ὄγκος τοῦ μεγίστου πρίσματος. Ας εἶναι Β ἡ βάσις καὶ υ τὸ 
ὅὄψος τῆς δοθείσης πυραμίδος" ὁ ὄγκος αὐτῆς εἶναι τ Βυ. 


᾿Επειδὴ ἡ τομὴ ΡΚΣ γίνεται εἰς τὰ ΕΞ τοῦ ὕψους, θὰ ἔχωμεν 
2λ: 
(ΡΚΣ) (3) ἢ (ΚΣ) 4 
(ΑΟΒ) 1 Β τ 9 
καὶ 
(ΡΚΣ)-- “Ὁ. 


Τὸ ὕψος τοῦ πρίσματος -- -- ἑπομένως, ὁ ὄγκος του εἶναι 
ἴσος πρὸς 


4 υ 4 
ν τ ΒΒ. τ ΞΡ: Βυ. 


Εἶναι δηλαδὴ τὸ μέγιστον πρῖσμα τὰ - τῆς πυραμίδος. 


Παραιήρησις. Τὸ ἀποτέλεσμα τοῦτο εἶναι σύμφωνον πρὸς ἐκεῖνο 
τὸ ὁποῖον ἐλάβομεν δι᾽ ἄλλης μεθόδου (8 384). Διὰ τὴν πυραμίδα 
πράγματι Ζ, ΑΒΓΔ (Σχ. 264), εἶναι 


νί(Ζ, ΑΒΓΔ) -- -- Ξ 
4α9 
7 


356. ᾿"Επέκτασις. Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα διὰ μίαν τριγωνικὴν πυ- 
ραμίδα, ἐπεκτείνεται εἰς μίαν τυχοῦσαν πυραμίδα καὶ ἰδιαιτέρως 
εἰς τὸν κῶνον. Δυνάμεθα, ἑπομένως, νὰ διατυπώσωμεν τὸ ἐπόμε- 
νον θεώρημα. 


Θεώρημα. “Ὃ μέγιστος ἐγγεγραμμένος εἰς δοϑέντα κῶνον κύλινδρος 
εἶναι ὁ ἔχων ἄνω βάσιν τὴν τομὴν τοῦ κώνου εἰς τὰ - τοῦ ὕψους τον ἀπὸ 
τῆς κορυφῆς. : 

"Ὄγκος κώνου -ΞΞξ  Ὲ πρΐυ, ὄγκος μεγίστου κυλίνδρου ΞΞ 
ἼΔι οὐδε πρῦ ΞΞ 1: πρῦυ 

5,.,.»,ᾳ. Όπ 5. πρὺυ! 

987. ᾿Αντιστρόφως, ᾿Η ἐλαχίστου ὄγκου περιγεγραμμένη πυραμὶς εἰς 
δοθὲν πρῖσμα, ἔχει ὕψος ΖΗ τριπλάσιον τοῦ ὕψους τοῦ ποίσματος. 

ὋὉμοίως, ὅ ἐλάχιστος περιγεγραμμένος κῶνος εἰς δοϑέντα κύλινδρον 
ἔχει ὕψος τριπλάσιον τοῦ ὕψους τοῦ κυλίνδρου. 

πρόβλημα 
988. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς σφαῖραν τὸ μέγιστον παραλληλεπίπεδον (55). 


᾿Ας εἶναι χ, ν, Σ αἱ διαστάσεις τυχόντος ἐγγεγραμμένου εἰς 
τὴν σφαῖραν παραλληλεπιπέδου καὶ ὃ ᾿ διάμετρος αὐτῆς. 


9α" 
27 
εἶναι τὰ «ὁ τῆς δοθείσης πυραμίδος͵ 


καὶ τὸ πρῖσμα μὲ ὄγκον 


86. Σημ. μετ. ᾿Ορθογώνιον, φυσικά. 
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“Ὑ ποθέσωμεν ἀμετάβλητον τὸ ὕψος :. Ἡ ἔδρα χ, ν εἶναι ἐγγεγραμ- 
μένη εἰς τὸν κύκλον, τομὴν τῆς σφαίρας ὑπὸ ἐπιπέδου ἀπέχοντος 


τοῦ κέντρου ἀπόστασιν Ξ᾿ ἐπειδὴ δὲ τὸ ὕψος 2 τοῦ στερεοῦ εἴ- 


ναι σταθερόν, ὁ ὄγκος του γίνεται μέγιστος διὰ μεγίστην τὴν βά- 
σιν του. Θὰ πρέπει λοιπὸν ἡ ἕδρα (κ, γ) νὰ εἶναι τετράγωνον. 
᾿Αναλόγως σκεπτόμενοι, εὑρίσκομεν ὅτι καὶ πᾶσα ἄλλη ἕδρα 
τοῦ μεγίστου παραλληλεπιπέδου πρέπει νὰ εἷναι τετράγωνον καί, 
ἑπομένως, ὅτι τὸ στερεὸν τοῦτο πρέπει νὰ εἶναι κύβος. 


Παρατηρήσεις. 1) Ὃ ἐγγεγραμμένος κύβος ἔχει ὡς διαγώνιον τὴν 
διάμετρον τῆς σφαίρας. ἼΑρα 


ὃ δ᾽ 
3 3 Ξ-- δ5, 3χ3 -- δ᾽, ΞξΞ-.--Ξ καὶν-----. 
χ Ἐν) ῈἘ2 χ χ ἜΣ 373 
2) Ἐπειδὴ τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν τριῶν διαστά- 
σεὼν εἶναι σταθερόν, δυνάμεθα νὰ διατυπώσωμεν τὴν ἀκόλουθον 
ἀρχήν. 


8388. α. Πέμσιτη ἀρχή. ᾿Εὰν τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τριῶν ϑετι- 
κῶν ἀριϑμῶν εἶναι σταϑερόν, τὸ γινόμενον αὐτῶν γίνεται μέγιστον ὅταν οὖ- 
τοι καταστοῦν ἴσοι μεταξύ των. 


δ ΡΜ]. Χροῆσις τῆς ἐφαπτομένης 


Πρόβλημα 


589. ΔΛίδονται τρία ἐπίπεδα τεμνόμενα ἀνὰ δύο κατὰ τρεῖς εὐθείας» 
ΟΧ, ΟΥ̓, ΟΖ, μία δὲ καμπύλη ἐπιφάνεια (Ε) περιέχεται μεταξὺ αὐτῶν. 
Νὰ δρισθῇ ἐπὶ τῆς ἐπιφανείας ταύτης σημεῖον Δ τοιοῦτον, ὥστε τὰ ἐκ 
τοῦ σημείου αὐτοῦ, παραλλήλως πρὸς τὰς ἔδρας τοῦ τριέδρον, ἀγόμενα 
ἐέπεῦα νὰ σχηματίζουν μετὰ τῶν ἑδρῶν αὐτοῦ τὸ μέγιστον παραλληλε- 
πίπεδον. 


Σύμφωνα μὲ τὰ γνωστὰ θεωρήματα, τὰ σοχετικὰ πρὸς τὸ τε- 
τράεδρον καὶ τὸ ἐγγεγραμμένον εἰς αὐτὸ πρῖσμα (85 381, 382), τὸ 
πρόβλημα λύεται, ἐὰν φέρωμεν ἐφαπτόμενον τῆς ἐπιφανείας ἐπί- 
πεδον ΑΒΓ τοιοῦτον, ὥστε τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Δ νὰ εἶναι τὸ 
κοινὸν σημεῖον τῶν διαμέσων τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 

Πράγματι, τὸ παραλληλεπίπεδον τοῦτο (Δ) -- καὶ τοῦ ὁποίου ὁ 


ὄγκος εἷναι τὰ ϑ τοῦ ὄγκου τοῦ τετραέδρου -- εἶναι μεγαλύτερον 


παντὸς ἄλλου (Δ΄) ἔχοντος τὴν κορυφήν τοῦ Δ΄ εἰς τυχὸν ἄλλο 
σημεῖον τοῦ τριγώνου ΑΒΓ (8 382). ᾿Επειδὴ δὲ ἡ ἐπιφάνεια (Ε) 
ὑποτίθεται κοίλη πρὸς τὸ σημεῖον Ο καὶ περιεχομένη, ἕπομένως, 
ἐντὸς τοῦ τετραέδρου Ο -- ΑΒΓ, εἶναι φανερόν, ὅτι τὸ παραλληλε- 
πίπεδον τὸ ἀντιστοιχοῦν εἰς τυχόν, διάφορον τοῦ Δ, σημεῖον αὐ- 
τῆς Δ, θὰ εἶναι μικρότερον τοῦ παραλληλεπιπέδου τοῦ ἔχοντος 
κορυφὴν τὸ ἀντίστοιχον (35) τοῦ Δ, σημεῖον Δι,΄ τοῦ ἐπιπέδου ΑΒΓ. 
Ἕπομένως: 


86, Σημ. μετ. Τὸ σημεῖον Δ’, εἶναι τὸ σημεῖον καθ᾽ ὃ ἡ εὐθεῖα ΟΔ,. 
τέμνει τὸ ἐπίπεδον ΑΒΓ. 
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Θεώρημα. Τὸ μέγιστον παραλληλεπίπεδον ἔχει κορυφὴν τὸ σημεῖον 
ἐπαφῆς ἐπιπέδον ΑΒΙ᾿, ἐφαπτομένου τῆς ἐπιφανείας εἰς σημεῖον τοιοῦ- 
τον, ὥστε νὰ εἶναι τοῦτο τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν διαμέσων τοῦ λαμβανο- 
μένον τριγώνον ΑΒΓ. 


989 .α. Παρατηρήσεις. 1. Θὰ ὑποδείξωμεν τὸν τρόπον εὑρέσεως 
τοῦ σημείου ἐπαφῆς διὰ τὰς περιπτώσεις μόνον τὰς ὁποίας θὰ 
συναντήσωμεν ἀργότερον. 


Ἢ καμπύλη ἐπιφάνεια εἶναι ἐκ περιστροφῆς" συνήθως εἶναι σφαι- 
ρικὴ ζώνη. 

“Ἔστω ΟΓ ὁ ἄξων περιστροφῆς τῆς ζώνης, ΧΟΥ ἐπίπεδον κά- 
θετον ἐπὶ τὸν ἄξονα. 
Διὰ νὰ ἐγγράψωμεν 
εἰς τὴν ζώνην (ἢ εἰς 
σφαιρικὸν τμῆμα) τὸ 
μέγιστον παραλληλε- 
πίπεδον, ἀρκεῖ νὰ 
θεωρήσωμεν τὸ τέταρ- 
τον τῆς ζώνης, φέρον- 
τες διὰ τοῦ ἄξονος 
ΟΖ δύο ἐπίπεδα κά- 
θετα ἐπ’ ἄλληλα. Ἔ- 
πειδὴ διὰ ἐγγεγραμ- 
μένα παραλληλεπί- 
πεδα τοῦ αὐτοῦ ὕ- 
ψους, τὸ μέγιστον ἔ- 
χει ὡς βάσιν τετρά- 
γωνον (5 372). 

Τὸ τέταρτον τοῦτο 
τῆς ζώνης εἶναι ουμ- 
μετρικὸν πρὸς τὸ δι- 
χοτομοῦν ἐπίπεδον 
ΓΟΛ τὴν δίεδρον ΟΓ καὶ τέμνον τὴν ἐπιφάνειαν τῆς ζώνης κατὰ 
τὸ τόξον γΔι’ ἐφαπτόμενον δὲ ἐπίπεδον τῆς ἐπιφανείας εἰς ση- 
μεῖον τι τοῦ τόξου τούτου εἶναι φανερὸν ὅτι θὰ τμήσῃ τὸ τρίεδρον 
κατὰ τρίγωνον ΑΒΓ ἰσοσκελές, καὶ ἡ ἰδιότης αὕτη παραμένει 
ἀναλλοίωτος διὰ πᾶσαν ἐκ περιστροφῆς ἐπιφάνειαν. Επομένως : 

"Αρκμεῖ νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτομένη ΓΔΛ τοῦ τόξον γΔι τοιαύτη, ὥστε 
ΔΓ --2δλ (8 315), διότι θὰ εἶναι τότε τὸ σημεῖον Δ κοινὸν ση- 
μεῖον τῶν διαμέσων τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου ΑΒΓ. 

2) Ἡ ἐφαπτομένη ΓΔΛ τοῦ τόξου γΔι, ἡ τοιαύτη ὥστε ΔΙΞΞ2ΔΛ 
ὁρίζει τὴν κορυφὴν τοῦ παραλληλεπιπέδου (Δ, Ο). Τὰ μήκη ΔΘ καὶ 
ΔΚ δὲν ἔχουν τὴν αὐτὴν σχέσιν πρὸς ἄλληλα: τὸ ἔν εἶναι ἡ ἀκμὴ 
τοῦ στερεοῦ καὶ τὸ ἄλλο ἡ διαγώνιος τοῦ τετραγώνου ΝΣ βάσεως. 

Εἰς τὴν εἰδικὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἣν τὸ παρίδον (Δ, Ὁ) θὰ ἥτο 
κύβος, θὰ εἴχομεν 


ΣΧ. 260. 


ΔΙ" -- 2(40)». 


3) Διὰ τὴν ἐγγραφὴν τοῦ μεγίστου τριγωνικοῦ πρίσματος, θὰ 
φέρωμεν διὰ τῆς εὐθείας ΟΖ τρία ἐπίπεδα κεκλιμένα πρὸς ἄλ- 
ληλα κατὰ 1209, ᾽Επειδὴ ἡ βάσις τοῦ τριγωνικοῦ μεγίστου πρίσμα- 
τος θὰ εἶναι τότε ἐγγεγραμμένη εἰς περιφέρειαν καὶ κατ᾽ ἀνάγ- 
κην (8 355) ἰσόπλευρον τρίγωνον. 
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πρόβλημα 


390. Νὰ ἐγγραφῇ τὸ μέγιστον παραλληλεπίπεδον εἰς τὸ τμῆμα τὸ 
δριζόμενον ὑπὸ ἐπιπέδου καϑέτου ἐπὶ τὸν ἄξονα δοϑείσης ἐπιφανείας 
ἐκ περιστροφῆς. Μία τῶν βάσεων τοῦ παραλληλεπιπέδου θὰ πρέ- 
πει νὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου τῆς βάσεως τοῦ πρίσματος. 

᾿Αρκεῖ νὰ θεωρήσωμεν τὸ τέταρτον πάλιν τοῦ τμήματος, δηλ. 
τὸ τμῆμα τοῦ ὄνυχος τὸ περιεχόμενον μεταξὺ 
τῆς βάσεως τοῦ τμήματος καὶ δύο καθέτων 
ἐπ᾿ ἄλληλα ἐπιπέδων διὰ τοῦ ἄξονος. 

Τὸ μέγιστον στερεὸν θὰ πρέπει νὰ ἔχῃ ὡς 
κορυφὴν ἐπὶ τῆς ἐπιφανείας τοῦ ἀντιστοίχου 
εἰς τὸν ὄνυχα ἀτράκτου, τὸ σημεῖον ἐπαφῆς 
τοῦ ἐφαπτομένου ἐπιπέδοῳ τῆς ἐπιφανείας, 
τοῦ τοιούτου, ὥστε τὸ σημεῖον αὐτὸ νὰ εἶναι 
τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν διαμέσων τοῦ τριγώ- 
νου καθ᾽ ὃ τὸ ἐπίπεδον τοῦτο τέμνει τὰς εὔρας 
τοῦ τρισορθογωνίου τριέδρου (8 381). ᾿Εὰν 
λοιπὸν ΑΒ εἶναι ὁ μέσος μεσημβρινὸς τοῦ 
ἀτράκτου, θὰ πρέπει νὰ ἀχθῇ ἡ ἐφαπτομένη 
ΜΕΝ εἰς τρόπον, ὥστε 


ΓΜ--2.ΓΝ. (8. 315) 


Τὸ ὀρθογώνιον παραλληλεπίπεδον, τὸ ἔχον ΓΡ ὡς ἀκμὴν καὶ 
ΓΠ ὡς διαγώνιον τῆς ἄνω βάσεως, εἶναι τὸ μέγιστον. Πράγματι, 
διὰ πᾶν ἄλλο σημεῖον Θ τῆς καμπύλης ΑΒ, τὸ παρίδον τὸ ἀντι- 
στοιχοῦν εἰς τὰ τμήματα ΘΕ καὶ ΘΗ εἶναι μικρότερον τοῦ παρ͵- 
δου τῶν ΔΕ, ΔΖ: τοῦτο δὲ εἶναι μικρότερον τοῦ παρίδου τῶν ΓΡ 
καὶ ΓΠ. Τὸ τελευταῖον ἄρα παρίδον εἶναι τὸ ζητούμενον μέγι- 
στον παραλληλεπίπεδον. 


391. Παρατήροησις. Διὰ τὸ ἡμισφαίριον, ἡ ἐφαπτομένη, ἡ διαιρου- 
μένη εἰς τὰ -π- τοῦ μήκους της ἀπὸ τῆς κορυφῆς Μ, δίδει 


Γρυ--ϑῦ, γπ’ -- 38. (ς 316 α, τύποι (γ) καὶ (8)} 


Τὸ μέγιστον ἐγγεγραμμένον εἰς ὁλόκληρον τὴν σφαῖραν παραλ- 
ληλεπίπεδον εἶναι ἑπομένως κύβος. Πράγματι, ΓΡ εἶναι ἡ πλευρὰ 
καὶ ΓΠ ἡ διαγώνιος τοῦ τετραγώνου τὸ ὁποῖον περατώνει τὸ στε- 
ρεὸν (δ 389, 2), τὸ δὲ σχῆμα ΟΑΓΒ εἶναι ἡ τομὴ τοῦ σφαιρικοῦ 
ὄνυχος, τοῦ ἐγγεγραμμένου παραλληλεπιπέδου καὶ τοῦ περιγε- 
γραμμένου τετραέδρου ὑπὸ τοῦ διαγωνίου ἐπιπέδου τοῦ ἀγομένου 
διὰ τῆς ΟΒ καὶ τῆς ἀπέναντι αὐτῆς διαμέσου ΜΝ. 


992. Μέγισιον τοῦ χῖγ. Τὸ προηγούμενον πρόβλημα ὁδηγεῖ κατὰ 
πολὺ ἁπλοῦν τρόπον εἰς τὴν εὕρεσιν τοῦ μεγίστου τοῦ γινομένου 
"ἀν ὅταν τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν χ καὶ ν᾽ εἶναι στα- 

ερόν. 

"Ἂς εἶναι χ'-Ἐ γ᾽ ΞΞ α'. 

Διὰ τὸ μέγιστον ἐγγεγραμμένον ὀρθογώνιον παραλληλεπίπε- 
δον χ; ἢ ΓΠ, εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς διαγωνίου τοῦ τετραγώνου τῆς 
βάσεως καὶ ν, ἢ ΓΡ, τὸ ἥμισυ τοῦ ὀλικοῦ ὄψους τοῦ ζητουμένου 
παραλληλεπιπέδου. 

'᾿Αρκεῖ νὰ θεωρήσωμεν τὸ ὄγδοον τοῦ στερεοῦ τούτου, δηλ. τὸ 
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τμῆμα αὐτοῦ τὸ περιεχόμενον εἰς μίαν τῶν ὀκτὼ τριέδρων τρισορ- 
θογωνίων στερεῶν γωνιῶν, τῶν ὁριζομένων ὑπὸ τριῶν ἐπιπέδων 
καθέτων ἀνὰ δύο καὶ ἀγομένων διὰ τοῦ κέντρου τῆς σφαίρας. 

᾿Επειδὴ τὸ μέγιστον παρδον εἶναι ὁ ἐγγεγραμμένος εἰς τὴν 
σφαῖραν κύβος, τὸ ὄγδοον τοῦ οτερεοῦ τούτου εἶναι ἐπίσης κύ- 
βος (κ), ἔχων χα ὡς μῆκος τῆς διαγωνίου τῆς βάσεως καὶ γ ὡς μῆ- 
κος τῆς πλευρᾶς του. 

Ἕπομένως (8 389, 2), χ' θὰ εἶναι ἴσον πρὸς 2γ". 

Ἢ ἰσότης χ᾽ Ἔ γῖξΞ- α' γίνεται 3γἅ-:-Ξ α΄ 


ἄρα γ3.5ΞΞ Ξ καὶ χ᾽ -Ξ Ξ. αὖ. 


Ὃ ὄγκος τοῦ κύβου (κ) εἶναι ΞΞ κ᾿ον καὶ τὸ γινόμενον χἮῪ 


-- τὸ ἐκφράζον τὸ διπλάσιον τοῦ ὄγκου τούτου -- γίνεται μέγι- 
στον ὅταν 


: 3 
καὶ γε τ- γ..-- 515. 
- 1 αὐ ,-- 
Αρα: νὼ Ξε τ τὐὺν Ξ- ἈΚ Ὴ 13. 


καὶ ὁ ὄγκος τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τὴν σφαῖραν κύβου εἶναι 


ε 
γεξϑνῳ) πος ἘᾺ 
Πρόβλημα 

3938. Ἑὶϊς σφαιρικὸν τομέα, ἢ σφαιρικὸν τμῆ ἃ μίαν βάσιν, νὰ 
ἐγγραφῇ ὁ μέγιστος κύλινδρος. ἐὥξα ἄμ 

᾿Αρκεῖ νὰ θεωρήσωμεν τὴν 
τομὴν τοῦ στερεοῦ ὑπὸ ἀπιπέ- 
δου ἀγομένου διὰ τοῦ ἄξονος. 

1) Διὰ τὸν τομέα, πρέπει 
νὰ ἀχθῇ ἐφαπτομένη ΗΓΝ, 
τα τὴ Υϑα εἰς τὰς ἀκτῖνας 
ΟΑ, ΟΒ καὶ τοιαύτη, ὥστε 


ἩΓ-  ΞῊΝ (8315) 


2) Διὰ τὸ τμῆμα, ἡ ἐφα- 
πτομένη ΕΔΖ θὰ εἶναι τὴν 
τοιαύτη, ὥστε 


ΕΔ--2. ΔΖ. 
Διὰ τὸν κῶνον μὲ κο ν 
Ε καὶ γενέτειραν ΕΔΖ, γα 


γεγραμμένος κόλινδρος γίνε- 
ται μέγιστος ὅταν ἡ τομὴ ΔΔ' 


εἶναι εἰς τὰ Ξ τοῦ ὕψους ἀπὸ τῆς κορυφῆς (8 386). 
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Πρόβλημα 


904. Εἰς σφαιρικὸν τμῆμα μὲ δύο βάσεις ΑΓΓ΄ Α΄ νὰ περιγραφῇ ὁ 
ἐλάχιστος κῶνος. 

Θὰ πρέπει νὰ ἀχθῇ ἡ ἐφαπτομένη ΜΓΝ εἰς τρόπον, ὥστε 

ΜΓ--:2.ΓΝ 

(88 3867, 390). 

Πρέπει νὰ δειχθῇ, ὅτι 
ὁ κῶνος μὲ κορυφὴν Μ 
καὶ γενέτειραν ΜΓΝ εἴ- 
ναι μικρότερος παντὸς 
ἄλλου, ἔχοντος γενέτει- 
ραν τυχοῦσαν ἄλλην ἐ- 
φαπτομένην ΗΘ. 

ὋὉ κύλινδρος ΓΡΟΠ, 
ὁ ἔχων ΓΡ ὕψος καὶ 
ἀκτῖνα βάσεως ΓΠ, εἴ- 


ναι τὰ δ τοῦ κώνου τοῦ 


παραγομένου ὑπὸ τῆς ΜΟΝ (8 386). 

"Ἄρα κῶνος ΜΟΝ -- 8. Κυλίνδρου ΓΡΟΠ, () 

Διὰ τοῦ σημείου Γ φέρομεν παράλληλον ΕΖ πρὸς τὴν ἐφαπτο- 
μένην ΘΗ, ἃς εἶναι δὲ 1, 1’ δύο σημεῖα ἐπὶ τῶν εὐθειῶν αὐτῶν 
εἰς τὰ :ε τῶν μηκῶν των ἀπὸ τῶν Ζ καὶ Η ἀντιστοίχως. 

Εἰς τὸν κῶνον ΖΟΕ, ὁ κύλινδρος ΓΡΟΠ εἶναι μικρότερος τοῦ 


κυλίνδρου ΙΚΟΛ, τοῦ ἀντιστοιχοῦντος εἰς τὸ πρῶτον τρίτον τῆς 
γενετείρας ἀπὸ τῆς βάσεως (8 ). 
4 


᾿Επειδὴ δέ, ὡς καὶ εἰς (1), ὁ κύλινδρος [ΚΟΛ εἶναι τὰ δ 
τοῦ κώνου ΖΟΕ, θὰ ἔχωμεν τὴν ἀνισότητα 
κύλ. ΓΡΟΠ « κυλ. ΙΚΟΛ -- "- κώνου ΖΟΕ, 


ἐξ ἧς κῶνος ΖΟΕ» Σ κυλίνδρου ΓΡΟΠ 
ἢ κῶνος ΖΟΕ » κώνου ΜΟΝ. 


Κατὰ μείζονα ἑπομένως λόγον, ὡς ἐκ τοῦ σχήματος : 
κῶνος ΗΟΘ » κώνου ΜΟΝ. 


Πρόβλημα 


9085. Εἰς τμῆμα παραβολοειδοῦς ἐκ περιστροφῆς μὲ μίαν βάσιν (87), 
νὰ ἐγγραφῇ ὁ μέγιστος κύλινδρος. 

Θὰ πρέπει νὰ φέρωμεν τὴν ἐφαπτομένην ΔΕΖ εἰς τρόπον, ὥστε 
ΔΕ -Ξ-2.Ε2Ζ (8 390). 


81. Σημ. μετ, Βάθετον ἐπὶ τὸν ἄξονά του. 
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Πρὸς τοῦτο ἀρκεῖ νὰ διαι εθῇ ἡ ΑΗ εἰς δύο ἴσα μέρη’ ἐπειδὴ 
ἡ ὀφαπτομένη τῆς ἡ αβαβολης ιαιρεῖται εἰς δύο ἴσα μέρη ὑπὸ 
τῆς ἐφαπτομένης εἰς τὴν κο- 
ρυφὴν - τὸ 699), καὶ ἐπομέ- 

γως ΑΔΈΞΓΑΟ. 

Ὃ μέγιστος, ἄρα, κύόλιν- 
δρος ἔχει ὡς μίαν βάσιν τὴν 
τομὴν τὴν ἴσον ἀπέχουσαν τῆς 
κο, ἥν Α καὶ τῆς ὅσος Ὁ δ 
τ τμήματος τ παραβο- 
λοειδοῦςν, Ρ 

Ἂν ΔΑΗπκΞξα, ΒΗΞΕΡ, ὁ 
ὄγκος τοῦ τμήματος εἶναι 


μλουδὲ (6., 9 953). Σα. 210. 
Ἢ βάσις τοῦ κυλίνδρου ἔχει ἐμβαδὸν π(Ο Ε})" καὶ ἐπειδὴ 
1 -α 
ΟΕ Ξ- -- ΗΒ", ΟΗ Ξ-πτ' 
ἕπεται 
παβ' 
ΝΣ 


Εἴναι δηλ. ὁ ὄγκος τοῦ μεγίστου κυλίνδρου τὸ ἥμισυ τοῦ ὅγ- 
κου τοῦ τμήματος τοῦ παραβολοειδοῦς. 


9806. Παρατηρήσεις. 1) Διὰ τὸ τ ἤμᾷ ἐλλειπτικοῦ παραβολοει- 
δοῦς, τὸ προκῦπτον ἐκ τομῆς αὐτὸν ιὰ τυχόντος ἐπιπέδου, ὁ μέ-͵ 
γιστος ἐγγεγραμμένος κύλινδρος ἔχει πάλιν ὡς μίαν βάσιν ΤῊ 
τορὴν τοῦ δειρεοὴ ὑπὸ ἐπιπέδου ἴσον ἀπέχοντος τῆς βάσεως αὐ- 
τοῦ καὶ τοῦ παραλλήλου πρὸς αὐτὴν ἐφαπτομένου ἐπιπέδου. 

ἢ Διὰ τὸ παραβολοειδὲς ἐκ περιστροφῆς, ἷ ἐφαπτομένη ΔΖ εἴ- 


ν κυλ.-Ξ- 


ναι ἡ γενέτειρα τοῦ ἐλαχίστου περιγεγραμμένου κώνου (5 394). Διὰ 
τὸν ὄγκον τοῦ κώνου τούτου, ἀρκεῖ νὰ παρατηρήσωμεν ὅτι τὸ ὄψος 
3 

ΔΗ -Ξ Φ α 

καὶ ΗΖ ΔῊ 9 ΗΖ 9 
ὍΕ’ δόν 4᾿ πβ΄ 4᾿ 
ΗΖ5.- --- β᾽ 
9 α 9 
ἄρα: γε τ πρ᾿. Φ Ξ τε παβ᾽. 
πρόβλημα 


997. Νὰ ραφῇ εἰς δοθεῖσαν σφαῖραν τὸ μέγιστον κανονικὸν πρῖ" 
σμα. ΔΛ. χ. τὸ μόγιστον τριγωνικόν. 

Πρώτη λύσις. Καλοῦντες 2ν τὸ ὕψος κανονικοῦ ἐγγεγραμμένου 
τριγωνικοῦ πρίσματος, α τὴν ἀκτῖνα τῆς περι γεγραμμένης περιφε- 
ρείας εἰς τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον -- βάσιν τοῦ πρίσματος καὶ α 
τὴν ἀκτῖνα τῆς σφαίρας, θὰ ἔχωμεν τὴν σχέσιν 


χ'" -ἢ γῖΞΞ α". 
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Ἧ ἐπιφάνεια 8 τῆς βάσεως τοῦ πρίσματος συναρτήσει τοῦ μή- 
κοὺυς χ εἶναι: 
3735 


4 


5Ξ-ΞΞε χἢ 
καὶ ὁ ὄγκος του: 


ν-.3} 


χ᾽. 


Διὰ τὸ μέγιστον τοῦ ἀριθμοῦ αὐτοῦ, δηλ. τὸ μέγιστον τοῦ γι- 
νομένου χἣγ, παρατηροῦμεν ὅτι, ἀφοῦ 


χϑ-Ἐ γλξξ α", 
τοῦτο λαμβάνεται διὰ (δ 392): 
χ᾽ Ξῷ 2. 
ΓΑρα: 
ϑνυξειαῦι δ ξε δος τος 983 
᾿ 13 3 
καὶ 


3968. Δευτέρα λύσις. "Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ΑΒΓΛ 
τὸ ἥμισυ τοῦ μεγίστου κανονικοῦ τριγωνικοῦ πρίσματος (Σχ. 271). 

᾿ἣΑς ἐκλέξωμεν διὰ μεσημβρινὸν τομῆς τὸν διερχόμενον διὰ τῆς 
ἀκμῆς ΑΛ καὶ ἔστω ΣῸΣ 
μέγιστος κύκλος τῆς σφαί- 
ρας, κάθετος ἐπὶ τὰς παρα- 
πλεύρους ἀκμάς. 

Διὰ νὰ ἀναγάγωμεν τὸ 
πρόβλημα εἰς - ἄλλο γνω- 
στόν, φέρομεν διὰ τῆς ΡΟ 
ἐπίπεδα ΡΘΙ, ῬΖΙ΄, κάθετα 
ἀντιοτοίχως ἐπὶ τὰς ἕδρας 
ΑΛΓ, ΒΑΔ τοῦ πρίσματος. 
Τὸ τρίτον τοῦ πρίσματος 
θὰ περιέχεται μεταξὺ τῶν 
οὕτω ἀχθέντων ἐπιπέδων 
(8 389, ἤαρ στ: 

Θεωρήσωμεν τὸ πρῖσμα 
τοῦτο τὸ ἔχον βάσιν ΑΔΗΕ 
καὶ ὕψος ΑΛ. Ἡ ΑΔ εἶναι 
κάθετος ἐπὶ τὴν ΗΔ, ἡ ΑΕ 
ἐπὶ τὴν ΗΕ καὶ τὸ πρῖσμα 
(ΑΔ, ΑΔΗΕ) εἶναι ἐγγεγραμμένον εἰς τὸ τρίεδρον τὸ σχηματιζό- 
μενον ὑπὸ τοῦ ἐπιπέδου τοῦ μεγίστου κύκλου ΣΟΣ΄ καὶ τῶν με- 
σημβρινῶν ἐπιπέδων τῶν ἀγομένων διὰ τῶν ΗΖ καὶ ΗΘ. Γίνεται 
ἑπομένως μέγιστον ὅταν ἡ κορυφὴ Α εἶναι τὸ σημεῖον ἐπαφῆς 
ἐφαπτομένης διαιρουμένης εἰς τὸ σημεῖον αὐτὸ εἰς τὸ τρίτον τοῦ 
μήκους της ἀπὸ τοῦ Μ. (ξ 389, Παρατήρησις 1) (55). 

Συμπίπτει λοιπὸν ἡ κορυφὴ Α τοῦ μεγίστου πρίσματος πρὸς τὴν κορυ- 
φὴν τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τὴν σφαῖραν κύβον (8. 390). 


88. Σημ. μετ. Κατ᾽ ἐπέκτασιν 
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399. ᾿Επέκτασις. Τὰ αὐτὰ ἰσχύουν καὶ διὰ πᾶν ἐγγεγραμμένον 
πρῖσμα, ἔχον τὴν βάσιν ὁμοίαν πρὸς δοθὲν ἐγγράψιμον πολύγω- 
νον. Ἔν ὀλίγοις : 

Ἢ ἐφαπιομένη ΑΝ, ἡ τοιαύτη, ὥστε ΑΝ -Ξ ΖΑΜ, ὁρίζει τὸν μέγι- 
στον ἐγγεγραμμένον κύλινδρον καὶ πᾶν πρῖομα μεγίστου ὄγκου, ἔχον 
βάσιν ὁμοίαν δοθέντος ἐγγραψίμου πολυγώνου, εἶναι ἐγγεγραμμό- 
νον εἰς τὸν μέγιστον τοῦτον κύλινδρον. 

"Ὄγκοι τῶν ἐγγεγραμμένων στερεῶν. "Ἑστω α ἡ ἀκτὶς τῆς σφαίρας" 
γνωρίζομεν ὅτι ἔχομεν τὰς ἑπομένας σχέσεις (8 316, γ καὶ δ): 

2 

αλι-- αὐ ἄρα ΑαΑκ΄-- “α. κην-- 2 αν, ΑΗ Ξι αἦξ. 

3 Υ3 3 3 

ΑΑ΄ΞΞΖΑΛ εἶναι τὸ κοινὸν ὕψος ὅλων τῶν, μεγίστου ὄγκου, 
πρισματικῶν στερεῶν τῶν ἐγγραφομένων εἰς τὴν σφαῖραν καὶ ΑΗ 
ἡ ἀκτὶς τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὴν βάσιν τῶν πρισμάτων τού- 
τῶν περιφερείας. 


(α) Κύλινδρος. νπΞεπρλυξξεπ. Ξ: α. 


3. 5 9375 
(β) Κύβος. ν-(ς ᾽᾽ Ξ της δ" 


(γΥ) Τριγωνικὸν πρῖσμα. Ἢ πλευρὰ τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου τοῦ 
ἐγγεγραμμένου εἰς κύκλον ἀκτῖνος ΑΗ εἶναι ΑἩ 3, τὸ δὲ ὕψος 


5 ΗΑ. ΓΑρα 


Εμβ. ΑΒΓ -- 58 ΑΗ"- 1: α: 
καὶ ν -- (ΑΒΓ). ΑΑ"ΞΞ- αν. 


τοι : Τὸ μέγιστον ἐγγεγραμμένον εἰς τὴν σφαῖραν τριγωνικὸν 
πρῖσμα εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸν κύβον μὲ ἀκμὴν τὴν ἀκτῖνα 


αὐτῆς. 
πρόβλημα 


400. Δίδονται σφαῖρα, εἷς μέγιστος κύκλος αὐτῆς ΑΟΒ καὶ ἐπίπε- 
δον ΝΊΤ. Νὰ ἀχϑῇ ἐπίπεδον (Π) παράλ- 
ληλον πρὸς τὸ ἐπίπεδον ΝῚ καὶ τοιοῦ- 
τον, ὥστε ὁ κύλινδρος, ὁ προβάλλων 
ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον τοῦ μεγίστου κύκλου 
τὴν τομὴν τοῦ (ΠῚ καὶ τῆς σφαίρας νὰ 
ἔχῃ τὸν μέγιστον ὄγκον. 


Ἔκ τοῦ κέντρου Ο τῆς σφαίρας 
φέρομεν κάθετον ΟΜΝ ἐπὶ τὸ ἐπί- 
πεδον ΝδΤ, διερχομένην διὰ τοῦ κέν- 
τρου Μ τῆς τομῆς ΓΙΔΙ΄, καὶ τὴν 
κάθετον ΝΠ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον τοῦ 
μεγίστου κύκλου. 

Αἱ γωνίαι ΟΝΠ, ΟΘΜ εἴναι ἴσαι 


καὶ ὁ λόγος ἬΝ, γνωστός, ἀφοῦ ἡ 
γωνία α εἶναι ὡρισμένη. "Ας θέσωμεν ΓΜ -- ΜΙΞεχ, ΟΜ -Ξ  - 
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Ἡ προβολὴ ΕΛΖΚ τῆς περίφερείας ΓΔ εἶναι ἔλλειψις, τῆς 
ὁποίας ὃ μικρὸς ἡμιάξων ΗΛ -Ξἡ ΜΙξεσ, ὁ δὲ μέγας ἡμιάξων 


ΗΖ:ΞΗΕΞΞΓΜ.ΟσυναΞξεχσυνα, 
ἬΠ, 'Ἑπομένως (Ο6., πο 520, 637) 
ΝΟ ᾿ , 
Ψκυλ. ΓΔΕΖ Ξ- 7π ΗῈ ΗΛ. ΗΜ 
ὅπου ἩΜτε γ συνα. Ἄρα 
Νν -ῷ πχῦν συν'α. 


Τὸ μέγιστον τῆς ποθότητος αὐτῆς ἐξαρτᾶται ἐκ τῶν μεταβολῶν 
τοῦ χ'γ' καὶ ἐπειδὴ χ' -[- γ᾽ -Ξ- ΓΜ" -Ἐ ΟΜ»-- ΟΓῬ --ρ᾽, ἕπεται 
(8 392) ὅτι τὸ μέγιστον λαμβάνεται ὅταν 


[νας 


Διὰ το κατασκευήν, λαμβάνομεν ἐπὶ τῆς ἀκτῖνος ΟΡ’ τμῆμα 
ΟΡ -Ξ- Ξ- , ὑψοῦμεν τὴν κάθετον ΡΣ μέχρι τῆς περιφερείας μὲ διά- 


μετρον Ὅρ': καὶ γράφομεν τὴν σφαῖραν μὲ ἀκτῖνα ΟΣ. Τὸ ζητού- 
μενον ἐπίπεδον (1!) εἶναι τὸ ΑΘ ΚΝΩΝ τῆς σφαίρας αὐτῆς καὶ 
παράλληλον πρὸς τὸ δοθὲν ΝΤ. 

᾿Επειδή: 


ΟΣ" Ξ- ΟΡ. ορξερ. 5- -- ΒΞ. 


ΑΣΚΗΣΕΙ͂Σ 


ΓΗΩΩΜΕΈΤΊΤΡΙΑΣ 


Ἢ ᾿Ἑκλογὴ τῶν ᾿Ασκήσεων 


401. ᾿Επειδὴ αἱ περισσότεραι τῶν γραφικῶν κατασκευῶν ἀπαι- 
τοῦν τὴν χρῆσιν καὶ τῶν δύο ὀργάνων τῶν Στοιχείων τῆς Γεωμετρίας, 
τοῦ κανόνος καὶ τοῦ διαβήτου, δὲν δυνάμεθα νὰ ἐπιληφθῶμεν τῶν 
προβλημάτων ἢ θεωρημάτων τοῦ εἴδους αὐτοῦ παρὰ μετὰ τὴν 
σπουδὴν τῶν ἰδιοτήτων τῆς περιφερείας. 

Τὰ προτιθέμενα ζητήματα εἶναι συγκεντρωμένα εἰς ὁμάδας, 
κατὰ φυσικὴν συγγένειαν--καὶ ἐφ᾽ ὅσον τὸ τελευταῖον τοῦτο εἶναι 
ἑκάστοτε ἐφικτὸν ἢ σκόπιμον. 

Τὰ θέματα μιᾶς ὡρισμένης ὁμάδος δύναται ὁ ἀναγνώστης νὰ 
ἐπεξεργασθῇ στηριζόμενος ἐπὶ τῶν ἀντιστοίχων προτάσεων τῶν 
Στοιχείων καί, φυσικά, ἐπὶ τῶν προηγουμένως ἀποδειχθεισῶν ἀσκή- 
σεων. ᾿Εν τούτοις, πᾶσα ἱκανοποιητικὴ ἀπόδειξις εἶναι παραδεκτέα, ἐπὶ 
οἷωνδήποτε ἀποδεδειγμένων προτάσεων καὶ ἂν στηρίζεται. 

Τέλος, θὰ πρέπει ὁ διδάσκων νὰ ἔχῃ ὑπ’ ὄψιν ὅτι, τοῦ μέσου 
ἀρχαρίου μαθητοῦ, ἡ εἰς τὴν Γεωμετρίαν ἀπόδοσις καὶ ἰδιαιτέρως 
ἡ εὐχέρεια ταύτης δὲν ἀποκτᾶται παρὰ μετὰ τὴν πλήρη κατοχὴν 
ὑπ’ αὐτοῦ τῶν πρώτων δύο ἢ τριῶν Βιβλίων τῶν Στοιχείων. 

402. Σημείωσις. Εἰς τὴν παροῦσαν πέμπτην ἔκδοσιν τῶν ᾿Ασκή- 
σεων Γεωμετρίας, ἔχομεν ἁπλοποιήσει ἢ καὶ παραλείψει πολλὰς 
τῶν στοιχειωδῶν ἀποδείξεων τῶν προηγουμένων ἐκδόσεων. ᾿Ηδυ- 
νήθημεν οὕτω νὰ συμπληρώσωμεν μερικὰ ἐνδιαφέροντα θέματα 
καὶ νὰ προσθέσωμεν μέγαν ἀριθμὸν σημειώσεων, χωρὶς ὑπερβολι- 
κὴν αὔξησιν τοῦ ὄγκου τοῦ ὅλου συγγράμματος. 


ΒΙΒΛΙΟΝ 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


Τωνίαι 


Εἰς τὸ κεφάλαιον τοῦτο θὰ γίνῃ λόγος περὶ τῶν ὀρθῶν μόνον 
γωνιῶν καὶ συμπληρωματικῶν ἢ παραπληρωματικῶν γωνιῶν. 


Θεώρημα 1 


403. ᾿Ἐὰν δύο ἐφεξῆς γωνίαι εἶναι παραπληρωματικαί, αἱ διχοτόμοι 
των εἶναι κάϑετοι ἐπ᾽ ἀλλήλας καὶ ἀντιστρόφως. 
Τὸ ἀντίστροφον ἀποδεικνύεται εὐκόλως. 


Θεώρημα 2 


404. 'Ἐὰν ἡ γωνία τῶν διχοτόμων δύο ἐφεξῆς γωνιῶν δὲν εἶναι 
ὀρϑή, αἱ μὴ κοιναὶ πλευραὶ αὐτῶν δὲν κεῖνται ἐπ᾽ εὐϑείας. 

᾿Αντιστρόφως, ἐὰν αἱ μὴ κοιναὶ πλευραὶ δύο ἐφεξῆς γωνιῶν δὲν 
κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας, αἱ διχοτόμοι αὐτῶν δὲν εἶναι κάϑετοι ἐπ᾽ ἀλλήλας. 


Θεώρημα 3 


4056. "Ἐὰν δύο γωνίαι ἔχουν διαφορὰν μίαν ὀρϑὴν γωνίαν καὶ τοπο- 
ϑετηϑοῦν ἢ μία ἐπὶ τῆς ἄλλης, ὥστε νὰ 
ἀποκτήσουν κοινὴν πλευράν, ἢ γωνία τῶν 
διχοτόμων των εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς ὀρϑῆς 2 έ 
γωνίας. ν 


΄ἷὉ΄ ΄Ν ΄ἷἥΝ 
Ἔστω ΒΑΔ--ΒΑΓΞΕΓΑΔ-Ξ- 1 ὀρθὴ 
γωνία. 


Ἔχομεν: 2μ--2νΞ-] ὀρθὴ γωνία. 3 8 
Ί Σχ. 213. 
ἄρα: μ--ν-Ξ- - ὀρθῆς γωνίας 
΄Ν 1 
ἢ ΕΑΖεξμ --ν -- τῷ ὀρθῆς γωνίας. 
Θεώρημα 4 


406. Αἱ διχοτόμοι δύο κατὰ χορυφὴν γωνιῶν κεῖνται ἐπ᾽ εὐϑείας 
γραμμῆς. 
407. 'Ἐὰν αἱ διχοτόμοι δύο ἴσων καὶ μὲ κοινὴν κορυφὴν γωνιῶν 
κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας, αἱ γωνίαι αὖται εἶναι κατὰ κορυφήν. 
Θεώρημα 4--] 


408. ᾿Ἐὰν δύο εὐϑεῖαι τέμνωνται, αἱ διχοτόμοι τῶν σχηματιζομένων 
τεσσάρων γωνιῶν εἶναι χκάϑετοι ἐπ᾽ ἀλλήλας. 
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Θεώρημα ὅ 


409. Ἢ ἀπόστασις τοῦ μέσου εὐθδυγράμμον. τμήματος ἀπὸ τυχόντος 
σημείον τῆς προεκτάσεώς του, εἶναι ἴση πρὸς τὸ ἡμιάθϑροισμα τῶν ἀπο- 
στάσεων τοῦ σημείου ἀπὸ τῶν ἄχρων τοῦ τμήματος. 


"Ἔστω Ο τὸ μέσον καὶ Μ τὸ τυχὸν σημεῖον. ᾿Επειδὴ 
ΜΑ-ΞΞΜΟΞ-Ξ ΌΟΑ 


Δ ν ΠΑΒΒΕΒΕΣ 
καὶ ΜΒ--ΜοΟ -- ΒΟ, ΩΝ ᾿ 
Σχ. ξῖε, 

διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη, λαμβά- 
νομεν 

ΜΑ-ΈΜΒ--2Μ0, 
ἢ Μμο-- Σ (Μὰ ἘΜΒ.. 

Θεώρημα ὅ--Ἰ 


410. Ἣ ἀπόστασις τοῦ μέσου εὐθϑυγράμμου τμήματος ἀπὸ τυχόντος 
σημείου αὐτοῦ, εἶναι ἴση πρὸς τὴν ἡμιδιαφορὰν τῶν ἀποστάσεων τοῦ ση- 
μείου ἀπὸ τῶν ἄχρων τοῦ τμήματος. 


᾿Επειδὴ πάλιν λ νὲ 5 
ΜΑΞΜΟ-ἝΟΑ 
καὶ ΜΒ -- ΟΒ -- ΟΜ, 
δι᾿ ἀφαιρέσεως κατὰ μέλη, λαμβάνομεν 
ΜΑ -- ΜΒΞΞΖΜΟ 
ἢ ΜΟ ---Ξ (μὰ -- ΜΒ). 
Παρατήρησις. ᾿ΕαΑν τὸ σημεῖον Μ εὑρίσκεται εἰς τὸ Ο, ἡ ἀπόστα- 


σις ΜΟ εἶναι μηδὲν καὶ ἡ διαφορὰ ΜΑ --- ΜΒ ἐπίσης μηδέν. ᾽Εὰν 
τὸ Μ ἔλθῃ εἰς τὸ Β, ἡ ἀπόστασις ΜΒ εἶναι ἐκείνη ἥτις μηδενίζε- 


ται καὶ θὰ εἶναι πάλιν ΜΟ Ξ-ῖ μὰ - ΜΒ). 


411. δΔιερεύνησις. Διὰ νὰ διατυπώσωμεν τ᾽ ἀνωτέρω εἰς γενικὸν 
τύπον, ἂς παραστήσω- 


μεν διὰ τῶν α καὶ δ τὰς " Ν Ἐπ τ Ξ  Ξ- Ξε 59 
ἀποστάσεις ΑΜ, καὶ -“----------- ὁὕὡΐλ)λ,ν 
διὰ μ τὴν ἀπόστασιν ΟΜ. 9 ἁ ς---- 8: 
Ἂν ἃ εἶναι τὸ μῆκος ---------------ς. 
τοῦ τμήματος ΑΒ, θὰ Σχ.. 216. 
ἔχωμεν τὰς σχέσεις: 

μξΞα- 

μΞ τὰ 
καὶ διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη τὴν 

2μ.Ξ- α Ἔβ, 

α 

ἢ μξ- ἘΞ Ὲ ᾿ 


Γεωμετρία 15 
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Ὃ τύπος αὐτὸς εἶναι γενικὸς καὶ ἐφαρμόζεται διὰ πᾶσαν θέ- 
σιν τοῦ Μ ἀπὶ τῆς εὐθείας ΑΒ, ὑπὸ τὴν προὐύπόθεσιν ὅμως τῆς 
παραδοχῆς τῆς ἑπομένης συμφωνίας: 


413. ΣΖυμφωνία διὰ τὰ σημεῖα τῶν ἀποστάσεων. “Ἕν κινητὸν 
σημεῖον δύναται νὰ διαγράψῃ μίαν εὐθεῖαν κινούμενον κατὰ δύο 
διαφόρους διευθύνσεις, ἢ φοράς, ἐπ᾽ αὐτῆς. Τὰ μήκη τμημάτων ἐπὶ 
τῆς εὐθείας, τὰ ὁποῖα δύνανται νὰ θεωρηθοῦν διαγραφόμενα κατὰ 
μίαν ὡρισμένην ἐκ τῶν δύο αὐτῶν διευθύνσεων, λ. χ. τὴν ἐξ ἀριστερῶν 

τὰ δεξιά, θὰ θεωροῦνται ὡς θετινγά, ἀρνητικὰ δὲ ἐὰν θεωρη- 
θοῦν διαγραφόμενα κατὰ τὴν ἀντίθετον διεύθυνσιν. 

Οὕτω, ἐὰν αἱ ἀποστάσεις ΑΜ, ΟΜ, ΒΜ (Σχ. 276) θεωρηθοῦν 

ὡς θετικαί, ἐπειδὴ αἱ διευθύνοεις ἐκ 

μ τοῦ Α πρὸς Μ κλπ. εἶναι ἐξ ἀριστε- 

ΝΜ ο΄ ὁὃὋ οὕ ρῶν πρὸς τὰ δεξιά, θὰ πρέπει νὰ 
θεωρήσωμεν ὡς ἀρνητικὰς τὰς ἀπο- 


ἰακακασ. ΣαπαπυϑυΣ ἘΩ͂ στάσεις ΜΑ, ΜΒ, ΜΟ 
Σ , Κατὰ τὴν συμφωνίαν αὐτὴν θὰ 
ἈΣ,8779 γράψωμεν : 
ΑΜ--ο--Μα, 


ἀφοῦ τὰ δύο αὐτὰ μήκη ἔχουν τὴν ἰδίαν ἀπόλυτον τιμὴν ἀλλὰ 
θεωροῦνται διαγραφόμενα κατ᾽ ἀντιθέτους φοράς. 


Δευτέρα περίπτωσις. ᾽Εὰν τὸ οημεῖον Μ εὑρίσκεται ἐπὶ τοῦ τμή- 
μᾶτος ΑΒ, δυνάμεθα πάλιν νὰ γράψωμεν 


1 
μτε τσ (α Ἐβ) 
Πράγματι, ὡς εἴδομεν (8 410), εἶναι 
ΟΜ-- ΤΣ (ΑΜ -- ΒΜ). 


᾿Αλλ᾽ ἂν Βεῶρήσοιεν τὰς ἀποστάσεις ΟΜ, ΑΜ ὡς θετικὰ 
ποσά, τὸ ΒΜ, ἀντιθέτου φορᾶς πρὸς τὰ δύο πρῶτα, θὰ πρέπει νὰ 
ληφθῇ ὡς ἀρνητικόν. τύπος, ἑπομένως 


μετ  (α ἘΒ), 


ἐξακολουθεῖ νὰ ἰσχύῃ καὶ εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, λογιζομένου 
ὅμως τοῦ ἀριθμοῦ βὶ ὡς ἀρνητικοῦ. 
Οὕτω φθάνομεν εἰς τὸ ἀκόλουθον γενικὸν θεώρημα: 


Θεώρημα δ--1] 


4183, Ὅταν τρία σημεῖα Α, Β, Μ, εὑρίσκωνται ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς, 
ἧ ἀπόστασις τοῦ ἑνὸς ἐξ αὐτῶν ἀπὸ τοῦ μέσου τοῦ τμήματος, τὸ ὁποῖον 
δοίζεται ἀπὸ τὰ δύο ἄλλα σημεῖα, εἶναι ὁ μέσος ἀριϑμιτικὸς τῶν ἀποστά- 
σεων τοῦ αὐτοῦ σημείου ἀπὸ τῶν δύο ἄλλων σημείων. 


Παρατήρησις. Διὰ νὰ συμπίπτουν τὰ δύο ἀπὸ τὰ τρία σημεῖα, 
θὰ πρέπει οἱ ἀριθμοὶ α ἢ βὶ νὰ εἶναι μηδέν. 

Ὃ ἀριθμὸς μ μηδενίζεται ὅταν τὸ σημεῖον Μ εἶναι τὸ μέσον 
Ὁ τοῦ τμήματος ΑΒ' εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν τὸ ἀλγεβρικὸν 
ἄθροισμα α-Ἐ β εἶναι ἐπίσης μηδέν. 
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“Ἐπειδὴ τότε 
ομ--ο- ΕΟ ΟΒ) 


καὶ τὰ δύο μήκη ΟΑ, ΟΒ ἔχουν τὴν αὐτὴν ἀπόλυτον τιμὴν ἀλλ᾽ 
ἀντίθετα σημεῖα. 
Ἧ ἀνωτέρω διερεύνησις ἐφαρμόζεται καὶ εἰς τὴν ἑπομένην 


ἄσκησιν. 
Θεώρημα 6 


414. Ἢ γωνία τῆς διχοτόμου μιᾶς γωνίας πρὸς τυχοῦσαν εὐθεῖαν, διὰ 
τῆς χορυφῆς τῆς γωνίας ἀγομένης καὶ ἐκτὸς αὖ- 
τῆς χειμένης, εἶναι ἴση πρὸς τὸ ἡμιάϑροισμα τῶν 
γωνιῶν, τῶν σχηματιζομένων ὑπὸ τῆς εὐθείας αὖ- 
τῆς καὶ τῶν πλευρῶν τῆς δοθείσης γωνίας. 

Ἕστωσαν ΓΟ ἡ διχοτόμος τῆς γωνίας 
ΑΓΒ καὶ ΓΜ τυχοῦσα εὐθεῖα ἐκτὸς τῆς γω- 
νίας αὐτῆς κειμένη. Θὰ ἔχωμεν 


“ΝἬ “΄ Ὁ 
ΜΓᾺ -Ἡ ΜΓΒ τ  Ξ2ἃἑΜΓῸ 
“Ὁ 1 ΄“ς“ ἌΝ 
ἢ ΜΓΟ -- -- (ΜΓᾺ Ὁ ΜΓΒ). 


Θεώρημα 6--1 


416. "Ἢ γωνία τῆς διχοτόμου μιᾶς γωνίας πρὸς τυχοῦσαν εὐϑεῖαν, 
διὰ τῆς κορυφῆς τῆς γωνίας ἀγομένης καὶ ἐντὸς αὐτῆς κειμένης, εἶναι 
ἴση πρὸς τὴν ἡμιδιαφορὰν τῶν γωνιῶν, τῶν σχηματιζομένων ὑπὸ τῆς 
εὐθείας αὐτῆς καὶ τῶν πλευρῶν τῆς δοθείσης γωνίας. 


"Ἔστωσαν ΓΟ ἡ διχοτόμος τῆς γωνίας ΑΓΒ καὶ ΓΜ τυχοῦσα 
εὐθεῖα ἐντὸς τῆς γωνίας αὐτῆς κειμένη. 
Θὰ ἔχωμεν 


“ ἌΝ' ΄΄. 
ΜΓΑ --- ΜΓΒ Ξ 2 ΜΓγΓὸ 
“ς᾽ 1 ΄ ΄.- 


᾿Επεκτάσεις. ᾿Ανάλογα θεωρήματα εὐρί- 
σκομὲεν διὰ κυκλικὰ τόξα καὶ κυκλικοὺς 
τομεῖς., ᾿Επίσης διὰ σφαιρικοὺς ἀτράκτους 
καὶ σφαιρικοὺς ὄνυχας περὶ τὴν αὐτὴν Σχ. 210 
διάμετρον καθὼς καὶ διὰ ζώνας μιᾶς 
σφαίρας, τὰς ὁριζομένας ἐπ᾽ αὐτῆς ὑπὸ παραλλήλων ἐπιπέδων. 

Εἰς ὅλας τὰς περιπτώσεις αὐτάς, ἡ ἀπόδειξις γίνεται κατὰ τὸν 
ἴδιον ἀκριβῶς τρόπον, ὅπως καὶ εἰς τὰἀς ἀσκήσεις τῶν παραγρά- 
φῶων 409, 410 καὶ 413. 


Κάϑετοι καὶ πλάγιαι 


416. Θὰ ἀρκεσθῶμεν εἰς ἕνα μικρὸν ἀριθμὸν σχετικῶν ἀσκή- 
σεῶν, ἐπειδὴ τὰς περισσοτέρας τῶν συνεπειῶν τοῦ θεωρήματος 
ἐπὶ τῶν καθέτων καὶ πλαγίων εἶναι προτιμώτερον νὰ ποριζόμεθα 
ἐκ τῶν θεωρημάτων ἀπὶ τῆς ἰσότητος τῶν τριγώνων. 
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417. Μέϑοδος ἀνασιροφῆς. Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι δύο πλάγιαι 
τῶν ὁποίων οἱ πόδες ἄνισον ἀπέχουν ἀπὸ τοῦ ποδὸς τῆς καϑέτου εἶναι ἴσαι, 
ἐφαρμόζομεν τὴν μέθοδον τῆς ἀναστροφῆς ((.. πο 38, 2)). Ἢ πολὺ 
ἀπλῆ αὐτὴ μέθοδος δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς εἰδικὴ περίπτωσις τῆς 
ἐπιϑέσεως, τὴν ὁποίαν χρησιμοποιοῦμεν, συνήθως, διὰ τὴν ἀπόδει- 
ξιν τῶν δύο πρώτων περιπτώσεων ἰσότητος δύο τριγώνων. 


Θεώρημα 7 


418. Δύο πλάγιαι, τῶν ὁποίων οἱ πόδες ἀπέχουν ἴσον τοῦ ποδὸς τῆς 
καθέτου, σχηματίζουν ἴσας γωνίας μετὰ τῆς καϑέτου καὶ τῆς εὐϑείας 
ἐφ᾽ ἧς οἱ πόδες των. 

Θεώρημα 7--] 


410. Δύο πλάγιαι εἶναι ἴσαι : 


1) ᾿Εὰν ἡ κάϑετος εἶναι διχοτόμος τῆς γωνίας των. 
2) ᾿Εὰν οἱ πόδες των ἴσον ἀπέχουν τοῦ ποδὸς τῆς καϑέτου. 
3) Ἕαν σχηματίζουν ἴσας γωνίας μετὰ τῆς εὐθείας ἐφ᾽ ἧς οἱ πόδες των. 


Θεώρημα 7--1 


420. Πᾶσα κάϑετος ἐπὶ τὴν διχοτόμον μιᾶς γωνίας τέμνει τὰς πλευ- 
οἀς αὐτῆς εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ τῆς κορυφῆς. Τὸ μέσον δὲ τοῦ με- 
ταξὺ τῶν πλευρῶν τμήματος τῆς καϑέτου κεῖται ἐπὶ τῆς διχοτόμον. 


Θεώρημα 8 


421. Νὰ δειχϑῇ ἀπ᾽ εὐθείας ὅτι, αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ τῶν ἄχρων τμή- 

ματος παντὸς σημείου εὑρισκομένον ἐκτὸς τῆς 

2 καϑέτουν εἰς τὸ μέσον τοῦ τμήματος τούτου, 
εἶναι ἄνισοι. 


Ἢ ἐπομένη ἀπόδειξις εἶναι πολὺ ἁπλῆ. 
“Ἔστω Ζ τὸ σημεῖον ἐκτὸς τῆς καθέτου 
ΑΒ εἰς τὸ μέσον τῆς ΓΔ. 

Γ ἘΠ Β γ Ἐὰν ἐκ τοῦ Ζ φέρωμεν κάθετον ΖΕ 
δι. 380. ἐπὶ τὴν ΓΔ, ὁ ποὺς Ε εἶναι διάφορος τοῦ 
1: σημείου Β' ἐπειδή, ἄλλως, θὰ ὑπῆρχον δύο 
κάθετοι ἐπὶ τὴν ἰδίαν εὐθεῖαν εἰς τὸ αὐτὸ 
σημεῖον Β-ΞΕ. Αἱ ἀποστάσεις λοιπὸν ΓΕ, ΔΕ εἶναι ἄνισοι, ἄρα 

καὶ αἱ πλάγιαι ΖΓ, ΖΔ εἶναι ἐπίσης ἄνισοι. 


Θεώρημα 9 


422. ᾿Ἐὰν ἐκ σημείου Α, ἐκτὸς εὐθείας ΜΝ κειμένου, φέρωμεν ἐπ’ 
αὐτὴν τὴν κάϑετον ΑΒ καὶ πλαγίας ΑΓ, ΑΔ, ΑΒ τῶν ὁποίων (πλα- 
γίων) τὰ μήκη νὰ εὑρίσκωνται κατ᾽ ἀριϑμητικὴν πρόοδον, ἡ ἀπόστασις 
ΓΔ ϑὰ εἶναι μεγαλυτέρα τῆς ἀποστάσεως ΔΕ. (Ν. Α. 1846, σ. 448, Ηυεῖ, 
σ. 47, Ῥοτσηον). 

Κατὰ τὰ δεδομένα εἶναι : 

ΑΕ --ΑΔ-- ΑΔ - ΑΓ 


ἢ ΑΕ ΑΓ --2.Δ. 
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Προεκτείνομεν τὴν ΑΔ εἰς ἴσον μῆκος ΔΘ, λαμβάνομεν ἐπὶ τῆς 
ΜΝ τμῆμα ΔΗ --ΓΔ καὶ φέρομεν τὴν ΘΗ. 

᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι ἌΤΩΝ ΔΕ: ἐπειδὴ τότε θὰ εἶναι ΒΗ»ΒΕῆ 

ΒΗ-Ξ ΒΔ: ΔΗ-Ξ ΒΔ ΕΔΓ» ΒΕΞΞΒΔ-. ΔΕ 

δηλ. ΔΓ.» ΔΕ. 

Ἔκ τῶν ἴσων τριγώνων ΑΔΓ, ΗΔΘ, 
θὰ ἔχωμεν: 

ΗΘ -Ξ ΑΓ’ 
᾿Αλλὰ 
ΑΗ -ἘΗΘ»» ΑΘ’ 


ΔΗ-ΑΓ»ᾺΆΑΘ' 


ἢ 


καὶ ἐπειδὴ 
ΑΕ ἘΑΛΓ-Ξ2ΑΔ- ΑΘ, 
ἕπεται: Σ.. 381. 
ΑΗ» ΆΑΕ. 


Παράλληλοι 


429. Ἢ θεωρία τῶν παραλλήλων παρέχει τὰ ἐπόμενα δύο θεμε- 
λειώδη θεωρήματα, χρησιμεύοντα διὰ τὴν λύσιν πολλῶν ἀσκήσεων: 


Δύο παράλληλοι εὐθεῖαι, τεμνόμεναι ὑπὸ τρίτης εὐϑείας, σχηματίζουν μετ᾽ 
αὐτῆς γωνίας ἐντὸς ἐναλλὰξ καὶ ἐντός, ἐκτὸς καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη ἴσας. 

Παράλληλα τμήματα μεταξὺ παραλλήλων εὐϑειῶν εἶναι ἴσα' εἰδικὴ πε- 
ρίπτωσις τοῦ θεωρήματος τούτου εἶναι ἡ πρότασις, καθ᾽ ἣν κάϑετα 
τμήματα μεταξὺ παραλλήλων εὐθειῶν εἶναι ἴσα, 

Πολλαὶ τῶν ἰδιοτήτων τῶν τριγώνων δύνανται νὰ ἀποδειχθοῦν 
καὶ ἄνευ τῆς ἐννοίας τῶν παραλλήλων’ ἀλλ’ ἡ τάξις τὴν ὁποίαν 
θὰ ἀκολουθήσωμεν θὰ μᾶς ἐπιτρέψῃ νὰ συγκεντρώσωμεν εἰς μίαν 
ὁμάδα μέγαν ἀριθμὸν προτάσεων σχετικῶν πρὸς τὸ τρίγωνον. 


424. Τὸ αἴτημα. Παρὰ τὰς προσπαθείας τῶν μεγαλυτέρων γεω- 
ΒΕτρον, τὰ Στοιχεῖα τῆς Γεωμετρίας δὲν ἠδυνήθησαν ν᾿ ἀπαλλαγοῦν 
τὰ τὴν θεμελίωσιν τῆς θεωρίας τῶν παραλλήλων τῆς ἀνάγκης ἑνὸς 
αἰτήματος. Τὸ αἴτημα τοῦτο ---τοῦ Εὐκλείδου --εοἶναι τὸ ἀκόλουθον: 
Δύο εὐϑεῖαι τέμνονται ἐάν, τεμνόμεναι ὑπὸ τρίτης, σχηματείζουν μετ᾽ αὐ- 
τῆς γωνίας ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη μὴ παραπληρωματικάς. 

Εἰς πλεῖστα τῶν νεωτέρων συγγραμμάτων ἀναφέρεται τὸ ἐπό- 
μενον αἴτημα, προταθὲν ὑπὸ τοῦ ΟΘεροπῆς (εἰς τὰ Αππα]68 ἄς 
Μαιβέτηαϊκίαυεϑβ, ἴοτης 111, 1812 - 1813 σ. 3532, Θεωρ. 4): 

ἜΣ ἑνὸς σημείου ἐκτὸς εὐθείας κειμένου, δὲν δυνάμεϑα νὰ φέρωμεν παρὰ 
μίαν μόνον παράλληλον πρὸς τὴν εὐθεῖαν ταύτην. 

᾿Απόδειξις. Διὰ τὴν ἔκθεσιν τῆς θεωρίας τῶν παραλλήλων χω- 
ρὶς τὴν βοήθειαν αἰτήματος, πρέπει νὰ ἀρησμοποι σομεν ἀπειρο- 
στικὰς μεθόδους καὶ αἱ ὀποῖαι φυσικὰ δὲν ἔχουν θέσιν εἰς τὰς 
ἀρχὰς τῶν στοιχείων τῆς Γεωμετρίας. Ἢ ἀπόδειξις ἡ συχνότερον 
ἀναφερομένη εἶναι τοῦ Βετίταπά. ᾽Ο γεωμέτρης οὗτος θεωρεῖ τὸν 
ἐπίπεδον ἀπεριόριστον χῶρον, τὸν περιεχόμενον μεταξὺ τῶν πλευ- 
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ρῶν μιᾶς γωνίας καὶ χρησιμοποιεῖ ἀπεράτους ταινίας, ἤδη θεωρη- 
θείσας ἐνωρίτερον ὑπὸ τοῦ Α. Ατπαυϊὰ εἰς τὸ ἔργον του Νομυδαιπ 
Εἰοπιοτιί8 ἀς ἀέοπιέίτὶε ἐκδοθὲν τὸ 1667: 


1.-- Λῆμμα 


426. ᾿Επὶ μιᾶς τῶν πλευρῶν ΑΧ μιᾶς ὀρϑῆς γωνίας ΧΑΛ΄, λαμβά- 
νομεν μήχη ἴσα ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ... καὶ διὰ 
Ἷ τῶν σημείων διαιρέσεως φέρομεν καϑέτους 
Α] 8] ΓΊ ΔΊΕ ΒΒ’, ΓΓ΄... ἐπὶ τὴν πλευρὰν ΑΧ. Αἱ οὕτω 
σχηματιζόμεναι ταινίαι Α΄ΑΒΒ΄... εἶναι 
ἀπεριόριστοι κατὰ τὴν φορὰν ΑΑ΄. Εἶναι 
ὅμως ἀδύνατον νὰ καλύψουν ὁλόκληρον 
τὸν γωνιαχὺν χῶρον ΧΑΛ΄, ὁσονδήποτε 

μέγας καὶ ἂν ληφϑῇ ὁ ἀριϑμὸς αὐτῶν. 


Πράγματι, αἱ ταινίαι αὗται εἶναι 
ἀπεριόριστοι κατὰ τὴν φορὰν ΑΑ΄. 
᾿Αλλ᾽ ἐπειδὴ ἕν πεπερασμένον πλῆθος 

λϑγὰὲδ Χ μηκῶν, ὡς τὸ ΑΒ, δὲν δύναται οὐδέ- 
ποτε νὰ καλύψῃ τὴν ἀπεριόριστον πρὸς 
᾿ Συεθεν τὰ δεξιὰ ὀΑ ΆΝ ΑΧ, ἐπέται ὅτι αἱ 
ταινίαι αἱ σχηματιζόμεναι ὑπὸ τῶν παραλλήλων ΑΑ΄, ΒΒ΄... δὲν 
δύνανται νὰ καλύψουν τελείως τὸν γωνιακὸν χῶρον ΧΑΑ΄. 


11.--Λῆμμα 


426. Μία γωνία Α΄ΑΒ΄, ὁσονδήποτε 
μικρὰ καὶ ἂν ὑποτεϑῇ, δύναται, ἐπαναλαμ- 
βανομένη διαδοχικῶς, νὰ καλύψῃ τελείως 
τὴν ὀρϑὴν γωνίαν ΧΑΑ΄. 


Πράγματι ἐπειδὴ τὰ εἰς σύγκρισιν 
ποσὰ ΑΓΑΧ καὶ Α΄ΑΒ΄ εἶναι τοῦ αὐτοῦ 
Α εἴδους, εἶναι προφανὲς ὅτι ἐπαναλαμ- 
Ν βάνοντες τὴν γωνίαν Α'ΑΒ΄, ἐπαρκεῖς 
τὸ πλῆθος φοράς, δυνάμεθα νὰ καλύ- 
ψωμεν τὸν χῶρον ΑΑΧ καὶ νὰ ὑπερ- 


Σ.. 283. 


βῶμεν μάλιστα αὐτόν. 
111.-- Θεώρημα 


427. Δύο εὐϑεῖαι ΓΔ καὶ ΑΒ, ἐκ τῶν ὁποίων 
ἡ πρώτη εἶναι κάθετος καὶ ἢ ἄλλη πλαγία πρὸς 
εὐθεῖαν ΑΧ, ἀναγκαίως τέμνονται. 

Ἔστω ΑΖ ἡ κάθετος εἰς τὸ Α ἐπὶ τὴν εὐ- 
θεῖαν ΑΧ. Αἱ δύο κάθετοι ΑΖ καὶ ΓΔ ἀποτε- 
λοῦν ταινίαν, ἐντὸς τῆς ὁποίας δὲν δύναται νὰ 
περιέχεται ὁ ἀπέρατος γωνιακὸς χῶρος ΖΑΒ’ 
Διότι, ἐν ἐναντίᾳ περιπτώσει, καὶ δεδομένου 

Α τ μὰ ὅτι ἕνας τεπεραθιενος ἀριθμὸς γωνιακῶν χώ- 

ρων,ὡς ὁ ΖΑΒ, καλύπτει τὸν χῶρον ΖΑΧΙ 

Σχ. 284. Λῆμμα), θὰ ἔπρεπε ὅπως εἷς, τὸ πολὺ ἴσος, 
ἀριθμὸς ταινιῶν ὡς ἡ ΖΑΓΔ, νὰ ἐκάλυπτε 

τὸν αὐτὸν χῶρον. Τοῦτο ὅμως εἶναι ἀδύνατον κατὰ τὸ Λῆμμα. 
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᾿Επειδὴ λοιπὸν δὲν δύναται νὰ περιέχεται ὁ χῶρος ΖΑΒ ἐντὸς 
τῆς ταινίας ΖΑΓΔ, ἡ δὲ εὐθεῖα ΑΒ εἶναι κοινὴ τῶν δύο τούτων 
χώρων, θὰ πρέπει τμῆμα τοῦ χώρου ΖΑΒ νὰ εὑρίσκεται ἐκτὸς τῆς 
ταινίας ΖΑΓΔ. Ἤτοι ἡ εὐθεῖα ΑΒ νὰ τέμνῃ τὴν ΓΔ. 


428. Σημειώσεις. 1) Εἶναι εὐκολώτερον νὰ διίδῃ τις ἢ νὰ ἐκ- 
ρίαν τὰ πολλὰ παράδοξα καὶ που μβιβαστα τῆς ἀνωτέρω ἀπο- 
δείξεως. 

Συγκρίνονται λ.χ. χῶροι ἀπεριόριστοι, ὅπως μία γωνία καὶ μία 
ταινία, καὶ τοὺς ὁποίους δὲν δυνάμεθα νὰ ἐπιθέσωμεν ἐπ᾽ ἀλλήλων. 

“'ὰν εἶναι ἀληθὲς τὸ λεγόμενον ὅτι τὰ αἰτήματα δὲν ἱκανοποιοῦν 
πλήρως τὸ πνεῦμα, τὸ ἴδιον θὰ ἠδύνατο νὰ λεχθῇ καὶ δι᾽ ὡρισμέ- 
νας «ἀποδείξεις». 

Ὃ Τεταυεῖι διετύπωσεν σοβαρὰς ἀντιρρήσεις ἐπὶ τῆς προηγου- 
μένης ἀποδείξεως (Ν. Α. 1845, σ. 549 καὶ 550. 

Ἡ ἀπόδειξις τοῦ αἰτήματος, τὴν ὁποίαν δίδει ὁ Ι;εχεπάᾶτε εἰς 
τὸ Συμπλήρωμα τοῦ ἔργου του ΕἸόνιοτιί5 ἀε σέονιῤίτίε, δὲν ἀντέχει 
ἐπίσης εἰς αὐστηρὰν κριτικήν. 

2) Δυνάμεθα νὰ ἀποδείξωμεν ἀπ᾽ εὐθείας, χωρὶς τὴν βοήϑειαν 
τῶν παραλλήλων, ὅτι τὸ ἄθροιομα τῶν τριῶν γωνιῶν τριγώνου εἶναι 
δύο ὀρθαί, ἐὰν ἀποδεχθῶμεν τοὺς ὁρισμοὺς καὶ τοὺς συλλογι- 
σμοὺς τοῦ Βεγίταπὰ (Απ. ἄς Θετγξοππε, ἴοπης 11, 1812 - 1813, Ρ. Ρ. 
355,356δ) καθὼς καὶ Ν. Α. 1942, Ρ. ». 210, 213, ἄρθρου τοῦ Τεγαᾳυετ). 

3) ᾿᾽Ονομάζονται μὴ Εὐκλείδειοι Γεωμετρίαι, αἱ Γεωμετρίαι αἱ μὴ 
ἀποδεχόμεναι τὸ αἴτημα τοῦ Εὐκλείδου. Ἢ πρώτη τούτων ὀφείλε- 
ται εἰς τὸν ᾿ορεαἰςβεῖβκγ, ρῶσον γεωμέτρην (179) - 1856)" σύνοψιν 
αὐτῆς εὑρίσκει τις εἰς τὸ Δρρεπάϊοο ἀπ Τναΐϊέ ἀς Αἐογλέϊγιε τῶν 
Ἀοινομβό καὶ (οπιθετγοῦβ5ε. 

Ἢ Γεωμετρία τοῦ Ἀϊεπιαπη (1826 - 1866) δὲν ἀποδέχεται ἐπί- 
σης τὸ αἵτημα τοῦ Εὐκλείδου (βλ. Μαιπμεεὶβ, 1894, Ρ. 180, ἄρθρον 
τοῦ Μαπϑίοπ). 

Ὡς ἀντιστάθμισμα τῶν ἐγκωμιαζουσῶν τὰς μὴ Εὐκλειδείους Γεω- 
μετρίας μελετῶν, δύναταί τις νὰ ἀναγνώσῃ ἄρθρα τῶν ἀε (Ποπιπιὶ- 
πὲ8 ἂς Μαγεῖν καὶ Ετοϊον (Α. Ε, 1889, Ὁ. 88 καὶ 1904, ». 88). 

Εἰς τὸ ἔργον τοῦ Ο. Κεςομαῖαβ: Εἰμᾶθ δὲν 1 ἔβραοθ εἰ ἰε Τετηρβ 
(26 ἐαϊείοη, 1909), εὑρίσκονται ἐνδιαφέρουσαι παρατηρήσεις ἐπὶ 
τοῦ αἰτήματος τοῦ Εὐκλείδου καὶ τῆς Γενικῆς Γεωμετρίας ([(εφ. 111 
καὶ 1ν}. 


Θεώρημα 10 


429. ᾿Ἐὰν αἱ πλευραὶ δύο γωνιῶν εἶναι παράλληλοι, αἱ διχοτόμοι 
αὐτῶν εἷναι παράλληλοι ἢ κάϑετοι 
εὐθεῖαι. 


᾽Εὰν αἱ γωνίαι αὐταί, ΑΒΓ καὶ Β ᾿ 
ΔΕΖ, εἶναι ἀμφότεραι ὀξεῖαι ἢ ἀμ- ω 
φότεραι ἀμβλεῖαι, θὰ εἶναι ἴσαι Μμ 
καὶ τὰ ἡμίση τῶν ἐπίσης ἴσα. Ρ Δ 
“στε... : κ 
ΑΙ δὲ γωνίαι ΑΒΓ, ΔΕΓ εἶναι κὶ 
παραπληρωματικαὶ καὶ ἡ διχοτόμος Ζ' 
ΜΝ τῆς δευτέρας, οὖσα κάθετος 
ἐπὶ τὴν διχοτόμον ἘΚ τῆς ΔΕΖ’, θὰ Ἔχ. 555. 
εἶναι κάθετος ἐπίσης καὶ ἐπὶ τήν, 
παράλληλον πρὸς αὐτήν, διχοτόμον Βὶ τῆς πρώτης. 
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430. "Ἐὰν αἱ πλευραὶ δύο γωνιῶν εἶναι ἀντιστοίχως κάϑετοι εὐθεῖαι, 
αἴ διχοτόμοι αὐτῶν εἶναι κάθετοι ἢ παράλληλοι εὐθεῖαι. 


Θεώρημα 11 

431. Ἢ παράλληλος πρὸς τὴν βάσιν τριγώνου, ἧ ἀγομένη ἐκ τοῦ μέ- 
σου μιᾶς πλευρᾶς, ἰσοῦιαι πρὸς τὸ 
ἥμισυ τῆς βάσεως καὶ διέρχεται διὰ 
τοῦ μέσον τῆς ἄλλης πλευρᾶς. 

Ἔστω ΑΒΓ τυχὸν τρίγωνον. 
Διὰ τοῦ μέσου Ζ τῆς ΑΒ φέρο- 
μεν τὴν ΖΕ παράλληλον πρὸς 
τὴν ΒΓ καὶ τὴν ΕΔ παράλληλον 
τῆς ΑΒ. 

Τὸ σχῆμα ΖΒΔΕ εἶναι παραλ- 
χηλόγραμμον, ἄρα ΖΕ -- ΒΔ καὶ 
ΖΒ --. ΕΔ. 


Σ.. 166. Τὰ δὲ τρίγωνα ΑΖΕ καὶ ΕΔΓ 
ΗΕ τὰ ᾿ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα μιν πλευ- 
ρὰν ἴσην καὶ τὰς προσκειμένας εἰς αὐτὴν γωνίας ἴσας" ἄρα 
ΑΖΞΕΔΞ:-ΖΒ καὶ ΒΔ--ΖΕ ---ΔΓ. 
Ἤτοι ἡ εὐθεῖα ΖΕ συνδέει τὰ μέσα τῶν πλευρῶν ΑΒ, ΑΓ καὶ 
εἶναι ἴση πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς ΒΓ. 


Θεώρημα 11--1 
492. Αἱ εὐθεῖαι αἱ συνδέουσαι τὰ μέσα τῶν πλευρῶν ἑνὸς τριγώ- 
γον, διαιροῦν αὐτὸ εἰς τέσσαρα τρί- 


" γωνα ἴσα. 
“Ἔστωσαν Δ, Ε,Ζ τὰ μέσα τῶν 
Ζ πλευρῶν τοῦ ΑΒΓ. ᾿Επειδὴ ἑκάστη 
τῶν εὐθειῶν ΔΕ, ΕΖ, ΖΔ εἶναι τὸ 
ἥμισυ τῆς πλευρᾶς πρὸς ἢν εἶναι 
" παράλληλος, τὰ τέσσαρα σχηματι- 


ζόμενα τρίγωνα εἶναι ἴσα πρὸς ἄλ- 
Σχ. 281. ληλα, ὡὧς ἔχοντα τὰς πλευράς των, 
ἀνὰ δύο, ἴσας μίαν πρὸς μίαν. 
Παρατήρησις. ᾿Αναφορικῶς πρὸς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ, τὸ τρίγωνον 
πα δον ϑ ένα διάμεσον {γιδάϊαη) τρίγωνον ἢ συμηληρωματικὸν (βλ. 
π. 9 α). 


Θεώρημα 12 


Ἂ 433. Ἢ διάμεσος ἐπί τινα πλευρὰν τριγώνου 
τέμνει εἰς δύο ἴσα τμήματα τὴν εὐθεῖαν, τὴν συν- 
Μ δέουσαν τὰ μέσα τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν. 
Ὥς εἴδομεν (5 431), ἡ εὐθεῖα ΖΕ εἶναι 
Ἃ ᾿Ὶ Γν 


παράλληλος πρὸς τὴν ΒΓ. Ἡ δὲ εὐθεῖα ΖΘ, 

διερχομένη διὰ τοῦ μέσου Ζ τῆς πλευρᾶς 

ΑΒ τοῦ τριγώνου ΑΒΔ, διέρχεται καὶ διὰ 

Σχ. 388. τοῦ μέσου Θ τῆς ἄλλης πλευρᾶς του ΑΔ καὶ 

εἶναι ἴση πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς βάσεως ΒΔ. Διὰ 

τὸν αὐτὸν λόγον καὶ ἡ ΘΕ εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς ΔΓ. Ἄρα ΖΘ--Θ Ὲ 


καὶ τ σημαῖον Θ εἶναι μέσον τῆς διαμέσου ΑΔ καὶ τοῦ τμήμα- 
τος Ε 
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3α ᾿Απόδειξις. Τὸ σχῆμα ΑΖΔΕ εἶναι παραλληλόγραμμον (8 432), 
ἔχον ὡς διαγωνίους τὰς ΑΔ καὶ ΖΕ. Ἄρα 


ΑΘ-- ΘΔ καὶ ΖΘ-:ΘΕέΕ. 


Θεώρημα 18 


484. Αἱ παράλληλοι πρὸς τὰς πλευρὰς τριγώνου, αἱ ἐκ τῶν κορυ- 
φῶν αὐτοῦ ἀγόμεναι, σχηματίζουν τρίγω- 
νον ἔχον τὰς κορυφὰς τοῦ ἀρχικοῦ τριγώ- 
νου ὡς μέσα τῶν πλευρῶν αὐτοῦ. 

“Ἔστωσαν ΑΒΓ καὶ ΔΕΖ τὰ τρίγωνα 
ταῦτα. Ἕνεκα τῶν τριῶν παραλλήηλο- 
γράμμων ΑΓΒΖ, ΑΒΓΕ καὶ ΑΓΔΒ, θὰ 
ἔχωμεν 

ΖΒΞΑΓ -Ξ- ΒΔ, ΑΕ --, ΒΓ -- ΑΖ, 

ΓΔ-:ΑΒ--ΓΕ. 


Τὰ σημεῖα δηλ. Α, Β, Γ, εἶναι τὰ μέσα τῶν πλευρῶν τοῦ δευ- 
τέρου τριγώνου. 


Παρατήρηοις. Τὸ τρίγωνον ΔΕΖ ἀποτελεῖται ἐκ τεσσάρων τρι- 
γῶώνων, ἴσων πρὸς τὸ ἀρχικὸν ΑΒΓ. 


4384 α. Σημείωσις. ᾿Αναφορικῶς πρὸς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ, τὸ τρί- 
γῶνον ΔΕΖ ὀγόμαίεται ἀντισυμπληρωματικὸν τρίγωνον. Οἱ ὅροι συμ- 
πληρωματικὸν καὶ ἀνιισυμπληρωματικὸν τρίγωνον ὀφείλονται εἰς τὸν 
Νευδετγᾳ. 


Σχ, 289. 


Θεώρημα 18--1 


4556. Ἢ εὐθεῖα ΑΛΝ, ἡ συνδέουσα μίαν χορυφὴν Α ἑνὸς τριγώνου 
ἊΔΒ μετὰ τοῦ μέσου Λ τῆς δια- 
μέσου πρός τινα τῶν ἄλλων πλεν- Α 
ρῶν αὐτοῦ, διαιρεῖ τὴν ἀπέναντι 
πλευρὰν ΒΔ εἷς δύο μέρη, ἐκ 
τῶν ὁποίων τὸ ἕν εἶναι διπλά- 
σιον τοῦ ἄλλου, 


Διὰ τοῦ μέσου Γ τῆς ΑΒ 
φέρομεν τὴν ΓΜ παράλληλον 
πρὸς τὴν ΑΝ. ᾿Επειδὴ ΓΜ 
ἄγεται ἐκ τοῦ μέσου τῆς 
πλευρᾶς ΑΒ τοῦ ΑΒΝ τριγώ- 
γου καὶ παραλλήλως πρὸς τὴν 
πλευρὰν αὐτοῦ ΑΝ, θὰ διέλθῃ 
διὰ τοῦ μέσου Μ τῆς τρίτης πλευρᾶς ΝΒ, ἢ 

ΝΜ -- ΜΒ. 

Διὰ τὸν ἴδιον λόγον, ἀφοῦ τὸ σημεῖον Λ εἶναι μέσον τῆς πλευ- 

ρᾶς ΔΓ τοῦ τριγώνου ΔΓΜ, θὰ ἔχωμεν ΔΝ -- ΝΜ. Ἑπομένως 


ΔΝ-ΝΜΈΜΒ καὶ Δη-- 9. 


2 
Παρατήρησις. Εἶναι: ΛΝ -Ξ ΕΝ Ξ- τ : 
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Θεώρημα 14 


486. Διὰ τῶν ἄχρων Α, Γ καὶ τοῦ μέσου Β ἑνὸς τμήματος ΑΒΓ, 
φέρομεν παράλληλα τμήματα περατούμενα εἰς ἄλλην εὐθεῖαν ΔΕΖ. Δεί- 
ἕατε ὅτι τὸ μῆχος τοῦ τμήματος ΒΕ εἶναι τὸ ἀλγεβρικὸν ἡμιάϑροισμα 
τῶν μηκῶν τῶν δύο ἄλλων παραλλήλων τμημάτων. 


Ας παραστήσωμεν διὰ τῶν α, β, γ, τὰ τρία μήκη. 

Θὰ διακρίνωμεν τρεῖς περιπτώσεις. 

1η Περίπτωσις. Τὰ τμήματα ΑΓ καὶ ΔΙΓ ἔχουν κοινὸν ἄκρον (Σχ. 291). 

᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα ΒΕ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν βάσιν ΑΔ 
τοῦ τριγώνου ΑΓΔ καὶ διέρχεται διὰ τοῦ μέσου Β τῆς πλευρᾶς 


του ΓΑ, θὰ εἶναι ΒΕ -Ξ Ε ΑΔ. ΓΑρα (ξ 431) 


2 
1 
β-ε-ς (Ὁ), 
Α 
Β 
15 
δ κ 2 


Σχ. 292. 


23α Περίπτωσις. Τὰ τμήματα ΑΓ καὶ ΔΖ δὲν τέμνονται (Σχ. 292). 

Ἢ ΒΕ εἶναι ἡ διάμεσος τοῦ σχηματιζομένου τραπεζίου καὶ 
ἰσοῦται πρὸς τὸ ἡμιάθροισμα τῶν βάσεών του. Κατὰ τὴν πρώτην 
ἄλλωστε περίπτωσιν, θὰ εἶναι 


Ξε ῦδι -Υν ἢ -ατρΥ 
ΒΘθ--Ο΄ τς, ΘΕ- - ὥστε β - Σ 


8ϑη Περίπτωσις, Τὰ τμήματα ΑΖ καὶ ΔΙ᾽ τέμνονται, ἔστω εἰς Ε 
(Σχ. 293). 
᾿᾽Ας φέρωμεν τὴν ΖΕΘ. Θὰ ἔχωμεν 


ΒΕ---ς αθ, Δθ- ΓΖ 


Σα. 586, β- -Σ (4 Ἐν), 


θεωροῦντες τὸ μῆκος τοῦ τμήματος ΓΖ, ἀντιθέτου φο͵ πρὸ 
τοῦ ΑΔ, ὡς ἀρνητικόν, φορᾶς πρὸς τὴν 
ΓΖ -- -- ΖΓ -- , 


διὰ νὰ ἔχωμεν ἕνα ἑνιαίας μορφῆς τύπον καὶ διὰ τὰς τρεῖς περι- 
πτώσεις. 
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Παρατήρησις. Ἐἰς μέγαν ἀριθμὸν ζητημάτων, ἡ ἀποδοχὴ τῆς 
συμφωνίας διὰ τὰ σημεῖα (8 412) εἶναι ἀπαραίτητος διὰ τὴν ἰσχὺν 
τοῦ γενικοῦ τύπου τῆς ἐκφωνήσεως. 


Α 


Θεώρημα 1δ 


437. Εἰς πᾶν τρίγωνον, ἑκάστη διάμε- 
σος ἴσον ἀπέχει τῶν δύο ἄλλων κορυφῶν. 

"Ἔστω ΑΟ ἡ διάμεσος ἐκ τῆς κορυ- 
φῆς Α. ᾿Επειδὴ τὰ ὀρθογώνιὰ τρίγωνα 
ΒΖΟ καὶ ΓΘΟ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα 
τὰς ὑποτεινούσας ἴσας καὶ μίαν τῶν 
γωνιῶν ἴσην, ἔπεται ΒΖ-- ΓΘ. 


Θεώρημα 16--- 


4958. Εἰϊς πᾶν τρίγωνον, μία χορυφὴ καὶ τὸ μέσον τῆς ἀπέναντι 
πλευρᾶς ἴσον ἀπέχουν τῆς εὐθείας τῆς συνδεούσης τὰ μέσα τῶν δύο ἄλ- 
λων πλευρῶν. Τὰ δὲ μέσα ταῦτα ἴσον ἐπίσης ἀπέχουν τῆς πρὸς τὴν 
τρίτην πλευρὰν διαμέσον. 


Τρεῖς εὐϑεῖαι διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου 


439. Ἐς ἕν ἀρκετὰ μέγα πλῆθος περιπτώσεων, εὐρισκόμεθα 
εἰς τὴν ἀνάγκην νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι τρεῖς ὡρισμέναι εὐθεῖαι διέρ- 
χονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 

Πρὸς τὸν σκοπὸν αὐτὸν δυνάμεθα νὰ ἐργαζώμεθα ὡς ἑξῆς: 

᾿Αφοῦ προσδιορίσωμεν τὸ σημεῖον τομῆς δύο ἐκ τῶν τριῶν εὐὖ- 
θειῶν καὶ καθορίσωμεν τὰς ἰδιότητας τῆς θέσεώς του, ἀποδεικνύο- 
μεν ὅτι τοῦτο ὀφείλει νὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς τρίτης εὐθείας (Πάαρα- 
δείγματα, 85 443͵ 444). Ἤ, ἐπίσης, διὰ τοῦ κοινοῦ σήμεέξου δύο ἐκ 
τῶν εὐθειῶν φέρομεν εὐθεῖαν πληροῦσαν ὡρισμένας συνθήκας, 
ὑπαγορευομένας ἐκ τῶν δεδομένων, καὶ ἀποδεικνύομεν ὅτι ἡ εὐ- 
θεῖα αὕτη ἔχει πάσας τὰς ἰδιότητας τὰἀς χαρακτηριζούσας τὴν τρί- 
την εὐθεῖαν (Παραδείγματα, 85 440, 441). 

Μὲ ἄλλους λόγους, ἐπιζητοῦμεν νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι τὸ κοινὸν 
σημεῖον δύο ἐκ τῶν εὐθειῶν ἀνήκει εἰς 
τὸν γεωμετρικὸν τόπον τῶν σημείων τὸν Α 
ὁποῖον συνιστᾷ ἡ τρίτη εὐθεῖα. 


Θεώρημα 16 


440. Αἱ χάϑετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς γωνίας, 
εἰς σημεῖα ἴσον ἀπέχοντα τῆς κορνφῆς, τέμνον- 
ται ἐπὶ τῆς διχοτόμον τῆς γωνίας. 


Ἔστω ΑΒ -Ξ ΑΓ καὶ Δ ἡ τομὴ τῶν κα- 
θέτων εἰς τὰ Β καὶ Γ. 

Ἐὰν φέρωμεν τὴν ΑΔ, τὰ ὀρθογώνια 
τρίγωνα ΑΔΒ καὶ ΑΔΓ εἶναι ἴσα, ὡς 
ἔχοντα κοινὴν τὴν ὑποτείνουσαν ΑΔ καὶ μίαν πλευρὰν ἴσην, 
ΑΒ -Ξ- Αῦ. Εἶναι ἄρα ἴσα καὶ συνεπῶς : 


Σι. 98. 


΄- ΄ι- 
ΒΑΔ -- ΔΑΓ. 
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Θεώρημα 17 


441. ᾿ΕἘπὶ τῶν πλευρῶν γωνίας Α λαμβάνομεν μήκη ΑΒ -Ξ ΑΔ καὶ 
ΑΓ -- ΑΕ΄. Δείξατε ὅτι αἱ εὐϑεῖαι ΒΕ καὶ ΓΔ εἶναι ἴσαι καὶ τέμνονται 
ἐπὶ τῆς διχοτόμον τῆς γωνίας. 

Φέρομεν τὴν ΑΟ. Τὰ τρίγωνα ΑΒΕ καὶ ΑΔΓ εἶναι ἴσα, ὡς 

ἔχοντα κοινὴν τὴν γωνίαν Α καὶ ἴσας 
Α τὰς περιεχούσας αὐτὴν πλευράς. 

΄“-“. ἧς 

“Ἄρα ΒΕ Ξ-ΓΔ καὶ Γ-Ξ Ε. 
᾿Επειδὴ δὲ αἱ γωνίαι ΓΒΟ καὶ 
ΕΔΟ εἶναι ἐπίσης ἴσαι, ὡς παρα- 
«Δ δ πληρωματικαὶ ἴσων γωνιῶν καὶ τὰ 
Δ» τρίγωνα ΒΟΓ καὶ ΔΟΕ θα εἶναι 
2. ἴσα, ὡς ἔχοντα τὰς πλευρὰς ΒΓ, 
ΔΕ ἴσας καὶ τὰς προσκειμένας εἰς 
αὐτὰς γωνίας ἴσας ἀντιστοίχως. 
σι. 296. Αρα ΟΓ -Ξ ΟΕ καὶ κατ᾽ ἀκολου- 
θίαν τὰ τρίγωνα ΑΟΓ καὶ ΑΟΕ 
ἀποδεικνύονται ἴσα, ὡς ἔχοντα καὶ 

τὰς τρεῖς πλευρὰς ἴσας, μίαν πρὸς μίαν. 


΄᾽΄ς ΨἊς 
Ἤτοι ΟΑΓΞΞΟΑΕ. 


Θεώρημα 17--] 


442. Δύο εὐθεῖαι εἰς τὸ ἐσωτερικὸν γωνίας, ὡς αἱ ΒΕ καὶ ΓΔ, εἶναι 
ἴσαι ἐὰν τέμνωνται ἐπὶ τῆς διχοτόμου τῆς γωνίας καὶ εἶναι ἴσον κεκλι- 
μέναι πρὸς αὐτήν. 

μὴ Θεώρημα 18 


449. Αἱ κάθετοι εἰς τὰ μέσα τῶν πλευ- 


Ζ ἕ ρῶν τριγώνου τέμνονται εἷς τὸ αὐτὸ ση- 
ΧΙ ΟΝ μεῖον, ἴσον ἀπέχον ἀπὸ τῶν τριῶν κορυφῶν. 
Υ̓ Σημείωσις. Τὰς καθέτους ταύτας ὁ 


Νευῦεῖς ἐκάλεσεν μεσοκαϑέτους (55) (πιὲ- 


8 ᾿ 
Σχ. 291. αϊαίγῖοο8) τοῦ τριγώνου. 


Θεώρημα 10 


444. Αἱ τρεῖς διχοτόμοκι τῶν γωνιῶν τριγώνου τέμνονται εἰς τὸ 
αὐτὸ σημεῖον, ἴσον ἀπέχον τῶν τριῶν πλευρῶν. 


Θεώρημα 80 
446. Τὰ τρία ὕψη τριγώνου τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον. (Πέμ- 
πτον λῆμμα ᾿Αρχιμήδουτ). 
"Απόδειξις τοῦ αν. Ἕστω ΑΒΓ τυχὸν τρίγωνον. Διὰ τῶν 


κορυφῶν Α, Β, Γ, φέρομεν παραλλήλους πρὸς τὰς ἀπέναντι 
πλευράς. 


89. Ὅρος μᾶλλον ἐπικρατήσας. 
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Εἰς τὸ τρίγωνον ΘΙΚ, τὰ σημεῖα Α, Β, Γ, εἶναι μέσα τῶν πλευ- 
ρῶν αὐτοῦ (8 434), τὰ δὲ ὕψη τοῦ τριγώνου ΑΒΓ αἱ κάθετοι εἰς 
τὰ μέσα τῶν πλευρῶν. Τέμνονται, 
ἑπομένως (8 443), αἱ τρεῖς αὗται εὐ- 


1 
θεῖαι κατὰ τὸ αὐτὸ σημεῖον. (Βλ. 
ἐπίσης 8 1397 αὐ). 

Θεώρημα 20-- 
446. ᾿ΕἘπὶ δύο τῶν πλευρῶν τριγώ- Β 
νου ΑΒΓ κατασχευάζομεν τετράγωνα 
πρὸς τὸ ἐξωτερικὸν μέρος αὐτοῦ κεί- 
μενα (Σχ. 299). Δείξατε ὅτι αἱ εὐϑεῖαι 
ΑΔ καὶ ΒΕ τέμνονται ἐπὶ τοῦ ὕψους ΓΖ 


τοῦ ἀγομένον ἐπὶ τὴν τρίτην πλευράν. 

Τὸ θεώρημα ἀποδεικνύεται ἐὰν 
δειχθῇ ὅτι αἱ κάθετοι ΑΜ, ΒΝ ἐπὶ 
τὰς ΒΕ καὶ ΑΔ ἀντιστοίχως τέμνονται ἐπὶ τοῦ ὕψους ΓΖ. Διότι 
τότε αἱ εὐθεῖαι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ θὰ εὑρίσκωνται ἐπὶ τῶν ὑψῶν τοῦ 
τριγώνου ΑΟΒ. 

Πρὸς τοῦτο, προεκτείνομεν ν, 
τὴν ΑΜ ἔέχρι τῆς συναντή- 
σεώς τῆς μετὰ τῆς ΖΓ. Πα- 
βατηροῦμεν ὅτι, τὰ τρίγωνα 

ΑΒ καὶ ΑΓΟ εἶναι ἴσα, 
ἐπειδὴ ἔχουν τὰς πλευρὰς 
ἈΕΞ-ΞΑΓ καὶ τὰς γωγίας ΑΕΒ, 
ἘΑΒ ἴσας ἀντιστοίχως πρὸς 
τὰς ΓΑΟ, ΑΓΟ, ὡς ἐχούσας 
τὰς πλευράς τῶν καθέτους. 
Ἄρα ΓΟ -ΞΞ ΑΒ. 

"Ἔστω τώρα Ο’ τὸ σημεῖον 
τομῆς τοῦ ὕψους ΓΖ μετὰ τῆς 
εὐθείας ΒΝ. Κατὰ τὸν ἴδιον 
τρόπον σκεπτόμενοι, θὰ εὔ- 
ρώμεν ΟΥἿ -- ΑΒ -- ΟΓ καὶ ἡ 
σχέσις αὐτὴ δεικνύει ὅτι τὰ σημεῖα Ο καὶ Ο΄ συμπίπτουν. “ῶστε 
αἱ τρεῖς εὐθεῖαι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


Σημείωσις. 1) Ἢ κομψὴ αὐτὴ ἀπόδειξις ἑνὸς ζητήματος γνω- 
στοῦ ἤδη ἀπὸ τοῦ 1817, εὑρίσκεται εἰς 1. ἁ. Μ. ΕἸέπι., τοῦ Ῥμίδεγέ 
(1879 - 1880, σ. 36). 2) Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα, ἀλλὰ δι᾽ ὀρϑογώνιον 
τρίγωνον, προετάθη τὸ 1823 εἰς τὸ Ρλιοϑορπίοαὶ Μασατῖνρ καὶ ἀπε- 
δείχθη ὑπὸ τοῦ ὕεγσοππε εἰς τὸν ΧΙῚΝ τόμον τῶν Αππα]εβ, σ, 334 
καὶ 374, ᾿Εγενικεύθη δὲ ἀργότερον, εἰς τὸν ΧΝ τόμον, σ. 84, ὑπὸ 
τῶν σενσοῆηπε καὶ Ομοντεῖ. Τὸ ἴδιον θεώρημα ὑπὸ τὴν γενικήν του 
διατύπωσιν (8 446), εὑρίσκεται εἰς τὸν ΝῚ] τόμον τῶν Αππαῖο5, 
(1816 - 1817, σ. 321) καὶ ἐδόθη ὑπὸ τοῦ γεεοίεη, καθηγητοῦ τότε τῶν 
εἰδικῶν μαθηματικῶν εἰς τὸ Νῖνιο5 καὶ πρώτου σπουδάσαντος τὸ 
σχῆμα, τὸ ἀποτελούμενον ἐξ ἑνὸς τριγώνου καὶ τῶν τετραγώνων 
τῶν κατασκευαζομένων ἐπὶ τῶν τριῶν πλευρῶν του (βλ. ἐπμ. ὃ 
1773, λ ἕως ξ). 


Α 
Θ 
Σι, Ἐ6. 
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Θεώρημα 21 
447. Αἴ διάμεσοι παντὸς τριγώνου διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ 
σημείου, εὑρισχομένου εἰς τὰ Ξ τοῦ μήκους ἑκάστης διαμέσου ἀπὸ τῶν 
ἀντιστοίχων κορνφῶν. 


“Ἔστω ΑΒΓ τυχὸν τρίγωνον καὶ Θ τὸ κοινὸν σημεῖον δύο δια- 
μέσων, ΒΕ, ΓΖ αὐτοῦ. 

Φέρομεν τὴν ΖΕ, παράλληλον πρὸς τὴν ΒΓ καὶ ἴσην πρὸς τὸ 
ἥμισυ αὐτῆς (8 431), εἰς δὲ τὸ τρίγωνον 
ΒΘΓ φέρομεν τὴν ἱΚὶ διὰ τῶν μέσων ἰ 
καὶ Κὶ τῶν πλευρῶν του ΘΓ καὶ ΘΒ. 

᾿Επειδὴ ἡ Ι΄ θὰ εἶναι ἐπίσης πα- 

άλληλος πρὸς τὴν ΒΓ καὶ ἴση πρὸ τὸ 
μισύ τῆς, τὸ σχῆμα ΕΖΚΙ θὰ εἶναι 
παραλληλόγραμμον καὶ τὸ σημεῖον Θ 
μέσον τῶν διαγωνίων του. Ὥστε 


ΕΘ-- ΘΚ ͵ ---ιβ καὶ ΖΘ-- ΘΙΞΞΕΙΓ. 


Σε. 300. Ἐπειδὴ δὲ δύο τυχοῦσαι διάμεσοι 

τέμνονται εἰς τὰ ",), τοῦ μήκους τῶν ἀπὸ 

τῶν κορυφῶν, εἶναι φανερὸν ὅτι τὴν ἰδιότητα ταύτην θὰ ἔχῃ καὶ ἡ 
τρίτη διάμεσος καὶ θὰ διέρχεται ἑπομένως διὰ τοῦ σημείου Θ. 


448. Παρατήρησις. Ἢ ἀνωτέρω ἀπόδειξις εἶναι πολὺ εὐφυὴς 
ἀλλ᾽ ὀλίγον φυσική. Ἢ ἀἁπλουστέρα ἀπόδειξις δίδεται διὰ τοῦ 
1] Βιβλίου. 


Τυχὸν τρίγωνον 


440. Αἱ ἰδιότητες τοῦ τριγώνου (85 444 ἕως 448) εἶναι κυρίως 
Ἰδιότητες θέσεως, ὡς λ.Χχ. ὅτι τὰ τρία ὕψη τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ 
σημεῖον, ἐπίσης διὰ τὰς τρεῖς διαμεσους ἢ διχοτόμους κλπ. Μένει 
νὰ δείξωμεν τώρα καὶ ἰδιότητας σχέσεως. 

Εἰς τὸ τρίγωνον ἔχομεν σχέσεις γραμμικάς, δηλαδὴ σχέσεις μη: 
κῶν, καὶ σχέσεις γωνιακάς. Αἱ πρῶται ἀπαιτοῦν τὴν γνῶσιν μόνον 
τῶν ὁρισμῶν, τοῦ θεωρήματος τῶν πλαγίων καὶ τοῦ θεωρήματος: 

᾿Εχάστη πλευρὰ τριγώνου εἶναι μικροτέρα τοῦ ἀϑροίσματος τῶν δύο ἄλλων. 

Αἱ γωνιακαὶ σχέσεις προκύπτουν ἐκ τοῦ θεμελιώδους θεωρή- 
ματος: Τὸ ἄϑροισμα τῶν γωνιῶν παντὸς 
τριγώνου ἰσοῦται πρὸς δύο ὀρϑὰς καὶ - ἐκ 
τῶν πορισμάτων αὐτοῦ. 


Θεώρημα 238 


460. "Ἐὰν συνδέσωμεν δι᾽ εὐθειῶν τὺυ- 

χὸὺν σημεῖον εἰς τὸ ἐσωτερικὸν τριγώνου 

Σ.λ. 1. εὑρισκόμενον μετὰ τῶν τριῶν κορυφῶν, τὸ 

ἄϑροισμα τῶν οὕτω ὁριζομένων τριῶν εὖ- 

θυγράμμων τμημάτων, ἀπὸ τοῦ σημείου εἰς τὰς κορυφάς, περιέχεται 

μεταξὺ τοῦ ἡμιαθροίσματος καὶ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν πλευρῶν τοῦ 
τριγώνον. 


᾿Επειδὴ γάμτενςκατβ 
αςντρ(.«β-Υυ 
βκρτμααγ 

καὶ απ ρβ- γ ςΚ2(μ-Ἐν-Ἐρ) {«2(α ἘΒ-Υ). 


Ἄρα ΞΈΡΥ Πρ νΈ ρα ἜβΈγ. 


Σημείωσις. 1) Τὸ ἄθροισμα τῶν τριῶν τούτων τμημάτων εἶναι 
μικρότερον τοῦ ἀθροίσματος τῶν δύο μεγαλυτέρων πλευρῶν τοῦ 
τριγώνου. (Βλ. ἐπ. 5 460 α, Θεώρημα τοῦ Νν 585 Β6εΓ8). 

2) Τὸ ἐλάχιστον τοῦ ἀθροίσματος μ-ν -ἘῪΡ λαμβάνεται ὅταν 
τὸ σημεῖον Ο ουμπίπτῃ πρὸς τὸ σημεῖον ἐξ οὗ αἱ τρεῖς πλευραὶ 
τοῦ τριγώνου φαίνονται ὑπὸ ἴσας γωνίας (88 904, 1079). 


Θεώρημα 22--Ἰ 


461. Ἢ ἀπόστασις μιᾶς κορυφῆς τριγώνου ἀπὸ τυχόντος σημείου 
τῆς ἀπέναντι πλευρᾶς, εἶναι μεγαλυτέρα τοῦ ἡμίσεος τῆς διαφορᾶς τῆς 
πλευρᾶς ταύτης ἀπὸ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν. 


Θεώρημα 28 


462. “Ἕκαστον ὕψος τριγώνου εἶναι μικρότερον τοῦ ἡμιαϑροίσματος 
τῶν πλευρῶν αἴέινες τὸ περιέχουν. 


Θεώρημα 28--1 


459. Τὸ ἄθροισμα τῶν ὑψῶν παντὸς τριγώνον εἶναι μικρότερον τοῦ 
ἀϑροίσματος τῶν τριῶν πλευρῶν. 


᾿Επειδὴ 
ὃ«β 
εςγ 
ζζα 
καὶ 
διέεΐςζςα-  β- γ. 
Θεώρημα 293--1| Σχ. 302. 


464. Τὸ ἄθροισμα τῶν τριῶν ὑψῶν ὀξυ- 
γωνίου τριγώνου εἶναι μικρότερον τοῦ ἡμιαϑροίσματος τῶν τριῶν 
πλευρῶν αὐτοῦ. 

Θεώρημα 24 

466. Ἢ τυχοῦσα διάμεσος ἑνὸς τριγώνου εἶναι μικροτέρα τοῦ ἡμια- 
ϑροίσματος τῶν περιεχουσῶν αὐτὴν πλευρῶν. 

Ἕστω ΑΒΓ τὸ τρίγωνον καὶ ΑΜ ἡ θεωρουμένη διάμεσος. 
Προεκτείνομεν τὴν εὐθεῖαν ταύτην πέραν τοῦ Ἀ, κατὰ μῆκος 
ΜΑΊΈΞΑΜ καὶ φέρομεν τὴν Α'Β. Θὰ ἔχωμεν προφανῶς 

ΑΒ --αζ. 
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᾿Αλλὰ ΑΑ’ «ΑΒ- Βα'Ξ ΑΒ ΑΓ. 
“Ὥστε ΑΑ'ΞΑΜ ἀλοτες, 


Θεώρημα 24-- 1 
466. Τὸ ἄϑρυοισμα τῶν διαμέσων παντὸς τριγώνον περιλαμβά- 
νεται μεταξὺ τῆς ἡμιπεριμέτρον καὶ τῆς περιμέτρου τοῦ τριγώνου. 
Ἢ ἀπόδειξις ἀπορρέει ἐκ τῆς προηγουμένης προτάσεως" ἀλλὰ 


τὰ ὅρια δύνανται νὰ πλησιάσουν περισσότερον, ὅπως δεικνύεται 
ἐκ τοῦ ἑπομένου θεωρήματος : 


Θεώρημα 25 
467. Τὸ ἄϑροισμα τῶν διαμέσων παντὸς τριγώνου εἶναι μεγα- 
λύτερον τῶν τ τῆς περιμέτρου αὐτοῦ. 


“Ἂς εἶναι α, β, Υ αἱ τρεῖς πλευραί, μ, ν, ρ αἱ διάμεσοι τοῦ 
τριγώνου ΑΒΓ. 


Ἐπειδὴ αἱ διάμεσοι τέμνονται εἰς τὰ τι τοῦ μήκους τῶν (8447), 
ἐκ τῶν τριγώνων ΑΟΒ, ΒΟΓ, ΓΟΑ λαμβάνομεν τὰς ἀνισότητας 


2 2 
πΡΈπΥΣΥ 
2 2 
πΈπτρνα 
2 2 
Σχ. 3.8. πΡΈ ΞΡ β, 
διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη τῶν ὁποίων, εὑρίσκομεν 
4 
πΈΝΈΡ)» ἘΡΈΥ 
3 
ἢ ΒῈΝΈΡΡ» τ ία ἘΒ-Υ). 


Θεώρημα 2868--ἴ 


468. ᾿'Ἐὰν διὰ τοῦ χοινοῦ σημείου τῶν διχοτόμων τριγώνου ἀχϑῇ 
παράλληλος πρός τινα πλευρὰν αὐτοῦ, τὸ τμῆμα αὐτῆς, τὸ μεταξὺ τῶν 
δύο ἄλλων πλευρῶν περιεχόμενον, εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν τμη- 
μάτων τῶν πλευρῶν τούτων, τῶν περιεχομένων μεταξὺ τῶν παραλλήλων 


Θεώρημα 88ὅ--1 


469. "Ἐὰν διὰ τοῦ σημείου τομῆς τῶν διχοτόμων δύο ἐξωτερικῶν 
γωνιῶν τριγώνου ἀχθῇ παράλληλος ΘΖ πρὸς τὴν χοινγὴν πλευρὰν ΑΓ 
τῶν γωνιῶν αὐτῶν, ἣ εὐθεῖα ΘΖ ϑὰ εἶναι τὸ ἄϑροισμα τῶν εὐϑειῶν 
ΑΖ καὶ [9. 
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Θεώρημα 88--ΠΙΣ 


460. Αἱ ἐσωτερικαὶ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν ἑνὸς τριγώνου καὶ αἱ ἔξω 
τερικαὶ διχοτόμοι αὐτῶν ὁρίζουν διὰ τῶν τομῶν τῶν τέσσαρα σημεῖα 
(8 444. Πᾶσα παράλληλος πρός τινα τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου, ἀγο- 
μένη διά τινος τῶν σημείων αὑτῶν καὶ περατουμένη εἰς τὰς ἄλλας δύο 
πλευράς, ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα ἢ τὴν διαφορὰν τῶν τμημάτων τῶν 
ὁριζομένων ἐπὶ τῶν πλευρῶν αὐτῶν καὶ περιεχομένων μεταξὺ τῶν πα- 
ραλλήλων. 

Θεώρημα 26--"Γ 


460 α. Τὸ ἄϑροισμα τῶν τριῶν εὐθειῶν μ, ν, ο (Σχ. 803 α), τῶν 
συνδεουσῶν τυχὸν σημεῖον Ῥ, εἰς τὸ ἐσωτεριχὸν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ εὗ- 
οἰσκόμενον, μετὰ τῶν τριῶν κορυφῶν εἶναι μιχρότερον τοῦ ἀϑθροίσμα- 
τος τῶν δύο μεγαλυτέρων πλευρῶν τοῦ τριγώνου. 

“"Ας εἶναι γ ἡ μικροτέρα καὶ βὶ ἡ μεγαλυτέρα τῶν πλευρῶν του 
τριγώνου. Θὰ δείξωμεν ὅτι: 


μΈνπρΚαἜβ. 
Φέρομεν τὴν ΔΡῈ παράλληλον πρὸς 
τὴν ΑΒ. Θὰ ἔχωμεν 
ΔΙΓῈΕΓ»» ΔΕ, ΓΔ» ΓΡ 
ΑΡ «ΑΔ-ΔΡ 
ΒΡ «ΒΕ-ἘΕΡ 
ΓΡ «ΔΓ 
ΔΕ «ἐεγ. Α 


Ὺ 

Διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη τῶν τεσσά- Σ:. 805) καὶ 

ρῶν τελευταίων ἀνισοτήτων λαμβάνομεν: 
ΑΡΈΒΡΈΓΡ ΚΑΓ- ΒΓ 

᾿ ἕ. Τὸ ἀ γεν νέῳ λϑ Ὁ 1. Ν. γι ϑϑοδιον' 

Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα εἶναι τοῦ 1. Ν. Ψέϑϑολον: 
(λλανδία), δημοσιευθὲν ὲ .- 
τὸ 1902 εἰς τὸ ὀλλανδικὸν 
περιοδικὸν γνίεπα ἀδν γϊι- 
κυπάε. 


Θεώρημα 236 


461. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀ- 
ποστάσεων τῶν κορυφῶν τρι- 
γώνον ΑΒΓ ἀπὸ τυχούσης εὖ- 
ϑείας ΜΝ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ 
ἄϑροισμα τῶν ἀποσιάσεων 
τῶν μέσων τῶν πλενρῶν αὐ- 
τοῦ ἀπὸ τῆς εὐθείας. 


᾿Επειδὴ (δ 436) 


Γεωμετρία 16 


242 


Παρατήρησις. 'Εργαζόμενοι καθ᾽ ὅμοιον τρόπον διὰ τὸ τρίγωνον 
ΔΕΖ, κλπ., θὰ καταλήξωμεν εἰς τὸ σημεῖον τομῆς τῶν διαμέσων 
καὶ κέντρον βάρους τοῦ τριγώνου Θ. Ἄρα 3θ-Ξ-α-Ἐβ-Υ. 


Θεώρημα 237 


462. Διὰ τοῦ σημείου τομῆς Θ τῶν διαμέσων τριγώνων ΑΒΓ ἄγεται 
τυχοῦσα εὐθεῖα ΧΧ΄. Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῆς 
εὐθείας ταύτης τῶν δύο κορυφῶν, τῶν κειμένων πρὸς τὸ ἕν μέρος τῆς 
εὐθείας, εἶναι ἴσον πρὸς τὴν ἀπόστασιν 
τῆς τρίτης κορυφῆς ἀπὸ τῆς ἰδίας 
εὐϑείας. 

Ἔκ τοῦ σχήματος ἔχομεν 

ΒΜ-ΓΝ--2.ΔΕ. (8 436) 

᾿Επειδὴ δὲ αἱ διάμεσοι τέμνονται 
εἰς τὰ ᾿ τοῦ μήκους τῶν ἀπὸ τῶν 
κορυφῶν, θὰ εἶναι 

ΑΘ -Ξ-Ξ2.ΔΘ. 

ἄρα καὶ ΑΛ-Ξ2.ΔΕ. (ὃ 447 

Κατὰ συνέπειαν: 

ΑΛ-ΞΒΜΈΓΝ, 

Παρατήρησις. ᾿᾽᾿Επίσης: ΘΜ -Ξ- ΘΛ ΈΘΝ, 
ἀφοῦ τὰ μήκη αὐτὰ εἶναι ἴσα πρὸς τὰς ἀποστάσεις τῶν κορυφῶν 
ἀπὸ εὐθείας ΥΥ̓ παραλλήλου τῆς ΑΛ. 

468. Σημείωσις. τὸ ἘΠ οὲ Θ εἶναι τὸ κέντρον βάρους τῆς ἐπιφα- 
νείας τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. Ὃ (ατποῖ ὀνομάζει αὐτὸ ἐπίσης κέντρον 
τῶν μέσων ἀποστάσεων τῶν τριῶν κορυφῶν τοῦ τριγώνου (Οέογηέ- 
ἐνὶ ἀ6 ροδιἴοη, 269). Ἢ εἰσαγωγὴ εἰς τὰ Στοιχεῖα τῆς Γεωμετρίας 
τῆς ἐννοίας τοῦ κέντρου τῶν μέσων ἀποστάσεων ἢ βαρυκέντρον 
ὀφείλεται, νομίζομεν, εἰς τὸν ΒΟΌΙΠΠἰετ (ΟομΡα ἀ6 αέονι. σισ. 55, 83). 


4698 α. Τὸ κέντρον τῶν μέσων ἀποστάσεων τῶν σημείων τομῆς δύο 
σταϑερῶν εὐθειῶν ΟΧ, ΟΥ̓ καὶ περιφερείας σταϑεροῦ κέντρου ἀλλὰ 
μεταβλητῆς ἀκτῖνος, εἶναι σταϑερὸν σημεῖον. 

Ἔστωσαν Α, Β καὶ Γ, Δ τὰ σημεῖα ταῦτα ἐπὶ τῶν ΟΧ, ΟΥ̓ 
ἀντιστοίχως" τὸ κέντρον βάρους Θ εἶναι τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν 
καθέτων εἰς τὰ μέσα τῶν τμημάτων ΑΒ καὶ ΓΔ, αἱ δὲ εὐθεῖαι αὖ- 
ται δὲν μεταβάλλονται. 


Σημείωσις. Τὸ θεώρημα ἀληθεύει καὶ ἐὰν τὸ ζεῦγος τῶν εὐ- 
θειῶν ΟΧ, ΟΥ̓ ἀντικατασταθῇ ὑπὸ μιᾶς ἐλλείψεως. (Ν. Α. 1904, 
σ. 96’ ἀ'Οεασος εἰ Βατἰβ θη). 


Θεώρημα 28 


, 464. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων τῶν τριῶν κορυφῶν τριγώνον 
ἀπὸ τυχούσης εὐθείας, εἶναι τὸ τριπλάσιον τῆς ἀποστάσεως ἀπὸ τῆς 
ἰδίας εὐθείας τοῦ σημείου τομῆς τῶν διαμέσων τοῦ τριγώνου. 
Ἔστω (Σχ. 306) ΑΑἰΐτΞα, ΒΒ΄-Ξβ, ΓΓξξῷωυγ, ΘΘ΄-Ξθ. 
Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι: 


«ἘἜΡΈγτι3θ ἢ 9-- τ (α ἘΡ-Υ). 
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]η ᾿Απόδειξις. Ἂς φέρωμεν τὴν ΧΧ΄ παράλληλον πρὸς τὴν ΖΖ᾽" 
θὰ ἔχωμεν (8 462): 
ΑΛΞΒΜ-ΈΓΝ 
ἢ ΑΛ --͵ἸἸΜ -- ΓΝ -Ξ-. 
Προσθέτομεν τὸ μῆκος 3θ εἰς ἀμφότερα τὰ μέλη τῆς ἰσότητος 


ταύτης : 
θ-ἘΑΛ΄-ἐθ-- ΒΜ -Ἐθ -- ΓΝ -Ξ 30, 


ἢ: ΔΑ ΒΒ ΓΓ΄-- 30, 
καὶ θ-- τ (ΑΑ΄' ἘΒΒΈΕΓΓ'. 


3α ᾿Απόδειξις. Λαμβάνομεν ΔΗ -- ΔΘ καὶ φέρομεν τὰς ΗΒ, ἩΓ. 
Εἶναι: β- γ--2δ, 2δ--.θ-Ἐπ, ἄρα β-ΠΕ γΞεθ- πη. 


Σχ. 306. 


Ξε α ἜΒΈπε καὶ ἐπειδὴ α - η τΞ, 206, ἀφοῦ 
α ἘΒΈν- 30 
Θεώρημα 29 


“Ὅστε: α-ἘἘΡ-ΈΥ 
ΑΘ -Ξ- ΘΗ, τε ὑπτν 


46δ. ἪἫ διαφορὰ τῶν γωνιῶν, ἃς σχηματίζει ἣ ἐσωτερικὴ διχοτόμος 
γωνίας τριγώνον μετὰ τῆς ἀπέναντι πλευρᾶς, εἶναι ἴση πρὸς τὴν 
διαφορὰν τῶν δύο ἄλλων γωνιῶν τοῦ τριγώνου. 


Πράγματι, πᾶσα ἐξωτερικὴ γωνία τρι- Ἄ 
γώνου ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν δύο 
ἐντὸς καὶ ἀπέναντι γωνιῶν αὐτοῦ. !Αρα: 
μΞτ Ὁ}, 
ΖΑ 
νΞΒ ἜΔλ, 8 Δ Γ 
; “Κᾳιε ἡἀ ΣΣ. 30] 
καὶ μ--ν-εΓ -- Β. 


Θεώρημα 80. 


466. Ἢ γωνία δύο ἐσωτερικῶν διχοτόμων ἑνὸς τριγώνου εἶναι ἴση 
πρὸς μίαν ὀρθὴν γωνίαν, ηὐξημένην κατὰ τὸ ἥμισυ τῆς τρίτης γωνίας. 
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Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι: 
Δ 
Α ΔΓ- ἘΝ 
ΒΔΙΓ--90. - 2 
᾿Αλλ᾽ εἶναι: 


“ “ὁ 
Δ -Ξ 1809 -- (ΔΒΓ - ΔΓΒ), 


5 δ Ὁ 
Α-- το. Ϊ Ξ ἘΤῚ; 


καὶ ἐπειδὴ 


“ 
 Ζ 


ὌΠΙΝ 


Β Τὶ Ἄ 
τὰ ΣΡ ΠΣ 
Σχ. 808. ἕπεται : 


ἐς ΄᾿.- ΝΟ 
ὅς μος [.- 2}.ο».5. 


Θεώρημα 80-- 
467. Ἢ γωνία τῶν ἐξωτερικῶν διχοτόμων εἶναι ἴση πρὸς 


“΄'ἂὃὺὺ ἡ 


Β Γ 
ΤΣ 


Δυνάμεθα νὰ τὴν ὑπολογίσωμεν κατ᾽ ἀνάλογον τοῦ προηγου- 


μένου τρόπου ἢ καὶ ἔκ τοῦ δισορθογωνίου τετραπλεύρου ΒΓΔΕ’ 
ΝΠ ἊΑ 
ἐπειδὴ Δ -ἘῈ -- 1809. 


Θεώρημα 81 
468. Ἢ γωνία τῆς διχοτόμονυ καὶ τοῦ ὕψους τριγώνου, τῶν ἀγομέ- 
Α 


νων ἐκ τῆς αὐτῆς κορυφῆς, εἶναι ἴση πρὸς 
τὴν ἡμιδιαφορὰν τῶν παρὰ τὴν βάσιν γωνιῶν 


τοῦ τριγώνου (]. Μεπιίοπ, Ν, Α., 1850, σ. 826) 


᾿Επειδὴ 
΄ὔἽ“ ΄᾿. φὰς 
Ἃ 1600-- (ΒΤ), 
2 2 
καὶ 
᾿ Ά ἘΞ ΄“ ὩΣ ΄“-’ 
Σε. 800, ΔΆΕ -- -ὥ - ΓΆΕ. 
᾿Αλλὰ εἶναι: 
΄. ΄᾿.. 
ΓΑΕ -Ξ 90. -- Γ. 
“Ὥστε: 
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469. Παρατήρησις. Κατὰ γνωστὸν θεώρημα (8 465): 


“. “ ΄δΟ 


Γ- Βεεμ-ν. 
ὥστε 
΄ς κως 
ΔΑΕ-Ξ ἘΞ πὸ 
ς 
"Ἐπαλήϑευσις. ΔΑΕ -Ξ-:909.--ν 
ἢ ἘΞ" -- 90. --ν, μ -τν τ 1809 -- 2ν. 
Ὅθεν: μ-ἕν -Ξ 1809. 


΄. ΡΟ 
Καὶ ἀπ’ εὐθείας δυνάμεθα νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι ΔΑΕ -- Ε 2 Σ᾿ 


"Αρκεῖ πρὸς τοῦτο νὰ ὑψώσωμεν κάθετον εἰς τὸ Δ ἐπὶ τὴν ΒΓ. 
Παρατηροῦμεν ἐπίσης ὅτι ἡ γωνία μ εἶναι ἐξωτερικὴ τοῦ ὀρθογω- 
νίου τριγώνου ΔΕΑ καὶ ἑπομένως : 


᾿ς ΄΄΄- 
μ-- ΔΆΕ -90.ς,. ν--90.-- ΔΆΕ. 
“Ὅθεν: 


΄ςς ΄"- -- 
μ-ν- δε, δάξ- ὅπ". 


"Αλλη ἀπόδειξις. Φέρομεν τὴν ἐξωτερικὴν διχοτόμον ΑΖ. ᾿Επειδὴ 


ἘΓ 


Σ1. 810. 


αἱ γωνίαι ΔΖΑ καὶ ΔΑΕ εἶναι ἴσαι, ὡς ἔχουσαι τὰς πλευράς τῶν 
καθέτους, ἐκ τῶν τριγώνων ΖΓΑ, ΖΑΒ λαμβάνομεν 


“ “᾿ 
χΈἘΪΞΓ, χξΓ -ι 


΄“. 
ΧΈΒΞΙ,, χΞΞὶ -- Β. 
ΚΝ ΠῚ 

“Ὅθεν 2κ --ῷὧῦζῖ --Β, χα -Ζ - 


"Ισοσκελῇ Τρίγωνα 


470, Πᾶσαι αἱ εἰδικαὶ ἰδιότητες τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου 
ἀπορρέουν ἐκ τῆς ἰσότητος τῶν παρὰ τὴν βάσιν γωνιῶν καὶ τῆς 
ἰσότητος τῶν ἀπέναντι αὐτῶν πλευρῶν. Τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον 
ἀποτελεῖται ἐκ δύο μερῶν συμμετρικῶν πρὸς τὸ ἐκ τῆς κορυφῆς 
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του ὕψος, μέγα δὲ μέρος τῶν ἰδιοτήτων του εὑρίσκονται τόσον εὐ- 
κόλως ὥστε νὰ ἐμφανίζωνται αὗται ὡς τροφανεῖς. Δυνάμεθα λ. χ. 
νὰ εἴπωμεν καὶ χωρὶς νὰ ἀνατρέξωμεν εἰς τὴν θεωρίαν τῶν ἀνα- 
λόγων εὐθειῶν ὅτι: 

Ἧ παράλληλος εὐθεῖα πρὸς τὴν βάσιν, ἡ διαιροῦσα μίαν τῶν 
ἴσων πλευρῶν εἰς μέρη ἴσα, διαιρεῖ καὶ τὴν ἄλλην πλευρὰν εἰς 
μέρη ἴσα καὶ διχοτομεῖται ὑπὸ τοῦ ἐκ τῆς κορυφῆς ὕψους. 

Τὸ μέσον τῆς βάσεως ἴσον ἀπέχει τῶν ἴσων πλευρῶν. Αἱ κά- 
θετοι ἐπὶ τὴν βάσιν, εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ τοῦ μέσου αὐτῆς 
καὶ περατούμεναι εἰς τὰς ἴσας πλευράς, εἶναι ἴσαι καὶ ἡ ἐνοῦσα 
τὰ ἄκρα αὐτῶν εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν βάσιν. Ἢ μέθοδος 
τῆς συμμετρίας (8 145) ἢ τῆς ἀναστροφῆς ἐμφανίζεται ὡς ἡ φυσικὴ μέθο- 
᾽δος σπουδῆς τῶν ἰδιοτήτων τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου, ἐπειδὴ ὁδη- 
γεῖ εἰς ἀποδείξεις πολὺ ἀπλᾶς. Συνηθίζεται ἐν τούτοις ἡ χρησι- 
μοποίησις τῶν διαφόρων περιπτώσεων ἰσότητος τριγώνων. 


471. ᾿Αντιπαράλληλοι εὐθεῖαι. ὙὙ πενθυμίζομεν, ὅτι, ἀναφορικῶς 
πρὸς δοθεῖσαν γωνίαν ΧΟΥ͂, δύο εὐθεῖαι ΑΒ, ΓΔ λέγονται ἀντι- 
παράλληλοι (8 26, σημ.) ὅταν ἡ γωνία ΟΑΒ (Σχ. 311) εἶναι ἴση 
πρὸς τὴν γωνίαν ΟΓΔ. Ἔκ τούτου ἕπεται ὅτι ἡ γωνία Β εἶναι 
ἴση πρὸς τὴν Δ καὶ ὅτι ἐὰν λάβωμεν 


ΟΓ΄-ΞΞ ΟΓ, ΟΔ΄--ΟΔ, 


αἱ εὐθεῖαι ΑΒ καὶ Γ΄ Δ΄ θὰ εἶναι παράλληλοι’ ἐπειδὴ αἱ γωνίαι 
ΟΒΑ καὶ ΟΔΈΤ΄ θὰ εἶναι ἴσαι. 


Σχ. 3511 Σχ. 312. 


Ὅταν δύο εὐθεῖαι ΑΒ καὶ ΓΒ (Σχ. 312) σχηματίζουν ἴσας γω- 
νίας μετὰ τοῦ αὐτοῦ μέρους μιᾶς τρίτης τεμνούσης αὐτὰς ΑΓΔ, κα- 
λοῦνται ἐνίοτε ἐπίσης ἀντιπαράλληλοι. Αἱ προεκτάσεις τῶν σχη- 
ματίζουν ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΒΓ μετὰ τῆς τεμνούσης. 

ΑΙ ΓΒ καὶ ΓΕ εὐθεῖαι λέγονται καὶ αὐταὶ ἀντιπαράλληλοι πρὸς 
τὴν ΑΓΔ εὐθεῖαν. 


Θεώρημα 32 


472. Ἕν τρίγωνον εἶναι ἰσοσκελές, ἐὰν μία εὐθεῖα εἶναι διάμεσος 
χαὶ ὕψος αὐτοῦ, ἢ διάμεσος καὶ διχοτόμος, ἢ διχοτόμος καὶ ὕψος. 


Θεώρημα 82--1 


479. 'ΕἘὰν δύο πλευραὶ τριγώνου εἶναι ἄνισοι, αἱ μεταξὺ τούτων πε- 
φιεχόμεναι διάμεσος, διχοτόμος ἢ ὕψος εἶναι ἀνὰ δύο ἄνισοι. 
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Θεώρημα 32-- 11 


474. "Ἐὰν δύο πλευραὶ τριγώνου εἶναι ἄνισοι, αἱ μεταξὺ αὐτῶν περιε- 
χόμεναι διχοτόμος καὶ διάμεσος εἶναι ἀμφότεραι μεγαλύτεραι τοῦ ἐκ 
τῆς αὐτῆς κορυφῆς ὕψους. 

Θεώρημα 838 


4765. Εἰς ἰσοσκελὲς τρίγωνον δύο ὕψη, δύο διάμεσοι καὶ δύο διχοτό- 
μοι εἶναι ἴσαι. 
Θεώρημα 34 


476. “Ἔν τρίγωνον εἶναι ἰσοσκελὲς ἐὰν δύο ὕψη αὐτοῦ εἶναι ἴσα. 
Θεώρημα 834--] 


477. Ἔν τρίγωνον εἶναι ἰσοσχελές, ἐὰν δύο μεσοχάϑετοι αὐτοῦ, πε- 
ρατούμεναι εἰς τὸ κοινὸν αὐτῶν σημεῖον, εἶναι ἴσαι. 


Θεώρημα 834-11 
478. Εἰς τὴν μεγαλυτέραν πλευρὰν τριγώνου ἀντιστοιχεῖ ἢ μιχρο- 
τέρα διάμεσος αὐτοῦ. 
Ἔστω ΑΒΓ τὸ τρίγωνον καὶ ΑΒ» ΆΑΓ΄’ διὰ νὰ ἀποδείξωμεν 
ὅτι ἡ διάμεσος ΓΖ εἶναι μικροτέρα Α 
τῆς διαμέσου ΒΕ, φέρομεν τὴν τρί- 
την διάμεσον ΑΟΔ. 
Τὰ τρίγωνα ΑΒΔ καὶ ΑΔΓ ἔχουν 
δύο πλευρὰς ἀντιστοίχως ἴσας καὶ 2 
τὴν τρίτην πλευρὰν ΑΒ » ΑΓ’ ἐπο- 
μένως 
μ»»ν. 


᾿Αλλὰ τότε, τὰ τρίγωνα ΟΒΔ 
καὶ ΟΔΓ ἔχουν δύο πλευρὰς ἀντι- δ Τ 
στοίχως ἴσας καὶ τὰς περιεχομένας Σχ, 319. 
γωνίας μ᾿» ν᾿ ἄρα: 


ΟΒΣΟΓ ἢ -ξ ΒΕ» 5 ΓΖ. 


Δηλαδή: ΒΕ ΓΖ. 

Παρατήρηοις. Δυνάμεθα νὰ εἴπωμεν: Ἢ 
μεγαλυτέρα διάμεσος εἶναι ἡ ἐκ τῆς κορυφῆς τῆς 
μικροτέρας γωνίας ἀγομένη. 

Θεώρημα 8356 
, 479. ᾿Ἐὰν τριγώνου δύο διάμεσοι εἶναι 
ἴσαι, τοῦτο εἶναι ἰσοσκελές. 


Ἢ ἰδιότης αὕτη εἶναι συνέπεια τοῦ 
προηγουμένου θεωρήματος: 

Δονάμεθα ἐπίσης νὰ τὴν ἀποδείξωμεν 
ὡς ἑξῆς: 

Ἔστω ΒΔ-- ΓΕ’: ἐπειδὴ αἱ διάμεσοι 


τέμνονται εἰς τὰ ξ τοῦ μήκους των, θὰ 
εἶναι καὶ ΒΟΞΓΟ, ΟΔΞ-ΞΟε!, 


Σχ. 314. 
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καὶ τὰ τρίγωνα ΒΟΕ, ΓΟΔ ἀποδεικνύονται ἴσα, ὡς ἔχοντα τὰς 
γωνίας εἰς τὸ Ο ἴσας καὶ τὰς περιεχούσας αὐτὰς πλευρὰς ἴσας. 
Κατὰ συνέπειαν, 


ΒΕΞ ΓΔ, ὅθεν ΒΑ--ΓΑ. 


Θεώρημα 86 


50. ᾿Εὰν εἰς τρίγωνον δύο διχοτόμοι εἶναι ἴσαι, τοῦτο εἶναι ἰσο- 
σκελές. 


Ἔστω ἴσαι αἱ διχοτόμοι ΑΔ καὶ ΓΕ’ πρέπει νὰ ἀποδείξωμεν 

ὅτι γῶν. Α ΞΕ Γ ἢ ὅτι τὰ ἡμίση των ΓΑΔ καὶ 

Β ΑΓΕ εἶναι ἴσα. ᾿Επειδὴ δὲ τὰ τρίγωνα ΓΑΔ 

καὶ ΑΓΕ ἔχουν δύο πλευρὰς ἴσας ἀντιστοί- 
χως, ἡ τελευταία ἰσότης ἀνάγεται εἰς τὴν 


ΓΔ ΞΞΑξ. 


Διὰ τὴν ἀπόδειξιν αὐτῆς, φέρομεν ἐκ τῶν 
Δ, Ε τὰς παραλλήλους ΔΘ, ἐθ πρὸς τὰς 
ΑΕ καὶ ΑΔ ἀντιστοίχως. ᾿Εκ τοῦ σχηματιζο- 
μένου παραλληλογράμμου λαμβάνομεν 


ΕΘΞΑΔΈΞΓΕΗ, ΔΘΞΕΑΑΕ, 9θΞ-α, 


τὸ δὲ τρίγωνον ΓΕΘ εἶναι ἰσοσκελές, ἀφοῦ 
ΕΘ-- ΑΔ --Εὄγ': ἄρα 


- ὩΣ Φ 


Ὁ» 


»ὄ 
“21... 


Σχ. 83:15. 


΄“ ΄“ςΝ 
ΕΓΘ --ΕΘΓ. 


"Ἔστω τώρα ὅτι αἱ γωνίαι Α καὶ Γ εἶναι ἄνισοι, ΑΓ λ.χ. 
Τότε θὰ εἶναι καὶ θ)» γ, ἄρα θ΄ « γ΄’ καὶ κατὰ συνέπειαν 


ΔΘ.» ΔΓ. 
"Αλλ᾽ ἡ ἀνισότης Α Ὁ Γ, ἢ α»)Ύ, συνεπάγεται τὴν 
ΔΓ»ΑΕΞ--:ΔΘ, 


ἥτις εἶναι ἀσυμβίβαστος φυσικὰ πρὸς τὴν ΔΓ « ΔΘ. Εἴναι λοιπὸν 
ψευδὴς ἡ ὑπόθεσις ὅτι αἱ γωνίαι Α καὶ Γ εἶναι ἄνισοι, ἐφ᾽ ὅσον 
μᾶς ὀδηγεῖ εἰς ἀσυμβίβαστα συμπεράσματα. 


Φ.ᾶΦΖ΄Ὰὰ 
Εἶναι ἑπομένως Α ΞΞ Γ καὶ τὸ θεωρούμενον τρίγωνον ἰσοσκελές. 


480 α. Σημείωσις. 1) Ἢ ἀνωτέρω ἀπόδειξις ὀφείλεται εἰς τὸν 
Ῥερβουδςε, μηχανικόν. (]. ἃ. Μαιδ. ΕἸ. εἰ βρές!α1ε5, 1880 σ. 538). 

2) Ἕν τρίγωνον δύναται νὰ ἔχῃ δύο ἐξωτερικὰς διχοτόμους ἴσας καὶ νὰ 
μὴ εἶναι ἰσοσκελές. ΒΔ, Ιηΐετ. ἃ. ΜαίΒ., 1894, σ. σ. 70, 149, ΑἸαυάα 
καὶ Ῥτίοςουτγι" 1895, σ. 10], αιεϑίϊοη 129, ΑἸα ιχκ' σ, 1690, σημειώ- 
σεις τῆς Συντάξεως καὶ τῶν ὕαττν, νΜεῖβο δ, Τιεϊ" Μαϊμεϑία, 1895, 
σ. 261, ϑοοηβ καὶ σημείωσις τοῦ 17. Νευθετγχ᾽ 1900, σ, 129. δὲν ἰδ 
ἰγίαπσίε Ῥϑδιᾶο - ἰϑοοόϊε, Α. ἘπιπιεγῖςΒ, καὶ Βυϊϊείἐη ἀε5 ϑείοπξοα Μ. 
οἱ Ρ ἐϊένλεπίαϊτε5, ϑὲτιε δππές (1903 - 1904), σ. 146, 13ἐπις ἀππός 
1907 - 1908), σ. 22, ϑὰτ 165 ἰγίθπρ]θβ ποὸπ ἰβοςὲ]ες ἃ ἄδευχ δίββεςῖγὶ- 
ες68 ἐμαῖΐεβ, Ο. Εοπέεπέ. 

Βλ. ἐπίσης ἱστορικὸν σημείωμα τοῦ 1. Νευνϑεῖγρ εἰς Μαιπεδὶϑ, 
19)7, ο. 184, 
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Θεώρημα 37 


491. ἙΕἰϊς ἰσοσκελὲς τρίγωνον, φέρομεν τὰς διαμέσους ἐπὶ τὰς ἴσας 
πλευρὰς καὶ παράλληλον πρὸς τὴν βάσιν. Δείξατε ὅτι τὰ τμήματα τῆς 
εὐθείας αὐτῆς, τὰ περιεχόμενα μεταξὺ τῶν ἴσων 
πλευρῶν καὶ τῶν προσκειμένων εἰς αὐτὰς διαμό- 
σων, εἶναι ἴσα. 

Πᾶσα παράλληλος πρὸς τὴν βάσιν ἰσο- 
σκελοῦς τριγώνου διαιρεῖται εἰς ἴσα μέρη ὑπὸ 
τοῦ ἐπὶ τὴν βάσιν ὕψους : 


ΔΗ ΞΘ. 
καὶ τὸ αὐτὸ ἰσχύει καὶ διὰ τὸ ἰσοσκελὲς προ- 
φανῶς τρίγωνον ΒΟΓ: 
ΕΗ ΞΕ5ΗΖ. 
"Αρα: ΔΕ -- ΖΘ. 


Θεώρημα 937--] 


482. ᾿Ἐὰν δύο ἰσοσκελῆ τρίγωνα ἔχουν τὰς βάσεις ἐπ᾽ εὐθείας καὶ 
τὰ ἐπὶ ταύτας ὕψη ἐπίσης ἐπ᾽ εὐθείας, τὰ σημεῖα τομῆς τῶν ἴσων πλευ- 
ρῶν εὑρίσχονται ἐπὶ παραλλήλου πρὸς τὰς βάσεις καὶ εἶναι συμμετρικὰ 
πρὸς τὴν εὐθεῖαν τῶν ὑψῶν. 


Θεώρημα 837--Π 


489. "Ἐὰν συνδέσωμεν δι᾽ εὐθειῶν τὸ μέσον Ο τῆς βάσεως ἰσοσκε- 
λοῦς τριγώνου ΑΒΓ μετὰ τῶν μέσων τῶν ἴσων πλευρῶν καὶ προεκτεί- 
νωμεν αὐτὰς μέχρι τῶν τομῶν των Μ, Ν μετὰ τῆς ἐκ τῆς κορυφῆς ἀγο- 
μένης παραλλήλον πρὸς τὴν βάσιν, τὸ σχηματιζόμενον τρίγωνον ΟΜΝ 
εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ΑΒΓ. 


Θεώρημα 37-- 111 


484. Αἱ κάϑετοι ἐπὶ τὰς ἴσας πλευρὰς ἰσοσκελοῦς τριγώνου εἰς ση- 
μεῖα αὐτῶν ἴσον ἀπέχοντα τῆς κορυφῆς, τέμνουν αὐτὰς εἰς σημεῖα κεΐ- 
μενα ἐπὶ παραλλήλου πρὸς τὴν βάσιν. 

Παρατήρησις. Ἐπειδὴ τὸ ἐπὶ τὴν βάσιν ὕψος ἰσοσκελοῦς τριγώ- 
νου εἶναι προφανῶς ἄξων ουμμετρίας τοῦ σχήματος, τὰ ἀνωτέρω 
θεωρήματα (8 481 ἕως 484) ἀποδεικνύονται πολὺ ἁπλῶς διὰ τῆς 
μεϑόδου τοῦ διπλασιασμοῦ. 


Θεώρημα 38 


486. "Ἐὰν ἐκ τυχόντος σημείου τῆς βάσεως ἰσοσκελοῦς τριγώνον φέ- 
φῶμεν παραλλήλους πρὸς τὰς ἴσας πλευράς, τὸ σχηματιζόμενον παραλ: 
λόγραμμον ἔχει σταϑερὰν περίμετρον. 

(Μέθοδϑοι, 8 19). 


Θεώρημα 39 
486. ᾿Ἐὰν ἐκ τυχόντος σημείου Ῥ τῆς βάσεως ἰσοσκελοῦς τριγώνου 


φέρωμεν καϑέτους ΡΜ, ΡΝ ἐπὶ τὰς ἴσας πλευράς, τὸ ἄϑροισμα ΡΜ-ΌΉΡΝ 
εἶναι σταϑερὰ ποσότης. 
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᾿Ἐὰν τὸ σημεῖον Ῥ κεῖται ἐπὶ τῆς προεχτάσεως τῆς βάσεως, ἧ δια- 
φορὰ | ΡΜ -- ΡΝ εἶναι σταϑερὰ ἐπίσης ποσότης. (Βλ. 8 20 καὶ 8 146). 
Ἡ ἀπόδειξις διὰ τῶν βοηθητικῶν ἐπι- 
Α φανειῶν (8 163) ἀνήκει εἰς τὸ ΙΨν᾿ Βιβλίον. 
"Αλλη ἀπόδειξις. Φέρομεν τὴν ῬΖΕ πα- 
ράλληλον πρὸς τὴν ΑΓ. Τὸ τρίγωνον ΒΡΕ 

εἶναι ἰσοσκελές, ἄρα 


ῬΜ-ΞΒΖ, ΡΝ-ΞΞ- ΖΗ 


καὶ 
Η ῬΜ-ΈΕΡΝ -Ξ ΒΗ -- σταθερὸν μῆκος. 
Θεώρημα 39--1 
(ς-ς 487. "Ἐὰν ἐκ τυχόντος σημείου Ῥ τῆς βά- 
Β Ρ σεως ἰσοσκελοῦς τριγώνον φέρωμεν εὐϑείας 
Σλ.341. ῬΜ, ΡΝ τεμνούσας τὰς ἴσας πλευρὰς κατὰ 


τὴν αὐτὴν γωνίαν, τὸ ἄϑροισμα ΡΜ-ΈΡΝ 
εἶναι σταϑερὰ ποσότης (βλ. 8 268). 


Θεώρημα 40 


488. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν πλευρῶν ἰσοπλεύρου 
τριγώνου σημείου Ρ,, κειμένον εἰς τὸ ἐσωτερικὸν αὐτοῦ, εἶναι σταϑερὺν 
καὶ ἴσον πρὸς τὸ ὕψος τοῦ τριγώνου. 


Ἔκ τοῦ Ρ φέρομεν παράλληλον πρὸς μίαν τῶν πλευρῶν τοῦ 
τριγώνου. Τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τὰς ἄλλας δύο πλευ- 
ρὰς εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ὅὄψος τοῦ μικροτέρου ἰσοπλεύρου τριγώνου" 
ἐὰν δὲ εἰς αὐτὸ προστεθῇ καὶ ἡ ἀπόστασις ἀπὸ τῆς τρίτης πλευ- 
ρᾶς, τὸ ὁλικὸν ἄθροισμα θὰ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ὕψος τοῦ ἀρχικοῦ 
ἰσοπλεύρου τριγώνου. 


489. Παρατήρησις. Ἢ ἀπόδειξις διὰ τῶν βοηθητικῶν ἐπιφανειῶν 
εἶναι πολὺ ἄπλῆ ἀλλ᾽ ἀνάγεται εἰς τὸ τ᾽΄ν Βιβλίον. 


Θεώρημα 41 


490. '"Ἐὰν εἰς τυχὸν σημεῖον Ρ τῆς βάσεως ΒΓ ἰσοσχελοῦς τριγώνου 
ΑΒΓ ὑψώσωμεν κάϑετον ῬΜΝ, τέμνουσαν τὰς ἴσας πλευρὰς εἰς Μ καὶ 
Ν, τὸ ἄϑροισμα ΡΜ - ῬΝ εἶναι σταϑερὰ ποσότης. 


(Μέθοδοι, 8 266). 
᾿Ορϑογώνια τρίγωνα 


491. Αἱ ἰδιότητες τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου, αἱ δυνάμεναι νὰ 
σπουδασθοῦν εἰς τὸ | Βιβλίον, ἀναφέρονται εἰς τὴν ἰδιότητα ἣν 
ἔχουν αἱ παρὰ τὴν βάσιν γωνίαι του νὰ εἶναι συμπληρωματικαί. 
Ἔκ τῆς σχέσεως αὐτῆς ἕπεται, ὡς θὰ ἀποδείξωμεν ἄλλωστε, ὅτι ἡ 
ὑποτείνουσα εἶναι διπλασία τῆς πρὸς αὐτὴν διαμέσου καὶ ὅτι τὸ 
ὀρθογώνιον τρίγωνον δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς συνένωοις δύο ἰσο- 
σκελῶν τριγώνων, ἐχόντων μίαν τῶν ἴσων πλευρῶν κοινὴν καὶ τὰς 
γωνίας εἰς τὰς κορυφάς τῶν παραπληρωματικάς. 
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Θεώρημα 42. 


492. Ἢ ἐκ τῆς κορυφῆς τῆς ὀρϑῆς γωνίας διάμεσος ὀρϑογωνίου 
τριγώνου εἶναι ἴση πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς ὑποτεινούσης. 


Θεώρημα 42--1 


493. Αἱ μεσοχάϑετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς τῆς ὀρϑῆς γωνίας ὀρϑογω- 
νίου τριγώνου τέμνονται ἐπὶ τῆς ὑποτεινούσης (8 443). 


Θεώρημα 42-]11 


4904. Αἱ μεσοκάϑετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς τῆς ὀρϑῆς γωνίας ὀρϑογωνίον 
τριγώνου καὶ ἣ ἑνοῦσα τὸ σημεῖον τομῆς των μετὰ τῆς κορυφῆς τῆς ὁρ- 
ϑῆς γωνίας, διαιροῦν τὸ τρίγωνον εἰς τέσσαρα ἴσα τρίγωνα. 


Θεώρημα 43 


496. "Ἐὰν ἢ πρός τινα πλευρὰν τριγώνου διάμεσος εἶναι τὸ ἥμισυ 
τῆς πλευρᾶς αὐτῆς, τὸ τρίγωνον εἶναι ὀρϑογώνιον. 


Θεώρημα 48--1 


406. ᾿Ἐὰν μία πλευρὰ ὀρϑογωνίου τριγώνου εἶναι τὸ ἥμισυν τῆς ὑπο- 
τεινούσης, ἡ ἀπέναντι αὐτῆς γωνία εἶναι τὸ τρίτον ὀρϑῆς γωνίας. 


Θεώρημα ᾿Αντίστροφον 483--1] 


497. ᾿Ἐὰν μία γωνία ὀρϑογωνίου τριγώνου εἶναι ἴση πρὸς τὸ τρίτον 
ὀρϑῆς, ἢ ἀπέναντι αὐτῆς πλευρὰ εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς ὑποτεινούσης. 
᾿Επειδὴ καὶ εἰς τὰς δύο περιπτώσεις, τὸ ἕν ἐκ τῶν δύο ἰσοσκε- 


λῶν τριγώνων, εἰς ἃ ἡ πρὸς τὴν ὑποτείνουσαν διάμεσος διαιρεῖ 
τὸ τρίγωνον, εἶναι ἰσόπλευρον. 


Θεώρημα 48--111 


498. "Ἐὰν εἰς τρίγωνον ΑΒΓ ἣ γωνία Β εἶναι τὸ τρίτον ὀρϑῆς καὶ 
ὁ ποὺς ἀ τοῦ ἐπὶ τὴν ΒΓ ὕψους διαιρῇ αὐτὴν εἰς δύο τμήματα ΒΔ 
καὶ ΔΙ᾽, ἐξ ὧν τὸ πρῶτον εἶναι τὸ τριπλάσιον τοῦ ἑτέρον, τὸ τρίγωνον 
εἶναι ὀρϑογώνιον εἰς τὴν χορυφὴν Α. τς 


Θεώρημα 49---" 


499. ἙἘϊς ὀρϑογώνιον τρίγωνον, ἣ ἐκ 
τῆς χορυφῆς τῆς ὀρθῆς γωνίας διάμεσος 
καὶ τὸ ἐκ τοῦ αὐτοῦ σημείου ὕψος σχημα- Ἔ 
τίζουν γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν διαφορὰν τῶν 
ὀξειῶν γωνιῶν τοῦ τριγώνου. “ΣΧ "318. 


΄ὋςοΟ ΄΄Χ ΄ὡος ἐ φὰς “΄Ὰ 
Ἐπειδὴ ΒΑΟ--Β, ΒΑΔ-- καὶ ΔΆΟ --Β -Τ 
Θεώρημα 44 
δ00. Ἑὶϊς ὀρϑογώνιον τρίγωνον, ἥ διχοτόμος τῆς ὀρϑῆς γωνίας εἶναι 


διχοτόμος ἐπίσης τῆς γωνίας τοῦ ὕψους καὶ τῆς διαμέσου, τῶν ἀγομέ- 
νῶν ἐκ τῆς χορυφῆς τῆς ὀρϑῆς γωνίας. 
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1η ᾿Απόδειξις. Γνωρίζομεν ὅτι γων. ΔΑΕ ΞΞ Β -- Γ (8 499) καὶ ὅτι 

ἡ γωνία τῆς διχοτόμου καὶ τοῦ ὕψους ἐκ τῆς αὐτῆς κορυφῆς εἶναι 
ἴση πρὸς τὴν ἡμιδιαφορὰν τῶν παρὰ 

τὴν ἀπέναντι πλευρὰν γωνιῶν (8 468). 


ἼΑρα: 
ΩΡ. Β- δὲ 
ΔΑΘ6---- - ὠ--- ᾿ 
2 2 
Γ ΓῚ ΔΒ 
Στ. 9349. ἐὰα ᾿Απόδειξις. Τὸ τρίγωνον ΑΕΓ 


΄΄Ἡἷ ΚΩΝ 
εἶναι ἰσοσκελές, ΓΑΕΞΕΓ καὶ 
ΒᾺΔ ΞΈ' ἀφοῦ ἡ γωνία ΒΑΔ εἶναι ουμπληρωματικὴ τῆς Β. Ἄρα 
΄᾿κ φ΄- 
ΓΑΕ Ξ ΒΑΔ 
καὶ ἡ διχοτόμος τῆς ὀρθῆς γωνίας εἶναι διχοτόμος ἐπίσης καὶ τῆς 
γωνίας ΔΑΕ. 


Παρατήρησις. Τὸ θεώρημα τοῦτο εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις ἑνὸς 
γενικωτέρου διὰ τυχὸν τρίγωνον (8 646). 


Θεώρημα 44--1 


δΟ1. Δίδονται δύο παράλληλοι καὶ ἐξ ἑνὸς σημείου Α τῆς μιᾶς ἐξ αὐτῶν 
φέρομεν κάϑετον ΑΓ' καὶ πλα- 
Δ γίαν ΑΒ πρὸς τὴν ἄλλην. “Ἐὰν 
ἢ τέμνουσα ΒΕΔ τῶν τεσσά- 
ὧν εὐθειῶν εἶναι τοιαύτη, 
ὥστε ΕΔ-Ξ-3. ΑΒ, ἡ γωνία 
ΑΒΓ ϑὰ εἶναι τριπλασία 

τῆς ΕΒΓ. 
Ἔστω ΕΜ -- ΜΔ -- ΑΒ. 
Σχ. 320. Εἰς τὸ ὀρθογώνιον τρί- 
γῶνον ΑΕΔ, ἡ διάμεσος 

ΑΜ εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς ὑποτεινούσης, 
ΑΜ-- ΜΔ --ὀ β, 


ἡ δὲ γωνία ΑΜΒ, ὡς ἐξωτερικὴ τοῦ τριγώνου ΑΜΔ, θὰ ἰσοῦται 
πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν γωνιῶν ΜΑΔ΄- ΔΑΜ, ἢ 


΄ὰ “ ΄"7ἷῚΗ 
ΑΜΒ -Ξ 2.Ὲ ΞΞ 2ΔΒΖ, 


ἭΝ 
ἀφοῦ Δ -Ξ ΔΒΖ, ὡς ἐντὸς ἐναλλὰξ γωνίαι. 
Καὶ ἐπειδὴ αἱ γωνίαι ΑΜΒ καὶ ΑΒΜ εἶναι ἐπίσης ἴσαι, ὡς ἐκ 
τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου ΜΑΒ φαίνεται, θὰ εἶναι 
΄“ΝὋ Ί ΄ἷΝ 
ΔΒΖ -Ξ- Ξ ΑΒΕ 


ΕΒΓ-- ΔΒ2-- - ΑΒΖ -- τ ΑΒΓ. 


Σημείωσις. διαίρεσις τῆς γωνίας ΑΒΖ εἰς τρία ἴσα μέρη 
ἀπαιτεῖ, ὡς εἴδομεν, τὴν ἀγωγὴν εὐθείας ΒΕΔ εἰς τρόπον, 
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ὥστε ἘΔ-ΞΖ2ΑΒ. Τὸ πρόβλημα ὅμως τοῦτο εἶναι ἀδύνατον νὰ 
λυθῇ διὰ τῆς χρήσεως τοῦ διαβήτου καὶ γνώμονος μόνον. (Βλ. 8 
910). Ἧ κατὰ προσέγγισιν χάραξις μιᾶς κογχοειδοῦς, ἐχούσης πό- 
λον τὸ σημεῖον Β καὶ διευθετοῦσαν τὴν ΑΓ, μᾶς παρέχει μίαν 
προσεγγίζουσαν λύσιν τοῦ προβλήματος. 

Διάφοροι, πολὺ εὐφυεῖς μηχανικαὶ λύσεις, τοῦ προβλήματος 
ὑπεδείχθησαν ὑπὸ τοῦ Α. Αὐδτν εἰς 1. Μ. 5., 1896, σ, 76 καὶ 106’ 
Οοοηιοβ, 1908, ο. 55] - 554. 


Παραλληλόγοαμμα 


Θεώρημα 46 
δΟ2. Δύο παραλληλόγραμμα εἶναι ἴσα: 


1) ᾿δὰν ἔχουν μίαν γωνίαν ἴσην περιεχομένην μεταξὺ πλευρῶν ἴσων 
ἀντιστοίχως. 

2) ᾿Εὰν ἔχουν δύο προσκειμένας πλευρὰς ἴσας ἀνιιστοίχως καὶ μίαν δια- 
γώνιον ἴσην καὶ τῆς αὐτῆς ϑέσεως εἰς τὰ δύο σχήματα. 

3) ᾿Βὰν αἱ δύο διαγώνιοι αὐτῶν εἶναι ἴσα; ἀντιστοίχως καὶ τέμνωνται 
κατὰ τὴν αὐτὴν γωνίαν. 


Θεώρημα 468δ--1 
δοϑ. Δύο παραλληλόγραμμα εἶναι ἴσα. 


1) ᾽Εὰν ἔχουν μίαν πλευρὰν ἴσην καὶ τὰς διαγωνίους ἴσας ἀντιστοίχως. 
2) ᾿Εὰν ἔχουν μίαν διαγώνιον ἴσην καὶ συναντῶσαν δύο προσκειμένας 
πλευρὰς κατὰ γωνίας ἴσας ἀντειστοίχως. 


Θεώρημα 46 


δο04. Πᾶν εὐθύγραμμον τμῆμα, διερχόμενον διὰ τοῦ σημείου τομῆς 
τῶν διαγωνίων παραλληλογράμμου καὶ περατούμενον εἰς δύο ἀπέναντι 
πλευράς, διχοτομεῖται ὑπὸ τοῦ σημείου τούτον. 


Θεώρημα 47 


δ0δ. Αἱ διαγώνιοι δύο παραλληλογράμμων, ἐξ ὧν τὸ ἕν εἶναι ἐγγεῦ 
γραμμένον εἰς τὸ ἄλλο, διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


Τὰ τρίγωνα ΕΒΖ καὶ ΘΔΗ εἶναι 
ἴσα, ὡς ἔχοντα μίαν πλευρὰν ἴσην καὶ 
τὰς εἰς αὐτὴν προσκειμένας - γωνίας 
ἴσας. ᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα ΘῊ εἶναι ἴση 
καὶ παράλληλος πρὸς τὴν ΕΖ, αἱ δὲ γω- 
νίαι εἰς τὰ Ε καὶ Ζ ἴσσι πρὸς τὰς εἰς 
τὰ Θ καὶ Ἡ, ὡς ἔχουσαι τὰς πλευράς 
τῶν παραλλήλους ἀντιστοίχως, 

Εἶναι ἐπομένως ἡ πλευρὰ ΒΖ ἴση Σε. ὅϑι. 
καὶ παράλληλος πρὸς τὴν ΗΔ καὶ τὸ 
τετράπλευρον ΗἨΔΖΒ παραλληλόγραμμον. ᾿Επειδὴ δὲ αἱ διαγώνιοι 
αὐτοῦ εἶναι δύο τῶν διαγωνίων τῶν δύο ἀρχικῶν παραλληλο- 
γράμμων, εἶναι Φανερὸν ὅτι τὸ κοινόν των σημεῖον Ο ἀνήκει καὶ 
εἰς τὰς τέσσαρας διαγωνίους τῶν ἐν λόγῳ παραλληλογράμμων. 
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Θεώρημα 48 


δο6. ᾿Ἐπὶ τῶν πλευρῶν τετραγώνου καὶ ἀπὸ τῶν κορυφῶν ἀρχόμενοι 
λαμβάνομεν τέσσαρα τμήματα ἴσα καὶ κατὰ τὴν αὐτὴν πάντοτε φοράν᾽ 


Ἑ Τὰ πέρατα τῶν τμημάτων τούτων εἶναι κορυφαὶ 
Α ΞΟ τετραγώνου. 
. ὁ Ἔστω ΑΕ --ΒΖ--ΓΘ -- ΔΗ. 
Τὰ λαμβανόμενα τέσσαρα ὀρθογώνια τρί- 


π γωνα εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα τὰς πλευρὰς τῆς 
͵- ὀρθῆς γωνίας ἀντιστοίχως ἴσας: εἶναι ἄρα 
Θ καὶ αἱ ὑποτείνουσαι αὐτῶν ἴσαι ἢ 
. 32. 
τὰ Ε2-:290 --Ἠ ΘΗ -ΞΗξΕ. 
"Αφ᾽ ἑτέρου, Ρ ΡΥ 
ΑΗΕ -- ΒΕΖ 
καὶ 
΄--΄-ἝΟΩΦ ΄ς 
ΒΕΖ-ΈΑΕΗΞΞῚΙ ὀρθὴ γωνία. 


Εἶναι ἑπομένως ἡ γωνία ΖΕΗ ὀρθὴ καὶ τὸ σχῆμα τετράγωνον. 
Θεώρημα 48-- 1 


δΟ7. "Ἐπὶ τῶν πλευρῶν ρόμβου καὶ ἀπὸ δύο ἀπέναντι κορυφῶν ἀρ- 
χόμενοι λαμβάνομεν τέσσαρα τμήματα ἴσα. Τὰ πέρατα αὐτῶν εἶναι χο- 
ουφαὶ ὀρϑογωνίον. 


Θεώρημα 49 


δ08. "Ἐὰν ὁ προηγούμενος ρόμβος εἶναι τετράγωνον, ἡ περίμετρος 
τοῦ ὀρθογωνίου εἶναι σταϑερά. 


Ἑ 
τ ν Β Ἔστω ΑΕ-ΞΞΑΗ--ΓΖ--ΓΘ. 


Ἢ Τὰ τέσσαρα τρίγωνα ΑΗΕ, ΒΕΖ κλπ. εἶναι 


ὀρθογώνια ἰσοσκελῆ, αἱ παρὰ τὰς βάσεις αὐτῶν 
γωνίαι ἴσαι πρὸς 459 ἑκάστη καὶ κατὰ συνέπειαν 
αἱ γωνίαι τοῦ τετραπλεύρου ΗἩΕΖΘ ὀρθαὶ καὶ 
τοῦτο ὀρθογώνιον. 


Ἔξ ἄλλου, 
ΜΕ αμ, ΕἔΖζξ: ΜΝ, ΖΝ -- ΝΊγ. 


ΧΑ 


Ζ 
8 Γ 
Σχ ὃ223. 


ἴοΟθεν : περίμετρος τοῦ ΕΖΘΗ -Ξ2 ΑΓ -Ξ σταθερὸν μῆκος. 
Θεώρημα δ 


δοθ. 1) Τὸ σημεῖον τομῆς τῶν διαγωνίων ρόμβου ἴσον ἀπέχει τῶν 
πλευρῶν αὐτοῦ. 

4) Αἱ διαγώνιοι εἶναι διχοτόμοι τῶν γωνιῶν τῶν, ἐκ τοῦ σημείου αὖ- 
τοῦ ἀγομένων, καϑέτων ἐπὶ τὰς πλευράς. 
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Θεώρημα δΟ-- 1 


610. Οἱ πόδες τῶν ἐκ τοῦ κοινοῦ σημείου τῶν διαγωνίων ρόμβου 
καϑέτων ἐπὶ τὰς πλευράς, εἶναι κορυφαὶ ὀρθογωνίου. 


Θεώρημα δ0-- 11 


611. Αἱ κάϑετοι εἰς τὰ ἄκρα δύο εὐϑειῶν ἴσων 
καὶ ἀλληλοδιχοτομουμένων σχηματίζουν ρόμβον, τοῦ 
ὁποίου “ἰἶ διαγώνιοι διέρχονται διὰ τοῦ κοινοῦ ση- 
μείου τῶν εὐθειῶν αὐτῶν. 


Θεώρημα δ1 


612. Αἴ τομαὶ τῶν ἐσωτεριχῶν διχοτόμων πα- 
ραλληλογράμμον εἶναι κορυφαὶ ὀρϑογωνίου. 


᾿Επειδὴ αἱ γωνίαι τοῦ σχηματιζομένου τετρα- 
πλεύρου εἶναι ὀρθαί. 


Θεώρημα δ1-- 


δ13. Αἱ τομαὶ τῶν ἐσωτερικῶν διχοτόμων ὀρϑογωνίου εἶναι χορυ- 
φαὶ τετραγώνον. 


Παρατήρησις. Θεωροῦντες τὰς τομὰς τῶν ἐσωτερικῶν καὶ ἐξωτε- 
ρικῶν διχοτόμων λαμβά- 
νομεν: 

Τέσσαρα τετράγωνα, ὡς 
τὸ ΜΕ. 

Τέσσαρα τετράγωνα, ὡς 
τὸ ΜΘ. 

βέρω τετράγωνον, ὡς τὸ 


Ἕν τετράγωνον, ὡς τὸ 


Ἔν ὅλῳ δέκα τετράγωνα 
καὶ τέσσαρα ὀρθογώνια. 


Θεώρημα δ1--1 1 


δ14. ᾿Ἡ διαγώνιος ΗΖ 
(Σχ. 826) τοῦ ἐσωτερικοῦ τε- 
τραγώνου ἰσοῦται πρὸν τὴν 
διαφορὰν ΑΒ-- ΒΓ τῶν πλευ- 
ρῶν τοῦ ὀρϑογωνίου, ἣ δὲ 
διαγώνιος ΜΟ τοῦ ἐξωτεριχοῦ, 
πρὸς τὸ ἄϑροισμα ΑΒ -- ΒΓ 
αὐτῶν. 


Θεώρημα 6δ1--111 


δΙ1δ. Αἱ ἐξωτερικαὶ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν παραλληλογράμμον τέμ- 
νόνται κατὰ κορυφὰς ὀρϑογωνίου, τοῦ ὁποίου αἱ διαγώνιοι εἶναι ἴσαι 
πρὸς τὸ ἄϑροισμα δύο προσκειμένων πλευρῶν τοῦ παραλληλογράμμον. 
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Παρατήρησις. Αἱ ἀνωτέρω προτάσεις 51] ἕως 51] -- ΠΠ δύνανται νὰ 
διατυπωθοῦν ὡς ἑξῆς: : 

Δοθέντος παραλληλογράμμου, φέρομεν τὰς ἐσωτερικὰς καὶ ἐξω- 
τερικὰς διχοτόμους τῶν γωνιῶν του. Δείξατε ὅτι: 

1) Αἱ τομαὶ τῶν εὐθειῶν αὐτῶν εἶναι κορυφαὶ ὀρθογωνίων. 

Η Αἱ διαγώνιοι τῶν ὀρθογωνίων τούτων διέρχονται διὰ τῶν 
μέσων τῶν πλευρῶν τοῦ παραλληλογράμμου. 

3) Ἡ διαγώνιος τοῦ μεγαλυτέρου ὀρθογωνίου εἶναι ἄθροισμα 
δύο ἐφεξῆς πλευρῶν τοῦ παραλληλογράμμου, ἡ δὲ διαγώνιος τοῦ 
μικροτέρου ἡ διαφορὰ αὐτῶν. Καὶ ! 

4) Ἡ ἐπιφάνεια τοῦ ἐξωτερικοῦ ὀρθογωνίου εἶναι ἴση πρὸς τὸ 
διπλάσιον τῆς ἐπιφανείας τοῦ παραλληλογράμμου, ηὐξημένον κατὰ 
τὴν ἐπιφάνειαν τοῦ ἐσωτερικοῦ ὀρθογωνίου. ᾿ 

Δυνάμεθα νὰ ἐρευνήσωμεν συμπληρωματικῶς διὰ τὰς συνθή- 
κας ὑπὸ τὰς ὁποίας τὰ ὀρθογώνια ἀποβαίνουν τετράγωνα ἢ τὸ 
ἐσωτερικὸν ὀρθογώνιον περιορίζεται εἰς σημεῖον. 


Θεώρημα δ2 


δ16. "Ἐὰν φέρωμεν παραλλήλους πρὸς μίαν τῶν διαγωνίων ὀρθογωνίου 
καὶ εἰς ἴσας ἀπ᾽ αὐτῆς ἀποστάσεις, αἱ 
τομαί των μετὰ τῶν πλευρῶν τοῦ ὀρθο- 
γωνίου εἶναι κορυφαὶ παραλληλογράμ- 
μον, τοῦ ὁποίου ἣ περίμετρος εἶναι ἴση 
πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν διαγωνίων τοῦ 
ὀρϑογωνίον. 

Τὰ τρίγωνα ΒΙΖ, ΘΙ Δ εἶναι ἰσο- 
σκελῆ, 

ΙΖΞΞῚΒ, ἰ6--βΡ΄ Δ 


καὶ 2Θ -- Ι΄. 
ἴΑρα, ἡ ἡμιπερίμετρος 
ΙΖ-" ΖΘ -- ΘΙ’ -Ξ ΒΔ. 


Θεώρημα δ2--Ἰ 


δ17, ᾿Εὰν φέρωμεν παραλλήλους πρὸς μίαν τῶν διαγωνίων ὀρθογωνίον, 
εἰς ἴσας ἀπ’ αὐτῆς ἀποστάσεις ἀλλὰ τεμνούσας τὰς προεχτάσεις τῆς 
διαγωνίου πρὸς ἣν δὲν εἶναι παράλληλοι, αἱ τομαί των μετὰ τῶν προ- 
εχτάσεων τῶν πλευρῶν τοῦ ὀρϑογωνίον 
εἶναι κορυφαὶ παραλληλογράμμου, διὰ τὸ 
ὁποῖον ἣ διαφορὰ δύο ἐφεξῆς πλευρῶν εἶναι 
ἴση πρὸς τὴν διαγώνιον τοῦ ὀρϑογωνίου. 


Θεώρημα δϑ 


618. Διὰ μιᾶς τῶν κορυφῶν παραλλη- 
λογράμμονυ φέρομεν τυχοῦσαν εὐθεῖαν ΧΥ͂ 
καὶ προβάλλομεν τὰς ἄλλας κορυφὰς ἐπ᾽ 
αὐτῆς. Δείξατε ὅτι ἣ μεσαία προβάλλουσα 
Σχ. 321. εἶναι τὸ ἄδροισμα ἢ ἣ διαφορὰ τῶν ἄχρων 
προβαλλουσῶν. 


Διὰ τῆς κορυφῆς Β φέρομεν παράλληλον ΒΗ πρὸς τὴν ΧΥ͂, 
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Τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΒΓΗ͂, ΑΔΘ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα ἴσας 
τὰς ὑποτεινούσας καὶ τὰς γωνίας αὐτῶν. Ἄρα 


ΓΗ -- ΔΘ. 
καὶ ἐπειδὴ ΒΕΞΞΖΗ 
ἕπεται ΓΖ:ΞΒΕ- ΔΘ. 


Παρατήρησις. Διὰ τὴν διαφοράν, θὰ πρέπει ἡ ΧΥ͂ νὰ διατέμνῃ 
τὸ παραλληλόγραμμον. 


Θεώρημα δ8--1 


δ19. Ἣ προβολὴ τῆς διαγωνίου προσ διλουσάμμον ἐπὶ τυχούσης 
εὐθείας εἶναι ἄϑροισμα τῶν προβολῶν ἐπ᾽ αὐτῆς δύο ἐφεξῆς πλευρῶν 
τοῦ παραλληλογράμμου. (Ννατὶρποπ). 

Ἔστωσαν ΒΔ ἡ διαγώνιος καὶ ΒΑ, ΒΓ αἱ ἐφεξῆς πλευραὶ 
(Σχ. 327). 

Ἧ προβολὴ τῆς ΒΔ ἐπὶ τὴν ΧΥ εἶναι ἴση πρὸς ΕΘ καὶ 

ΕΖ--  ΒΉΞΑΘ, ΕΘ-:-ΕΑ- ΑΘ. 

ΓΑρα: ΕΘ-ΕΑ- ΕΖ. 

Παρατήρηοις. Ἢ πρότασις εἶναι γενική, ἐὰν ἔχωμεν ὑπ᾽ ὄψιν τὰς 
συμβάσεις διὰ τὰς προβολὰς διανυσμάτων ἐπὶ ἄξονα. Διὰ τὴν 
διαγώνιον ΑΓ λ.χ. καὶ τὰς ἐφεξῆς πλευρὰς ΑΒ, ΑΔ θὰ ἔχωμεν 

ΑΖΞ-ΞΞΕ ΑΕ -- ΑΘ. 


Θεώρημα 6δ5--11 


5620. Τὸ ἄϑροισμα τῶν προβαλλουσῶν τὰς κορυφὰς παραλληλογράμ- 
μου ἐπὶ εὐθεῖαν μὴ διατέμνουσαν αὐτό, εἶναι ἴσον πρὸς τὸ τετραπλά- 
σιον τῆς προβαλλούσης τὸ σημεῖον τομῆς τῶν διαγωνίων, 


(Βλ. 8 461). 
Θεώρημα δά 


621 Τὸ ἄϑροισμα ἢ ἢ διαφορὰ 
τῶν καϑέτων τῶν ἀγομένων ἐκ δο- 
ϑέντος δ του ἐπὶ δύο διαδοχικὰς 
πλευρὰς ἑνὸς ρόμβου, εἶναι ἴσον 
πρὸς τὸ ἄϑροισμα ἢ τὴν διαφορὰν 
τῶν ἐκ τοῦ αὐτοῦ σημείου καϑέτων 
ἐπὶ τὰς δύο ἄλλας πλευρὸς αὐτοῦ. 


Θὰ πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι ΕΠ: 


ΡΛΈΡΜΞΡΟΞ-ΡΝ. Ρ 
Σ.χ.328. 


Ἢ σχέσις αὐτὴ ἀνάγεται, ἐκ 
τοῦ σχήματος, εἰς τὴν 


ΡΟ-ΚΟΛΈΡΜ:ΡΟΞ-ΈΕΡΜ-ΈΜΝ, 
ἥτις εἶναι φανερά, ἀφοῦ ΟΛ -- ΜΝ -- ὕψος τοῦ ρόμβου. 
Διὰ τὴν γενικότητα τῆς προτάσεως, θὰ πρέπει νὰ ἔχωμεν ὑπ’ 
Γεωμετρία 17 
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ὄψιν καὶ τὰ συμφωνηθέντα διὰ τὰ σημεῖα τῶν καθέτων ἀποστά- 
σεων. Διὰ τὸ σημεῖον Π Δ. χ. 


ΠΛ- ΠΡΞΞΠΣ -- ἰἈἝ--ΠΟ}. 
"᾿Ανάλογος ἀπόδειξις διὰ τὴν διαφορὰν τῶν ἀποστάσεων. 
Θεώρημα δᾶ 


622. Αἱ εὐϑεῖαι αἱ συνδέουσαι δύο ἀπέναντι κορυφὰς παραλληλο- 
ἡράμμου μετὰ τῶν μέσων δύο ἀπέναντι πλευρῶν αὐτοῦ, διαιροῦν μίαν 
τῶν διαγωνίων τοῦ παραλληλογράμμου εἰς τρία μέρη ἴσα. (Ρ. Απάτό, 
Ἐχεγοῖςες ἀὰὲ Οὀοπιέϊτίε). 


1η ᾿Απόδειξις. Αἱ εὐθεῖαι ΑΖ, ΓΘ, ΒΟ εἶναι αἱ διάμεσοι τοῦ 
τριγώνου ΑΓΒ’ ἑπομένως 


2 2 ΒΔ ΒΔ 
ΒΜ- - τΒοτ- τος --ἰ τ. (8. 447) 
᾿Αναλόγως 
ΔΝ - ΒΔ ν κλπ. 


3α ᾿Απόδειξις. θεωρήσωμεν τὸ τρίγωνον ΑΟΒ. 

Ἢ εὐθεῖα ΑΖ, οὖσα διαγώνιος 
τοῦ παρίμου ΑΒΖΕ, διέρχεται διὰ 
τοῦ μέσου τῆς ΟΘ΄’ ἡ δὲ εὐθεῖα 
ΑΜ, ὡς διερχομένη διὰ τοῦ μέσου 
τῆς διαμέσου ΟΘ τοῦ τριγώνου 
ΑΟΒ, ὁρίζει ἐπὶ τῆς βάσεως αὐτοῦ 
ΟΒ, τμῆμα ΟΜ ἴσον πρὸς τὸ ἥμισυ 
τοῦ ΒΜ. Ἑ πομένως, 


1 
ΒΜ Ξ -τ- ΒΔ. 


Παρατήρησις. Αἱ εὐθεῖαι ΑΖ, ΑΗ, αἵτινες συνδέουν μίαν τῶν 
κορυφῶν παραλληλογράμμου μετὰ τῶν μέσων τῶν ἀπέναντι τῆς 
κορυφῆς αὐτῆς πλευρῶν, διαιροῦν τὴν μίαν τῶν διαγωνίων εἰς 
τρία μέρη ἴσα. 


Τραπέξζιον 


δ23. Τὰ παραλληλόγραμμα καὶ τὰ διάφορα εἴδη αὐτῶν εἶναι 
εἰδικαὶ περιπτώσεις τοῦ τραπεζίου. 

Συμμετρικὸν ἢ ἰσοσκελὲς τραπέζιον καλεῖται ἐκεῖνο διὰ τὸ ὁποῖον 
αἱ μὴ παράλληλοι πλευραὶ εἶναι ἴσαι. 

᾽᾿Επειδὴ αἱ παρὰ τὴν βάσιν γωνίαι ἰσοσκελοῦς τραπεζίου ἀπο- 
δεικνύονται ἴσαι (8 534), δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν αὐτὸ ὡς πα- 
ραγόμενον διὰ τομῆς ἰσοσκελοῦς τριγώνου ὑπὸ εὐθείας παραλλή- 
λου πρὸς τὴν βάσιν αὐτοῦ. Εἶναι ἑπομένως αἱ μὴ παράλληλοι 
πλευραὶ τοὺ ἀνειπαράλληλοι (ἃ 471) πρὸς τὰς βάσεις. 


Θεώρημα δ6 
284. Εἰς πᾶν τραπέζιον: 1) Ἢ διαφορὰ τῶν βάσεων εἶναι μιχρο- 


τέρα τοῦ ἀϑροίσματος τῶν δύο ἄλλων πλευρῶγ; ἑκάστη δὲ αὐτῶν εἶναι 
μικροτέρα τῆς ἄλλης, ηὐξημένης κατὰ τὴν διαφορὰν τῶν βάσεων. 
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8) Τὸ ἄϑροισμα τῶν βάσεων εἶναι μικρότερον τοῦ ἀϑροίσματος τῶν 
διαγωνίων. 


δ2δ. Παρατήρηοις. Ὑ ποθέτοντες πληρουμένας τὰς συνθήκας ταύ- 
τας διὰ τέσσαρα δοθέντα μήκη α, β, γ, ὃ, 
καὶ λαμβάνοντες δύο τυχόντα ἐξ αὐτῶν 


ὡς βάσεις, δυνάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν ᾿ 
Ἐξ διάφορα τραπέζια, τά: 
αβγδ βαγδ 
αγβδ βαδγ Α [Ὶ [ 
αβδγ δαγβ. Σχ. 390. 
Θεώρημα δ7 


δ26. Δύο τραπέζια εἶναι ἴσα ἐὰν αἱ βάσεις αὐτῶν εἶναι ἀντιστοίχως 
ἴσαι μία πρὸς μίαν καὶ ἐὰν τὸ αὐτὸ συμβαίνῃ καὶ διὰ τὰς μὴ παραλ- 
λήλους πλευράς των. 


Δ ἐν ὰ' γ' 


Α ᾿ Β Α Ἐ Ἐ! 
Σχ. 331 


627. Παρατήρησις. “ἵνα δύο τραπέζια εἶναι ἴσα δὲν ἀρκεῖ ὅπως 
ἔχουν τὰς τέσσαρας πλευράς των ἀντιστοίχως ἴσας καὶ κατὰ τὴν 
αὐτὴν τάξιν' ἐπειδή, ὡς εἴδομεν (δ 525), διὰ τεσσάρων δοθέντων 
μηκῶν εἶναι ἐνδεχομένως δυνατὸν νὰ κατασκευασθοῦν διάφορα 
τραπέζια. Διὰ τῶν τεσσάρων μηκῶν α, β, γ, δ, λ.χ. λαμβανομέ- 
νων κατὰ τὴν γραφεῖσαν σειράν, θὰ ἦτο δυνατὸν νὰ κατεσκευά- 
ζετο ἔν πρῶτον τραπέζιον μὲ βάσεις α καὶ γ, καὶ ἕν δεύτερον μὲ 
βάσεις β καὶ ὃ. 

Θεώρημα δ7.---] 


δ28. Δύο τραπέζια εἶναι ἴσα ἐὰν αἱ βάσεις των εἶναι ἀντιστοίχως 
ἴσαι μία πρὸς μίαν καὶ ἐὰν τὸ αὐτὸ συμβαίνῃ καὶ διὰ τὰς διαγωνίους 
αὐτῶν. 
Θεώρημα 67--] 


δ29. Δύο τραπέζια εἶναι ἴσα ἐὰν ἔχουν τρεῖς πλευρὰς ἀντιστοίχως 
ἴσας χαὶ μίαν γωνίαν ἴσην. 


Θεώρημα δ8 


δ80. Εἰς πᾶν τραπέζιον, ἣ εὐθεῖα ἣ συνδέουσα τὰ μέσα τῶν μὴ πα- 
ραλλήλων πλευρῶν εἶναι παράλληλος πρὸς τὰς βάσεις καὶ ἴση πρὸς τὸ 
ἡμιάϑροισμα αὐτῶν" τὸ δὲ τμῆμα αὐτῆς, τὸ μεταξὺ τῶν διαγωνίων πε- 
οιεχόμενον, εἶναι ἶσον πρὸς τὴν ἡμιδιαφορὰν τῶν βάσεων. 

Ἢ ἐκ τοῦ μέσον μιᾶς τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν τραπεζίον ἀγο- 
μένη παράλληλος πρὸς τὰς βάσεις, διέρχεται καὶ διὰ τοῦ μέσον τῆς 
ἀπέναντι τῆς πρώτης πλευρᾶς. 
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Θεώρημα δ8--] 


631. ᾽Εὰν ἡ μιχροτέρα τῶν βάσεων τραπεϊζίου εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς 
μεγαλυτέρας, ἢ μέση βάσις (--Ξ ἣ διάμεσος τοῦ τραπεζίου) διαιρεῖται εἰς 
τρία ἴσα μέρη ὑπὸ τῶν διαγωνίων. 


Θεώρημα δ 


692. "Ἐὰν ἢ μιχροτέρα βάσις ἑνὸς τραπεζίον ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν, αἱ ἐσωτερικαὶ διχοτόμοι τῶν παρὰ 
τὴν μεγαλυτέραν βάσιν γωνιῶν τέμνονται ἐπὶ τῆς μικροτέρας. 

(Βλ. 9 458). 


Θεώρημα δ8--] 


688. ᾿Εὰν ἢ μεγαλυτέρα βάσις τραπεζίον ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄϑροισμα 
τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν, αἱ ἐσωτερικαὶ διχοτόμοι τῶν παρὰ τὴν 
βάσιν γωνιῶν τέμνονται ἐπὶ τῆς μεγαλυτέρας βάσεως. 

᾿Επειδὴ αἱ προτάσεις αὐταὶ διαφέρουν κατὰ τὴν ἐκφώνησιν μό- 
νον, ὠφέλιμος εἶναι ἡ ἀναδρομὴ εἰς τὴν ὃ 458. 


Θεώρημα 60 


δ8.4. Ἑἰς πὰν ἰσοσκελὲς τραπέζιον, αἱ παρὰ τὴν αὐτὴν βάσιν γωνίαι 
εἶναι ἴσαι. Αἱ διαγώνιοι εἶναι ἐπίσης ἴσαι καὶ τέμνονται ἐπὶ τῆς ἑνού- 
σης τὰ μέσα τῶν δύο βάσεων. 
Ἕστω ΑΓ --ΒΔ. 
1) Φέρομεν τὰ ὕψη ΓΕ, ΔΖ' θὰ ἔχωμεν 
ΓΕ--ΔΖ. 


Τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΑΓΕ, ΒΔΖ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα τὰς 
ὑποτεινούσας ἴσας καὶ μίαν τῶν καθέ- 
Γ 9 Ἃ τῶν πλευρῶν ἴσην ἄρα 


΄- ΄. 
ΓΑΕ -- ΔΒΖ. 
2) Τὰ τρίγωνα ΓΑΒ, ΔΒΑ εἶναι ἴσα, 


ὡς ἔχοντα μίαν γωνίαν ἴσην, Α-ΞΒ, πε- 
ριεχομένην μεταξὺ ἴσων πλευρῶν: ἄρα 


ΑΔ:--ΒΓ 
Σχ. 332. καὶ ἐπὶ πλέον 
΄ “Ὁ 
ΑΒΟ --5ΞΒΑοΟ. 


Εἶναι ἑπομένως τὸ τρίγωνον ΑΟΒ ἰσοσκελὲς καὶ ἡ κορυφή του 
Ο εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς καθέτου εἰς τὸ Ἀὐσὸν Ἡ τῆς ΑΒ. 

᾿ἊΦ᾽ ἑτέρου, καὶ τὸ τρίγωνον ΓΟΔ εἶναι ἰσοσκελές, ἡ δὲ ΗΟ 
εἶναι κάθετος ἐπίσης ἐπὶ τὴν ΓΔ καὶ συμπίπτει ἑπομένως πρὸς 
τὴν διάμεσον ΟΘ τοῦ τριγώνου τούτου. "τοι, ἡ εὐθεῖα ἡ ἐνοῦσα 
τὰ μέσα, Η καὶ Θ, τῶν δύο βάσεων τοῦ τραπεζίου διέρχεται διὰ 
τοῦ κοινοῦ σημείου Ο τῶν διαγωνίων. 


Παρατήρησις. Ἐϊς πᾶν τραπέζιον αἱ διαγώνιοι τέμνονται ἐπὶ τῆς 
ἐνούσης τὰ μέσα τῶν βάσεων εὐθείας. 
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Θεώρημα 60-- 


δ8δ. Τὰ μέσα τῶν τεσσάρων πλευρῶν ἑνὸς ἰσοσκελοῦς τραπεζίου εἴ- 
ναι κορυφαὶ ρόμβον. 
Θεώρημα 6Θ0-- 


.δ86. 1) Δύο ἰσοσκελῆ τραπέζια εἶναι ἴσα ἐὰν ἔχουν ἴσας βάσεις 
ϑααὶ : 

3) Αἱ κάϑετοι εἰς τὰ μέσα τῶν πλευρῶν ἰσοσκελοῦς τραπεζίον τέμ- 
νονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον. 

637. Σημείωσις. ᾿Αντιπαραλληλόγραμμον καλεῖται ἀρθρωτὸν σύ- 
στημα ἐκ τεσσάρων ράβδων, ὡς λ. χ. αἱ ΑΔ, ΒΓ, ΑΓ καὶ ΒΔ τοῦ 
σχήματος 332, ἀντιστοιχουσῶν εἰς τὰς διαγωνίους καὶ μὴ παραλ- 
λήλους πλευρὰς ἑνὸς ἰσοσκελοῦς τραπεζίου. 

Τὸ σύστημα τοῦτο, τοῦ ὁποίου τὸ παραλληλόγραμμον δὲν εἴ- 
ναι παρὰ εἰδικὴ περίπτωσις, χρησιμοποιεῖται εὐρέως εἰς τὴν κατα- 
σκευὴν τῶν ἀντιστιροφέων. Τὰ συστήματα τῶν ἀρϑρωτῶν ράβδων 
ἔχουν μελετηθῆ λεπτομερῶς καὶ ἐφαρμοσθῆ εἰς πλεῖστα ζητήματα 
τῆς- Γεωμετρίας καὶ Μηχανικῆς. ᾿Αναλόγως δὲ τῆς χρήσεώς των 
λαμβάνουσιν διάφορα ὀνόματα, ὡς ἀντιστροφεύς, διαβήτης τοῦ Ρραμ- 
εεἰϊίον, σύνϑετος διαβήτης, μετασχηματισταὶ κλπ. (Βλ. ἐπ. 8 1203). 


Τετράπλευρον τυχὸν 


δ88. Τὸ τετράπλευρον συχνὰ ἀπαντᾶται εἰς τὰς ᾿Ασκήσεις τῆς 
Γεωμετρίας καὶ χρήσιμον εἶναι νὰ μελετηθοῦν μερικαὶ περιπτώ- 
σεις ἰσότητος δύο τετραπλεύρων καθὼς καὶ ἰδιότητες τινὲς τῶν 
σχημάτων αὐτῶν. 

Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν τὴν ἰσότητα δύο τετραπλεύρων, καταφεύ- 
γομεν ἢ εἰς τὴν ἐπίθεσιν τοῦ ἁνὸς ἐπὶ τοῦ ἄλλου ἢ εἰς τὴν ἀνά- 
λυσιν αὐτῶν εἰς δύο τρίγωνα (ἴσα καὶ ὁμοίως κείμενα). 


Θεώρημα 61 


δ30. Δύο τετράπλευρα εἶναι ἴσα. 
1) Ἐὰν ἔχουν τρεῖς πλευρὰς καὶ δύο ὑ»᾽ αὐτῶν περιεχομένας γω- 


ας ἴσας. 
2) Ἐὰν ἔχουν δύο διαδοχικὰς πλευρὰς καὶ τρεῖς διαδοχικὰς γωνίας 
ἀντιστοίχως ἴσας. 
8) ᾿Εὰν ἔχουν μίαν γωνίαν ἴσην καὶ τὰς τέσσαρας πλευρὰς ἀντιστοί- 
χως ἴσας καὶ κατὰ τὴν αὐτὴν τάξιν. 


Θεώρημα 62 


540. Ἑὶς πᾶν κυρτὸν τετράπλευρον, τὸ ἄϑροισμα τῶν διαγωνίων εἴ- 
ναι μεγαλύτερον τοῦ ἀϑροίσματος δύο ἀπέναντι πλευρῶν 


Θεώρημα Θ8--ἴ 


δ41. ἘῤΠς πᾶν κνροτὸν τετράπλευρον, τὸ ἄϑροισμα τῶν διαγωνίων 
πεοιλαμβάνεται μεταξὺ τῆς περιμέτρου καὶ ἡμιπεριμέτρον αὐτοῦ. 
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Θεώρημα 68 


δ42. Τὰ μέσα τῶν πλευρῶν τετραπλεύρου εἶναι χορυφαὶ παραλλη- 
λογράμμον. 

᾿Επειδὴ αἱ εὐθεῖαι αἱ συνδέουσαι τὰ μέσα δύο παρακειμένων 
πλευρῶν εἶναι παράλληλοι, ἀνὰ δύο, πρὸς 
ἑκάστην τῶν διαγωνίων τοῦ τετραπλεύρου 
καὶ ἀπαρτίζουν ἑπομένως παραλληλό- 
γραμμον ΕΖΘΗ. 


Θεώρημα 68--1 


δ43. Ἑὶς πᾶν τετράπλευρον, αἱ εὐϑεῖαι 
αἴτινες συνδέουν τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι πλευ- 
ρῶν ἀλληλοδιχοτομοῦνται. 


Θεώρημα 69--1 


Σχ. 338. δ44. Τὸ παραλληλόγραμμον τῶν μέσων 

τῶν πλευρῶν τετραπλεύρου εἶναι ὀρθογώνιον, 

ἐὰν αἱ διαγώνιοι τοῦ τετραπλεύρον εἶναι κάϑετοι ἐπ’ ἀλλήλας ἢ αἱ 
ἑνοῦσαι τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν αὐτοῦ εὐϑεῖαι ἴσαι. 


Θεώρημα 695--111 


646. Τὸ προηγούμενον παραλληλόγραμμον εἶναι ρόμβος ἐὰν τὸ τε- 
τράπλενρον εἶναι τραπέζιον ἰσοσκελὲς ἢ ὀοϑογώνιον, τετράγωνον δὲ ἐὰν 
τὸ τετράπλευρον εἶναι τετράγωνον ἢ ἰσοσκελὲς τραπέζιον μὲ διαγωνίους 
καϑέτους ἐπ᾽ ἀλλήλας. 

Θεώρημα 64 


546. Τὺ παραλληλόγραμμον τῶν μέσων τῶν πλευρῶν τετραπλεύρου 
εἶναι τὸ ἥμισυ αὐτοῦ. 


Εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΟ, ἡ εὐθεῖα ΖΘ διέρχεται διὰ τοῦ μέσου Ζ 
τῆς ΑΒ καὶ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν 
ΑΓ. διξρχεῦσι ἑπομένως καὶ διὰ τοῦ 
μέσου Μ τῆς πλευρᾶς ΟΒ. ᾿Αναλόγως, 
τὸ σημεῖον Ν᾽ εἶναι τὸ μέσον τῆς ΟΓ 
καὶ ἑπομένως (8 43], πόρισμα) ἡ ΜΝ 
εἶναι παράλληλος καὶ ἴση πρὸς τὸ 
ἥμισυ τῆς ΑΓ: 
ΜΝ -Ξ- ΒΘ -- ΓΘ. 
᾿Επειδὴ τὰ τέσσαρα τρίγωνα ΟΜΝ, 
ΒΜΘ, ΘΝΓ, ΝΘΜ εἶναι προφανῶς 
Σχ. 338 ἴσα, τὸ παραλληλόγραμμον ΟΜΘΝ εἴ- 
ναι τὸ ἥμισυ τοῦ τριγώνου ΒΟΓΓ καὶ 
τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὰ ἀντίστοιχα παραλληλόγραμμα εἰς 
τὰ τρία ἄλλα τρίγωνα ΒΟΓ, ΓΟΔ, ΔΟΑ. Ἤτοι τὸ παραλληλό- 
γραμμον ΕΖΘΗ εἶναι τὸ ἥμισυ τοῦ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. 


Θεώρημα 64--1 


δ47. ᾿Ἐὰν διὰ τῶν κορυφῶν τετραπλεύρου φέρωμεν παραλλήλους 
πρὸς τὰς διαγωνίους, τὸ σχηματιζόμενον παραλληλόγραμμον εἶναι διπλά- 
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σιον τοῦ τετραπλεύρου καὶ τετραπλάσιον τοῦ παραλληλογράμμον τῶν 
μέσων τῶν πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου. 


Ἢ ἀπόδειξις εἶναι ἀνάλογος τῆς ἀνωτέρω ἀλλὰ πολὺ ἁπλου- 
στέρα" (βλ. καὶ Μέϑοδοι, 5. 155). 


Θεώρημα 65 


δ48. ἙΠς πᾶν τετράπλευρον, αἱ εὐθεῖαι αἱ συνδέουσαι τὰ μέσα τῶν 
ἀπέναντι πλευρῶν καὶ αἱ ἑνοῦσαι τὰ μέσα τῶν διαγωνίων, τέμνονται εἰς 
τὸ αὐτὸ σημεῖον καὶ ἀλληλοδιχοτομοῦνται. 


“Ἔστω ΑΒΓΔ τυχὸν τετράπλευρον, ΕΘ, καὶ ΖΗ αἱ ἐνοῦσαι τὰ 
ἐσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν, ἱ ἡ 
νοῦσα τὰ μέσα τῶν διαγωνίων ΑΓ 

καὶ ΒΔ. 

"᾿ΑἊς σχηματίσωμεν τὸ τετράπλευρον 
ΙΖΚΗ. Εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΔ ἡ ΙΖ εἶναι 
παράλληλος τῆς ΑΔ καὶ ἴση πρὸς τὸ 
ἥμισυ αὐτῆς, εἰς δὲ τὸ τρίγωνον ΑΓΔ, 
ἡ ΚΗ εἶναι παράλληλος τῆς ΑΔ καὶ 
ἴση πρὸς τὸ ἥμισυ αὐτῆς. Εἶναι ἐπομέ- 
νως τὸ σχῆμα ΙΖΚῊ παραλληλόγραμ- 
μον καὶ αἱ διαγώνιοι ΖΗ καὶ ΙΚΚὶ ἀλλη- 
λοδιχοτομοῦνται. Σι. Ὧδ. 

αἱ ἐπειδὴ αἱ ΖΗ καὶ ΕΘ τέμνον- 
ται ἐπίσης εἰς τὰ μέσα αὐτῶν (ὃ 543), ἕπεται ὅτι τὸ σημεῖον Ο 
εἶναι μέσον καὶ τῶν τριῶν εὐθειῶν ΕΘ, ΖΗ καὶ ΙΚ. 


Γ 


δ48 α. Σημείωσες. 1) Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα προετάθη εἰς (ππα- 
ἰ.8 ἀδ ἄενο. τόμος 1 (1810 - 11), σ. 232 καὶ ἐλύθη εἰς σελ. 311 μετ᾽ 
ἐνδιαφερουσῶν ἀναπτύξεων ὑπὸ τῶν Βοεδαιῖ, Πμυ]]Π ες, Ννϑοΐεπ, 
ἸΤέάεπαι. Βλ. ἐπίσης (8 1233 β). 

2) Αἱ εὐθεῖαι ΕΘ, ΖΗ. ΙΚ καλοῦνται πολλάκις καὶ διάμεσοι τοῦ 
τετραπλεύρου: τὸ ἀνωτέρω θεώρημα διατυποῦται τότε ὡς ἑξῆς : 

Αἱ τρεῖς διάμεσοι παντὸς τετραπλεύρου τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον. 


Θεώρημα 66 


δ40. Ἣ γωνία τῶν ἐσωτερικῶν διχοτόμων δύο διαδοχικῶν γωνιῶν 
τετραπλεύρου ἰσοῦται πρὸς τὸ ἡμιάϑροισμα 
τῶν δύο ἄλλων γωνιῶν αὐτοῦ ἡ δὲ γωνία 
τῶν ἐξωτερικῶν διχοτόμων πρὸς τὸ ἡμιάϑροι- 
ομα τῶν ἰδίων γωνιῶν. 


1) Γωνία Ε -- 180... Δ ἜΘ, 
ἌἍ.5 τε 
᾿Αλλὰ ΔΈΒ. 600.. ΓΔ 
Σ 2 
ἮΣ Το Δὴ Τ- 
“Ὅθεν Ἐ--- 1800.-- [τ80.-- -:5] - 8. ἘΞ 


2) Αἱ παραπληρωματικαὶ γωνίαι τῶν Α καὶ Β εἶναι αἱ 1809 -- Α 
καὶ 180. .-- Β. 
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ἙἝ πομένως 


΄Ν ΄΄“. 
1800. Α- 180..-Β 


“2 -- 180» 
Ξ Ζ 


,. 3.8 
ἢ 2-.5.}5. 
"Επαλήϑευσις. Αἱ γωνίαι Ε καὶ Ζ πρέπει νὰ εἶναι παραπληρω- 


ματικαί, ἀφοῦ τὸ τετράπλευρον ΑΖΒΕ ἔχει δύο ὀρθὰς γωνίας εἰς 
τὰ Α καὶ Β. Πράγματι δὲ 


΄“ “ς 


4 φΦ Ἐ-μὰ 
Ε.02--41}5 {: 8 - 1ρο, 


Θεώρημα 67 


δδο. Ἢ ὀξεῖα γωνία τῶν ἐσωτερικῶν διχοτόμων δύο ἀπέναντι γωνιῶν 
τετραπλεύρου ἰσοῦται πρὸς τὴν ἡμιδιαφορὰν τῶν δύο ἄλλων γωνιῶν. 

“Ἔστω Θ ἡ γωνία ΔΘΒ τῶν διχοτόμων καὶ ΗἩ τὸ παραπλή- 
ρωμά τῆς. 

Ἢ ἐξωτερικὴ γωνία Λ τοῦ τριγώνου ΒΓΛ ἰσοῦται πρὸς 


΄ἷΝ 
ἍΞ-: ἘΞ 
΄“ἷΝ ΄“ΝὋ 
καὶ ἑπομένως Ή-- 180---- Έ-.. τ᾿ 53 ᾿ . 
᾿Αλλὰ 1800 δύνανται νὰ ἀντικατασταθοῦν ὑπὸ τοῦ ἡμιαθροί- 
Ν “ς΄ ἊΝ ΄“ 
ὁμαῖος ΔΕΒ ῈΓ ἘΔ, δρς 
ΝΌ ἊΝ 
ἬΞΕΞΙ, 
Θεώρημα 868 


δ61. Αἱ ἐσωτερικαὶ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν τετραπλεύρον τέμνονται 
κατὰ τὰς κορυφάς τετραπλεύρου ἔχοντος 
παραπληρωματικὰς τὰς ἀπέναντι γωνίας. 
"Ἔστω ΑΒΓΔ τυχὸν τετράπλευρον 
καὶ ΕΖΘΗ τὸ τετράπλευρον τὸ σχημα- 
τιζόμενον ὑπὸ τῶν ἐσωτερικῶν ὄιχο- 
τόμων. 
Αἱ τέσσαρες γωνίαι τοῦ ΑΒΓΔ ἔχουν 
ἄθροισμα τέσσαρας ὀρθάς" ἄρα 
ἀ-β- γ- δΞ-:2 ὀρθαί, 
Ὁ τῶν δὲ δύο ΤΑΎΔΝΟΥ ΑΔΕ, Β8ΘΓ τὸ 
Σι. 331. ἄθροισμα τῶν ἔξ γωνιῶν τῶν εἶναι 
τέσσαρες ὀρθαί, ἢ 
αἘ βΈΥΞἝδΈΕ-Θ - 4 ὀρθαί. 
Ἕπομένως Ε-ἘΘ -Ξ2 ὀρθαί. 
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Παρατήρησις. ΑΙ ἀσκήσεις αἱ ἀναφερόμεναι εἰς τὰς διχοτόμους 
τῶν γωνιῶν παραλληλογράμμου. ἢ ὀρθογωνίου (88 512, 513), εἶναι 
εἰδικαὶ περιπτώσεις τῆς ἀνωτέρω. 


Θεώρημα 68-- 


δδ2. Αἱ ἐξωτερικαὶ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν τετραπλεύρου τέμνονται 
κατὰ τὰς κορυφὰς τετραπλεύρου ἔχοντος τὰς ἀπέναντι γωνίαν παραπλη- 
ρωματικάς. 
Ἢ ἀπόδειξις ὁμοία. 
Θεώρημα 60 


δδ68. Ἢ γωνία τῶν διχοτόμων τῶν γωνιῶν τῶν ἀπέναντι πλευρῶν 
τετραπλεύρου, εἶναι ἴση πρὸς τὸ ἡμιάϑροισμα δύο ἀπέναντι γωνιῶν 
αὐτοῦ. 

]η ᾿Απόδειξις. Ἔστωσαν ΕΘ, ΖΘ αἱ διχοτόμοι, ΑΛ, ΑΜ καὶ 
ΓΝ, ΓΡ αἱ διὰ τῶν Α καὶ Γ πα- 
ράλληλοι πρὸς αὐτάς. Εἶναι φα- 
νερὸν ὅτι πᾶσαι αἱ γωνίαι 1 εἴ- 
ναι ἴσαι, ὡς καὶ πᾶσαι αἱ γω- 
νίαι 2. 

Αἱ τρεῖς γωνίαι Θ, ΛΑΜ, 
ἮΓΡ, ὡς ἔχουσαι τὰς πλευράς 
τῶν παραλλήλους καὶ τῆς αὐτῆς 
φορᾶς ἀμφοτέρας ἢ ἀμφοτέρας 
ἀντιθέτου φορᾶς, εἶναι ἴσαι. Καὶ 
ἐπειδὴ 


Δ- ΛΜ Ὑ-Σ 
΄“΄Ν᾿.ν ΄"“ ΄“΄΄᾽ΌΝ 
Γ--νῖν --Τ.--Σ 


διὰ προσθέσεως λαμβάνομεν 


9α "Απόδειξις. Ἐϊς τὸ μὴ κυρτὸν τετράπλευρον ΕΑΖΘ ἔχομεν 
΄’]ε κι κ᾿ 
ἘΑΖ--ΘΞ-1-Ὸ 2 
εἰς δὲ τὸ ΕΘΖΓ 
δι΄ 
Θεγ- τ - 
Δι’ ἀφαιρέσεως εὑρίσκομεν 
ϑ ΟΦ 
2Θ-:Ξ ΑΓ. 
Παρατήρησις. ᾽Εὰν αἱ ἀπέναντι γωνίαι τοῦ τετραπλεύρου εἶναι 
παραπληρωματικαί, ἡ γωνία Θ᾽ τῶν διαγωνίων εἶναι ὀρθή. Καὶ 


ἐπειδὴ ἕν τοιοῦτον τετράπλευρον εἶναι ἐγγράψιμον εἰς κύκλον, 
ἀγόμεθα εἰς τὴν ἀκόλουθον πρότασιν: 
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Θεώρημα 698--ἴ 


δ8δ4. Αἱ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν τῶν ἀπέναντι πλευρῶν ἐγγραψίμον 
εἰς κύκλον τετραπλεύρου εἶναι κάϑετοι ἐπ᾽ ἀλλήλας. 


Θεώρημα 70 


δδδ. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων τῶν τεσσάρων κορυφῶν τετρα- 
πλεύρου ἀπὸ δοϑείσης εὐθείας, εἶναι τὸ τετραπλάσιον τῆς ἀποστάσεως 
ἀπὸ τῆς εὐθείας τοῦ σημείου τομῆς τῶν εὐϑειῶν, τῶν συνδεουσῶν τὰ 
μέσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου. 


Αἱ ἀποστάσεις τῶν κορυφῶν τοῦ τετραπλεύρου ἀπὸ τῆς εὐ- 
θείας ἔχουν ἄθροισμα ἴσον πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεων 
τῶν μέσων τῶν πλευρῶν του ἀπ᾽ αὐτῆς, δηλαδὴ τῶν κορυφῶν τοῦ 
παραλληλογράμμου ΕΖΘΗ (Σχ. 335). Τὸ τελευταῖον δὲ τοῦτο 
ἄθροισμα ἰσοῦται, ὡς ἐδείξαμεν (8 520), ρὴς τὸ τετραπλάσιον 
τῆς ἀποοτάσεως τοῦ σημείου Ο ἀπὸ τῆς εὐθείας. 


Θεώρημα τοῦ ῥγομεί 70--Ἰ 


δδθ6. “Ἐν χνυοτὸν πολύγωνον περιττοῦ πλήϑους πλευρῶν ὁρίζεται ἔκ 
τῶν μέσων τῶν πλευρῶν τον. 


1) ᾿ξεξὰν δοθοῦν τὰ μέσα , Κ, Δ τῶν τριῶν πλευρῶν τριγώνου, 
τοῦτο εἶναι ὡρισμένον. Ἐπειδὴ ἀρκεῖ 
ἐξ ἑκάστου τῶν σημείων αὐτῶν νὰ ἀχθῇ 
παράλληλος πρὸς τὴν εὐθεῖαν τὴν ὀρι- 
ζομένην ὑπὸ τῶν δύο ἄλλων σημείων. 
2) ᾽Εὰν γνωρίζωμεν τὰ μέσα Ζ, Θ. 
Ἡ, Κ, ΔΛ τῶν πλευρῶν ἑνὸς πενταγώ- 
νου, τοῦτο δύναται ἐπίσης νὰ ὀρισθῇ. 
Ὑποθέτοντες πράγματι τὸ πεντάγωνον 
κατεσκευασμένον καὶ φέροντες τυχοῦ- 
σαν διαγώνιον αὐτοῦ, λ.χ. τὴν ΑΔ, πα- 
ρατηροῦμεν, ὅτι τοῦ παραλληλογράμ- 
μου ΖΘΗ͂Ι, ὅπου Ι| τὸ μέσον τῆς ΑΔ, αἱ 
Σι. 839. τρεῖς πρῶται κορυφαὶ εἵναι ὡρισμέναι. 
ὑρίσκεται ἄρα καὶ ἢ τετάρτη καὶ ὁρί- 
ζεται τὸ μέσον τρίγωνον [ΔΛ τοῦ- τριγώνου ΑΕΔ, ἑπομένως καὶ 
αὐτὸ τὸ τρίγωνον ΑΕΔ. 
Μετὰ τὴν κατασκευὴν τοῦ τριγώνου ΑΕΔ εἶναι φανερὸν ὅτι ἡ 
τοῦ ζητουμένου πενταγώνου εἶναι ἄμεσος. 
Κατ᾽ ἀνάλογον τρόπον θὰ ἐργαζώμεθα δι’ ἑπτάγωνον, ἐννεά- 
γῶνον κλπ. 


Σημείωσις. Α. Ῥτοιεῖ, Νουνέϊ|ε5 Αππηδῖὶεβ ἀε Μαίδμέπιαϊίᾳιςδ, 
1844, σ. 19. 'Επίσης, ἐπ. 8 1049. 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 


δ67. Εἰς τὰ ἑπόμενα ζητήματα θὰ περιορισθῶμεν εἰς τὴν ἀνα- 
γνώρισιν μόνον τῆς φύσεως καὶ θέσεως τοῦ ζητουμένου γ. τόπου. 
Ἐπειδὴ τὰς κατασκευὰς θὰ ὑποδείξωμεν εἰς τὸ τέλος τοῦ Β΄. 
Βιβλίου. 

ὋΟ τόπος δύναται νὰ ἀποτελῆται ἀπὸ μίαν ἢ περισσοτέρας 
εὐθείας, μίαν ἢ περισοτέρας περιφερείας. 
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Εἰς ὡρισμένας περιπτώσεις, μέρος μόνον μιᾶς γραμμῆς εἶναι ὁ 
ζητούμενος τόπος᾽ τὸ ἄλλο μέρος αὐτῆς ἀντιστοιχεῖ, ἐν γένει, εἰς 
ζήτημα παρουσιάζον ἀναλογίας τινὰς πρὸς ἐκεῖνο εἰς ὃ ἀντιστοι- 
χεῖ ὁ πρῶτος τόπος (5 570). 

Διὰ τὴν εὕρεσιν καὶ κατασκευὴν τῶν γ. τόπων χρήσιμον εἶναι 
νὰ ἀνατρέχωμεν εἰς τὰς δοθείσας ἀναπτύξεις εἰς τὰς Μεθό- 
δους (8 56). 

Ἢ εὕρεσις τῶν γ. τόπων εἶναι πολὺ ἐνδιαφέρον ζήτημα, 
ἐπειδὴ ἡ λύσις πλείστων προβλημάτων ἀπαιτεῖ τὴν γνῶσιν καὶ 
χρῆσιν αὐτῶν. 

Τόσος 71 


δδ8. Τόπος τῶν σημείων τῶν ἴσον ἀπεχόντων ἀπὸ δύο παραλλήλων 
εὐθειῶν. 
Τόπος 71--] 
δδθ. Ἰόπος τῶν μέσων τῶν μεταξὺ δύο παραλλήλων εὐθυγράμμων 
τμημάτων. 
Τόπος 71--1Π 


δ60. Μεταξὺ δύο παραλλήλων φέρομεν κάθετα ἐπ᾽ αὐτὰς τμήματα 
καὶ κατασκενάζομεν ἐπ᾿ αὐτῶν ὡς βάσεων τρίγωνα ἰσοσκελῆ καὶ ἴσα. 
Ποῖος ὃ τόπος τῶν κορυφῶν τῶν τριγώνων τούτων ; 


Τόσος 71-- ΠῚ 
δ061. Τὸ αὐτὸ πρόβλημα, ἀλλὰ τὰ ἴσα τρίγωνα εἶναι τυχόντα. 


Ὃ τόπος τῶν κορυφῶν Μ 
εἶναι εὐθεῖα παράλληλος πρὸς 
τὰς δοθείσας. 

Τὰ ὀρθογῶώνια τρίγωνα 
ΜΝΗ, Μ'ΝΉ΄ εἶναι ἴσα ὡς 
ἔχοντα τὰς ὑποτεινούσας ἴσας, 

Ἦ --ὀ ΜΉ’, καὶ τὰς ὀξείας 
γωνίας ΜΗΝ- ΜΉΝ, ὡς 
συμπληρώματα τῶν ἴσων γω- 
νιῶν ΗἩ καὶ Η΄. 

'Ἑπομένως, ΜΝ -Ξ Μ΄Ν΄ καὶ 
αἱ εὐθεῖαι ΜΜ'’, ΝΝ᾽ εἶναι 
παράλληλοι. 


Τόπος 72 


δ68. Δύο κορυφαὶ ἑνὸς ἀμεταβλήτου τριγώνου ὀλισϑαίνουν ἐπὶ δύο 
παραλλήλων εὐθειῶν" ποῖος ὁ τόπος τῆς τρίτης κορυφῆς αὐτοῦ ; 
᾿Απάντησις καὶ ἀπόδειξις ἡ προ- 4 


ηγουμένη. : 
Ἵ Ζ2 
Τόπος 79. Ἔτι: “3 δννονυο.ξ 


δ68. Τόπος τῶν μέσων τῶν εὐ- ----ππτπτπ τ 
ϑειῶν τῶν ἀγομένων ἐκ δοθέντος ση- Σχ. 84 
μείου πρὸς δοθεῖσαν εὐϑεῖαν. 


Τὸ μέσον τῆς τυχούσης τοιαύτης εὐθείας ΑΗ εὑρίσκεται ἐπὶ 
τῆς ἀπεράτου εὐθείας ΕΖ, ἀγομένης παραλλήλως τῆς δοθείσης 
ΒΓ καὶ ἐκ τοῦ μέσου ἰ τῆς καθέτου ΑΔ. 


Τόσος 74 


δ64. Τόπος τῶν κέντρων τῶν παραλληλογράμμων τῆς αὐτῆς βά- 
σεως καὶ κοινοῦ ὕψους. 
Εἶναι εὐθεῖα παράλληλος πρὸς τὴν βάσιν καὶ διὰ τοῦ μέσου 
τοῦ τυχόντος ὕψους. 
Τόστος 74--} 


δ66. Τόπος τῶν κέντρων τῶν παραλληλογράμμων, τῶν λαμβανομένων 
διὰ τῶν τομῶν ἑνὸς σταϑεροῦ ζεύγους παραλλήλων ὑπὸ δύο παραλλή- 
λων ἄλλων εὐϑειῶν. 


Τόπος 75 


δ66. Τόπος τῶν κορυφῶν τῶν τριγώνων τῆς αὐτῆς βάσεως ΒΓ καὶ 
τοῦ αὐτοῦ ὕψους υ. 

Συμπίπτει πρὸς τὸν τόπον τῶν σημεῖον τῶν εἰς ἴσας ἀποστά- 
σεις εὑρισκομένων ἀπὸ τῆς εὐθείας ΒΓ. Εἶναι δηλαδὴ τὸ ζεῦγος 


τῶν παραλλήλων πρὸς τὴν ΒΓ, ἑκατέρωθεν καὶ εἰς ἀπόστασιν υ 
ἀπ’ αὐτῆς εὑρισκομένων, εὐθειῶν. 


667. Παρατήρησις. Μετὰ τὴν σπουδὴν τῶν ἐμβαδῶν, τὸ προη- 
γούμενον ζήτημα θὰ ἠδύνατο νὰ διατυπωθῇ καὶ ὡς ἑξῆς: 
ὅπος τῶν κορυφῶν τῶν τριγώνων τῶν ἐχόντων τὴν αὐτὴν βάσιν καὶ τὸ 
αὐτὸ ἐμβαδόν. 


Τόπος 76--Ἰ 
668. Ἰόπος τῶν σημείων τομῆς τῶν διαμέσων τῶν τριγώνων τῶν 
ἐχόντων τὴν αὐτὴν βάσιν καὶ τὸ αὐτὸ ὕψος. 


ΑἹ διάμεσοι τέμνονται εἰς τὰ δύο τρίτα τοῦ μήκους τῶν ἀπὸ 
τῶν κορυφῶν' ὁ τόπος ἑπομένως εἶναι ἡ παράλληλος πρὸς τὴν βά- 


σιν, ἡ ἀγομένη διὰ σημείου κειμένου εἰς τὰ τ ἀπὸ τῆς κορυφῆς 
τοῦ ὕψους τοῦ τυχόντος τριγώνου. 


Τόστος 76 


δ69. Ἰόπος τῶν σημείων τομῆς τῶν διαγωνίων τῶν ἰσοσκελων τρα- 
πεϊζίων, τῶν σχηματιζομένων ὑπὸ τῶν παραλλήλων 

πρὸς τὴν βάσιν ἰσοσχελοῦς τριγώνου. 
Αἱ παράλληλοι ΒΔ καὶ ΓΕ σχηματίζουν μετὰ 


τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας Α ἐντὸς ἐκτὸς καὶ ἐπὶ 
τὰ αὐτὰ μέρη γωνίας ἴσας: 


“ “Ν᾽ 
ΑΒΔΈΑΛΓΕ 
΄“47 ΄οΨ 
ΑΔΒ-:ΞΑΕΓ 
Ι΄ 4«ἃ 
καὶ ἐπειδὴ Γ -- Ε, ἕπεται 
Σχ. 842. Έ.-- Δ: 


Εἶἴναι λοιπὸν τὸ τρίγωνον ΑΒΔ ἰσοσκελές, ΑΒ -Ξ-ΞΑΔ καί, ὡς 
γνωρίζομεν (8 534), αἱ διαγώνιοι ΓΔ καὶ ΒΕ τοῦ ἰσοσκελοῦς τρα- 
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πεζίου ΓΒΔΕ τέμνονται ἐπὶ τῆς διχοτόμου τῆς γωνίας Α. Ἡ εὐ- 
θεῖα αὕτη εἶναι ὁ ζητούμενος τόπος. 


570. Παρατήρησις. Ἢ διχοτόμος τῆς γωνίας Α τοῦ τριγώνου 
ΑΓῈ ἢ τὸ ὕψος ἐκ τοῦ Α αὐτοῦ, εἶναι ὁ τόπος τῶν ἐν λόγῳ ση- 
μείων, ὅταν τὰ τραπέζια εὑρίσκωνται ἐντὸς τοῦ τριγώνου. Αἱ προ- 
ἐκτάσεις τῆς διχοτόμου πέραν τῆς κορυφῆς ἢ πέραν τῆς βάσεως 
ἀντιστοιχοῦν εἰς τὰ σημεῖα τομῆς τῶν διαγωνίων τῶν τραπεζίων, 
τῶν σχηματιζομένων ὑπὸ παραλλήλων τεμνουσῶν τὰς προεκτά- 
σεις τῶν ΑΓ καὶ ΑΕ. 


Τόσος 77 


, 572. Τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα ἢ ἢ διαφορὰ τῶν 
ἀποστάσεων ἀπὸ δύο δοϑεισῶν εὐθειῶν εἶναι δοϑὲν μῆκος. 


(Βλ. Μέθοδοι, 88 74, 75). 
Τόσος 78 


572. Τόπος τῶν χορυφῶν Μ τῶν παραλληλογράμμων σταϑερᾶς πε- 
οιμέτρονυ ΑΒΜΓ,, τῶν λαμβανομένων διὰ τῶν τομῶν τῶν πλευρῶν στα- 
θερᾶς, κατὰ ϑέσιν καὶ μέγεϑος, γωνίας Α ὑπὸ εὐθειῶν ΜΓ, ΜΒ πα- 
ραλλήλων πρὸς τὰς πλευρὰς τῆς γωνίας. 


᾿Ανάγεται εἰς τὸ προηγούμενον. 


ΜΕΓΙ͂ΣΤΑ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΑ 


673. Μὲ τὰ πενιχρὰ ἐφόδια ἐκ τοῦ Α΄ Βιβλίου δὲν δυνάμεθα νὰ 
σπουδάσωμεν παρὰ μόνον μεταβολὰς εὐθυγράμμων τμημάτων ἢ 
τεθλασμένων γραμμῶν. 

Τὰ συχνότερον χρησιμοποιούμενα θεωρήματα εἶναι τὰ ἀκό- 
λουθα: 

Πᾶσα κυρτὴ περιβαλλομένη γραμμὴ εἶναι μικροτέρα τῆς περιβαλλούσης 
γραμμῆς (Παραδείγματα, 88 574, 589, 591). 

Ἢ ἐκ σημείου κάϑετος ἐπ᾿ εὐθεῖαν εἶναι μικοοτέρα πάσης πλαγίας πρὸς 
αὐτήν, ἀγομένης ἐκ τοῦ αὐτοῦ σημείου (Παραδείγματα, 88 584, 587). 

Χρησιμοποιοῦνται ἐπίσης καὶ οἱ ἤδη σπουϑαοθέντες γεωμ. τό- 
ποι. ᾿Επειδὴ πάντα τὰ σημεῖα ἑνὸς θεωρηθέντος τόπου ἔχουν μίαν 
κοινὴν ἰδιότητα ἐνῷ τὰ ἐκτὸς αὐτοῦ σημεῖα ἀπέχουν περισσότε- 
ρον ἢ ὀλιγώτερον ἀπὸ δοθείσης εὐθείας (49) (Παράδειγμα, 8. 580). 

Ἢ μέθοδος διὰ διπλασιασμοῦ ἢ συμμετρίας (8 145) δίδει πολ- 
ἐπῆὶς πολὺ ἁπλᾶς λύσεις (Παραδείγματα, 88 574, 577, 582 2α ᾿Από- 

ειξις). 

Ἧ ἑπομένη, τέλος, παρατήρησις ὁδηγεῖ εἰς πολλὰς περιπτώ- 
σεις, ἂν ὄχι εἰς τὴν ἀπόδειξιν, τοὐλάχιστον εἰς τὴν ἀνεύρεσιν τοῦ 
ζητουμένου μεγίστου ἢ ἐλαχίστου : 

"Εὰν ἕν τρίγωνον μεταβάλλεται ἀλλ᾽ εἰς τρόπον, ὥστε νὰ διατηρῇ μίαν 
πλευρὰν ἢ μίαν γωνίαν σταϑεράν, τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ἀντιστοιχεῖ εἷς τὸ 
ζητούμενον μέγιστον ἢ ἐλάχιστον. Ἐπειδὴ τὸ τρίγωνον τοῦτο εἶναι τὸ 
κοινὸν ὅριον δύο τριγώνων ἴσων μεταξύ τῶν καὶ συμμετρικῶν πρὸς 


40. Σὴμ. μ8τ. ᾿Επειδὴ οἱ τόποι τοῦ Α΄. Βιδλίου εἶναι εὐθεῖαι. 
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τὴν κάθετον εἰς τὸ μέσον τῆς κοινῆς πλευρᾶς ἢ τὴν διχοτόμον 
τῆς κοινῆς γωνίας αὐτῶν. ᾿Αρκεῖ ἑπομένως νὰ συγκρίνωμεν τὸ ἰσο- 
σκελὲς τρίγωνον πρὸς ἕν ἄλλο τρίγωνον, πληροῦν τοὺς τεθέντας 
ὄρους. (Παραδείγματα, 88 574, 581, 582, 583) (4). 


πρόβλημα 79 


674. Ἔκ τῶν τριγώνων ΑΒΓ τῶν ἐχόντων τὴν αὐτὴν βάσιν καὶ τὸ 
αὐτὸ ὕψος, ποῖον τὸ ἔχον τὸ ἐλάχιστον ἄϑροισμα 
τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν ; 

᾿ Γἕστωσαν Ε καὶ Ζ τὰ συμμετρικὰ οημεῖα 

ἢ τῶν Α καὶ Β πρὸς τὴν ΧΥ͂. 

Τὸ ἄθροισμα ΑΓ -᾿ ΓΒ ἰσοῦται πρὸς τὸ μῆ- 
κος τῆς τεθλασμένης γραμμῆς ΑΓ -Ἡ ΓΖ «ς τῆς 
εὐθείας ΑΔΖ. Γίνεται λοιπὸν ἐλάχιστον διὰ 
Γ ςι. μπῖπτον πρὸς τὸ Δ, δηλ. διὰ τὸ ἰσοσκε- 
λὲς τρίγωνον ΑΔΒ. 


Πρόβλημα 79--] 


676. Ἔκ τῶν παραλληλογράμμων τῶν ἐχόν- 
τῶν κοινὴν διαγώνιον χαὶ τῶν ὁποίων αἱ ἀπέ- 
ναντι αὐτῆς κορυφαὶ εὑρίσκονται ἐπὶ παραλλήλων εὐθειῶν πρὸς τὴν 
διαγώνιον ταύτην, ποῖον τὸ ἐλαχίστης περιμέτρου ; 

Εἵναι ὁ ρόμβος, κατὰ τὴν προηγουμένην ἄσκησιν. 


Πρόβλημα 79-- 11 


676. "Ἔκ τῶν παραλληλογράμμων τῶν ἐχόντων κοινὴν τὴν βάσιν καὶ 
τὸ αὐτὸ ὕψος, ποῖον τὸ ἐλαχίστης περιμέτρου ; 


Τὸ ὀρθογώνιον. 
πρόβλημα 80 


677. Ἔκ τῶν τριγώνων μὲ κοινὴν κορυφὴν Α καὶ τὰς ἄλλας κορυ- 
φὰς ἐπὶ τῶν πλευρῶν δοϑείσης ὀξείας γω- 
Ν νίας Ο, ποῖον τὸ ἐλαχίστης περιμέτρου ; 


᾿Αρκεῖ νὰ λάβωμεν τὰ συμμετρικὰ 
σημεῖα Α΄, Α΄ τοῦ πρὸς τὰς πλευ- 
ρὰς τῆς γωνίας Ο, διὰ νὰ διαπιστώσω- 
σωμεν ἀμέσως ὅτι τὸ ζητούμενον τρί- 
γῶνον εἶναι τὸ ΑΒΓ τοῦ σχήματος, 
ἀξωδι διὰ τυχὸν ἄλλο τρίγωνον ΑΔΕ 
εἶναι 


περιβ. ΑΔΕ --ΑἜ-ΕΔ- ΔΑ" εὖ- 
᾿ θείας ΑἸΒΑ΄΄. 
λ Πρόβλημα 80--1 


δ78. Ἔκ τῶν τεϑλασμένων γραμμῶν 
ΑΓΒΔ, μὲ ἄκρα δοϑέντα σημεῖα Α καὶ Β καὶ κορυφὰς Γ,, Δ ἐπὶ δύο 
δοϑεισῶν εὐθειῶν, ποία ἣ ἐλαχίστον μήκους ; 


Ὶ : 


«᾿3::.-----.ττι: 


Σχ. 323. 


Σ᾿. 8ὲ4. 


41, Σήμ. μετ. Σκχοτεινόν, ἯἩ δικαιολογία τῆς παρατηρήσεως δα- 
αἰζεται μᾶλλον ἐπὶ τῶν εἰδικῶν αὑτῶν παραδειγμάτων. 


2ΤῚ 


Λύσις ἀνάλογος τῆς προηγουμένης. 
Τοῦ αὐτοῦ εἴδους πρόβλημα δύναται νὰ τεθῇ καὶ διά τεθλα- 
σμένην γραμμὴν μὲ κορυφὰς κειμένας ἐπὶ δοθεισῶν εὐθειῶν οἰου- 


δήποτε πλήθους. 
Πρόβλημα 81 


6796. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ καὶ ζητεῖται νὰ εὑρεϑῇ τὸ σημεῖον τῆς 
πλευρᾶς ΒΓ διὰ τὸ ὁποῖον τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν πλευ- 
ρῶν τῆς γωνίας Α εἶναι ἐλάχιστον. 


Εἵναι ἡ κορυφὴ τῆς μεγαλυτέρας ἐκ τῶν γωνιῶν Β καὶ Γ. 
Τὸ ἐλάχιστον ἄθροισμα εἶναι τὸ ἐκ τῆς κορυφῆς αὐτῆς ὕψος 


τοῦ τριγώνου. 
Πρόβλημα 82 


680. Δίδονται πολύγωνον καὶ δύο εὐθεῖαι ΟΧ͵, ΟΥ̓. Ποῖον τὸ ση- 
μεῖον τῆς περιμέτρου τοῦ πολυγώνου διὰ τὸ ὁποῖον τὸ ἄϑροισμα λ' τῶν 
ἀποσιάσεών του ἀπὸ τὰς εὐθείας ταύτας εἶναι μέγιστον ἢ ἐλάχιστον ; 


ἯἩ βάσις ἰσοσκελοῦς τριγώνου εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν 
ὁποίων τὸ ἄθροισμα τῶν ἀπο- 
οτάσεων ἀπὸ τῶν δύο ἴσων πλευ- 
ρῶν εἶναι οταθερόν, ἴσον πρὸς τὸ 
ἐπὶ μίαν τούτων ὕψος (558 720, 74). 

Ἔκ τῆς παρατηρήσεως ταύτης 
ὁδηγούμενοι, γράφομεν διὰ τῆς 
ἀπώτερον τοῦ σημείου Ο κορυ- 

ἧς Α τοῦ πολυγώνου, εὐθεῖαν 
2 εἰς τρόπον, ὥστε ΟΕ --ΟΖ. 
ἩἯ κορυφὴ αὕτη εἶναι τὸ ζητού- 
μενον σημεῖον τῆς περιμέτρου διὰ 
τὸ ὁποῖον τὸ μῆκος ἃ γίνεται μέ- 
γιστον καὶ εἶναι τοῦτο : 
ΑΘ-ΚΑΛΞΈΕΗ. 


Ἢ ἐγγύτερον τοῦ Ο εὑρισκομένη κορυφὴ τοῦ Α΄ τοῦ πολυγώ- 
νου ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ ἐλάχιστον ἄθροισμα 
Α΄ΘΈ Α΄ ΔΛ'ΞΞΕΉ' 
ὅπου πάλιν ΟΕ΄ΞΞ- ΟΖ΄ ἢ Ε΄ Ζ΄ παράλληλος πρὸς τὴν ΕΖ. 


Πρόβλημα 88 ΗΜ 
| 


δ81. "Ἐκ τῶν τριγώνων τῶν ἐχόντων τὴν 
ἰδίαν γωνίαν εἰς τὴν κορυψὴν καὶ τῶν ὁποίων 
τὸ ἄϑροισμα τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας ταύτης 
εἶναι σταϑερόν, ποῖον τὸ μικροτέρας βάσεως ; 

1η ᾿Απόδειξις. "Ἔστω ΑΒΓ τὸ ἰσοσκελὲς 
ἐκ τῶν τριγώνων τούτων καὶ ΕΑΖ τὸ τυ- 
χὸν ἐξ αὐτῶν' ἐπειδὴ δ 

ΑΒ-ΚΑΓΞΑΕΞ ΑΖ 


ἘἜπεται 
8Ε Ξ-ΓΖ. Σχ. ϑι8. 


Θὰ δείξωμεν ὅτι ἡ βάσις ΕΖ εἶναι με 
γαλυτέρα τῆς βάσεως ΒΓ τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου. 
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Φέρομεν τὰς καθέτους ΕΘ, ΖΗ. Τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΕΒΘ, 
ΓΖΗ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα ἴσας τὰς ὑποτεινούσας καὶ τὴν γωνίαν 


Β -Ξ ΖΓΗ: ἄρα 
ΒΘΞΈΓΗ καὶ ΘΗ-Ξ- ΒΓ. 


᾿ἊΑλλ᾽ ἡ προβολὴ ΘΗ τῆς ΕΖ ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΒΓ εἶναι προ- 
φανῶς μικροτέρα τῆς ΕΖ’ ἐπομένως 


ΒΓ «ΕΖ. 


2α "Απόδειξις. Ἢ συμμετρία ὁδηγεῖται εἰς ἀπλουστέραν ἀπόδει- 
ξιν. Ἔστω πράγματι Λ τὸ συμμετρικὸν τοῦ Ζ πρὸς τὴν ΒΓ. Θὰ 
ἔχωμεν ΟΛ -- ΟΖ, αἱ δὲ εὐθεῖαι ΒΕ καὶ ΓΛ εἶναι ἴσαι καὶ παράλ- 
ληλοι καθὼς ἐπίσης καὶ αἱ ΒΓ καὶ ΕΛ. Καὶ ἐπειδὴ 


ΕΛ«ΕΟΞ-ΟλΛ, 
συνάγομεν ΒΓ «ΕΖ. 


Πρόβλημα 84 


δ82. Δίδονται γωνία Α κατὰ ϑέσιν καὶ μέγεθος καὶ σημεῖον Δ ἐπὲ 
τῆς διχοτόμου αὐτῆς. Διὰ τοῦ Δ φέρομεν τέμνουσαν τυχοῦσαν ΜΔΝ. 
Ποῖον ἐκ τῶν τριγώνων ΑΜΝ ἔχει τὴν ἐλαχίστην περίμετρον ; 

1η ᾿Απόδειξις. Θὰ δείξωμεν ὅτι τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΒΓ, μὲ 
βάσιν ΒΔΓ κάθετον ἐπὶ τὴν διχοτό- 
μον τῆς γωνίας Α, εἶναι τὸ ἐλαχΐ- 
στης περιμέτρου. 

Πράγματι, ἔστω τρίγωνον ΑΕΖ 
διὰ τὸ ὁποῖον ΒΕ -- ΓΖ’ θὰ ἔχωμεν 


ΒΓ «ΕΖ, (8 591) 
καὶ γος μὰ ΘΕ -Ξ- ΖΗ, θὰ εἶναι ἐπί- 
σης ΘΟ ΞΕ ΟΗ καὶ τὸ σημεῖον Ο θὰ 
κεῖται ἐπὶ τοῦ τμήματος ΔΓ. 

“Ἔστω τώρα ΜΔΝ παράλληλος 
πρὸς τὴν ΕΖ΄ ἐπειδὴ προφανῶς 


ΜΝ»ΈΕΖ, 
κατὰ μείζονα λόγον θὰ εἶναι καὶ 
ΜΝ»ΒΒΓ. 
Ἔξ ἄλλου ΑΜ-ΓΑΝ»ΑΕ-ΚΑΖ:ΞΑΒ ΑΓ. 


ὥστε 
περίμ. ΑΜΝΞΞΑΜΈΑΝ ΜΝ» ΑΒ Ἐ ΑΓ. -Ἐ ΒΓ -- περίμ. ΑΒΓ: 
Δηλ. τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΒΓ΄ εἶναι τὸ ἐλαχίστης περιμέτρου. 


3α ᾿Απόδειξις. Ἢ μέθοδος τῆς συμμετρίας ὁδηγεῖ πάλιν εἰς μίαν 
πολὺ ἀπλῆν ἀπόδειξιν. 

"Ἕστω Ν’ τὸ συμμετρικὸν τοῦ Ν᾿ πρὸς τὴν διχοτόμον τῆς γω- 
νίας Α' θὰ εἷναι ΔΝΙΞΞ ΔΝ καὶ ἡ ΔΒ εἵἶναι διχοτόμος τῆς γω- 
νίας ΜΔΙΝ΄. 

᾽᾿Αλλ᾽ ἡ διχοτόμος τριγώνου εἶναι μικροτέρα τοῦ ἡμιαθροίσμα- 
τος τῶν περιεχουσῶν αὐτὴν πλευρῶν, ἀφοῦ περιέχεται μεταξὺ τῶν 
ἐκ τῆς αὐτῆς κορυφῆς ὕψους καὶ διαμέσου (88 500, 646)" εἶναι ἐπο- 
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μένως μικροτέρα τῆς τελευταίας ταύτης εὐθείας, ἥτις πάλιν εἶναι 
μικροτέρα τοῦ ἡμιαθροίσματος τῶν περιεχουσῶν αὐτὴν πλευρῶν 
(8 455). “ὥστε διὰ τὸ τρίγωνον Ν᾽ ΔΜ 


ΔΒ « διαμέσου ἐκ τοῦ Δ « ἌΜΊΈΔΗ, 
ἢ 2ΔΒ «ΔΜ- ΔΝ’ΞΞ ΜΝ. 


Δηλ. ΒΓ «Μν. 
πρόβλημα 88 


δ83. Δοϑέντος τριγώνου, προεκτείνομεν τὰς δύο πλευρὰς αὐτοῦ πέ 
αν τῆς βάσεως εἰς τρόπον, ὦστε τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν προεκτάσεων νὰ ἰσοῦται πρὸς τὸ μῆ- ἃ 
χος τῆς βάσεως. "πὸ ποίας συνϑήκας ἧ συν- 
δέουσα τὰ ἄχρα τῶν προεκτάσεων εὐθεῖα γί- 
νεται ἐλαχίστη ; 


Ἔστω Δ τυχὸν σημεῖον τῆς βάσεως, 
ΒΔ--ΒΕ καὶ ΓΔ--ΓΖ. Φέρομεν καὶ Β 


τὴν ΕΖ. ἂν» : ᾿ 
Τὸ τρίγωνον ΑΕΖ ἔχει σταθερὰν τὴν , ἘΝ 
γωνίαν Α, ὡς καὶ τὸ ἄθροισμα τῶν πλευ- Ζ ᾿ 
ρῶν του ΑΕ καὶ ΑΖ, ἀφοῦ ΓῚ --- - 
ΑΕ -ἘΑΖ-ιΞ ΑΒ ΑΓ -ΈΒΓ. Σχ, 848. 
Γίνεται ἑπομένως (8 581) ἡ βάσις του ΕΖ ἐλαχίστη διὰ 
ΑΕ --ΑΖ-- ἈΒΈΘΓΞΕΓΑ, 


Παρατήρησις. Τὰ σημεῖα Δ, Ε, Ζ εἶναι τὰ σημεῖα ἐπαφῶν μετὰ 
τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου μιᾶς τῶν παρεγγεγραμμένων εἰς αὐτὸ 
περιφερειῶν. 

Πρόβλημα 86 


684. Ἔκ σημείου Δ τῆς ὑποτεινούσης ΒΓ ὀρϑογωνίον τριγώνον 
ΑΒΓ φέρομεν τὰς καϑέτους ΔΕ, ΔΖ ἐπὶ τὰς 
πλευρὰς τῆς ὀρϑῆς γωνίας. Διὰ ποίαν ϑέσιν τοῦ 
Δ ἣ συνδέουσα τοὺς πόδας τῶν καθέτων εὐϑεῖα 
ΕΖ ἔχει τὸ ἐλάχιστον μῆκος ; 


Διὰ τὸ τυχὸν σημεῖον Δ εἶναι ἘΖ-- ΑΔ, 
ἡ δὲ μικροτέρα ἐκ τῶν εὐθειῶν ΑΔ εἶναι ἡ Ξ 
ΑΔ΄, κάθετος ἐπὶ τὴν ὑποτείνουσαν. Ἢ ἐλα- 


Τ 


χίστη ἑπομένως εὐθεῖα ΕΖ εἶναι ἡ Ε΄Ζ΄. Ζ ἌΓ] 
Πρόβλημα 86--1 ΟΧΝ 
.. ΕΥ̓͂ ΒΒ 

δ8δ. Διὰ σημείου Δ, λαμβανομένου ἐπὶ τῆς Σχ. 949. 


περιμέτρου ρόμβονυ, φέρομεν παραλλήλους πρὸς 
τὰς διαγωνίους τοῦ σχήματος καὶ ϑεωροῦμεν τὸ 
ἐγγεγραμμένον ὀρϑογώνιον. Διὰ ποίαν ϑέσιν τοῦ σημείου ἀ τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν διαγωνίων τοῦ ὀρϑογωνίου γίνεται ἐλάχιστον ; 
Λύσις ἀνάλογος τῆς προηγουμένης. 
Γεωμετρία 18 
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Πρόβλημα 86--11 


δ86. Διὰ ποίαν ϑέσιν τοῦ σημείον Δ τῆς προηγουμένης ἀσκήσεως τὸ 
ἐγιεγοαμμένον ὀρϑογώνιον μὲ κορυφὴν τὸ σημεῖον τοῦτο ἔχει τὴν μεγί- 
στὴν ἢ τὴν ἐλαχίστην περίμετρον ; 

Κατὰ προηγούμενον πρόβλημα (8 579), ἡ μεγίστη περίμετρος 
λαμβάνεται διὰ θέσιν τοῦ σημείου Δ συμπίπτουσαν πρὸς ἕν τῶν 
ἄκρων τῆς μεγαλυτέρας διαγωνίου τοῦ ρόμβου--ἂν καὶ τὸ ἐγγε- 
γραμμένον τότε ὀρθογώνιον ἔχει ὡς ὕψος μηδὲν καὶ περίμετρον 
διπλασίαν τῆς διαγωνίου αὐτῆς. 

"Αναλόγως, τὸ ἐλάχιστον λαμβάνεται διὰ Δ συμπῖπτον πρὸς 
ἕν τῶν ἄκρων τῆς μικροτέρας διαγωνίου. Διὰ πᾶσαν ἄλλην θέσιν 
τοῦ Δ, ἡ περίμετρος τοῦ ἀντιστοίχου ὀρθογωνίου περιλαμβάνεται 
μεταξὺ τοῦ διπλασίου τοῦ μήκους τῆς μικροτέρας διαγωνίου καὶ 
τοῦ διπλασίου τῆς μεγαλυτέρας. 


Πρόβλημα 87 


687, Διὰ τῆς κορυφῆς Α τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν εὐθεῖαν ΧΥ͂ καὶ 
τὰς καϑέτους ΒΔ, ΓΕ ἐπ᾽ αὐτήν. Διὰ ποίαν ϑέσιν τοῦ τριγώνον περὶ τὸ 
Α τὸ ἄθροισμα τῶν καϑέτων τούτων γίνεται μέγιστον ; 

1) Διὰ τοῦ μέσου Ζ τῆς ΒΓ φέρομεν κάθετον ΖΘ ἐπὶ τὴν ΧΥ͂. 
Εἰς τὸ τραπέζιον ΔΒΓΕ θὰ ἔχωμεν 

ΒΔ-ΈΓΕ-:2.ΖΘ. 

Τὸ μέγιστον ἑπομένως τοῦ ἀριστερὰ ἀθροίσματος ἀντιοτοιχεῖ 

εἰς τὸ μέγιστον τοῦ μήκους ΖΘ᾽ καὶ ἐπειδὴ 

ΖΘ « ΑΖ, 
γίνεται φανερὸν ὅτι τὸ μέγιστον τοῦ μήκους αὐτοῦ λαμβάνεται 
διὰ 29. Ξἢ ,ν ἢ εὐθεῖαν ΧΥ͂ κάθετον ἐπὶ τὴν διάμεσον ΑΖ τοῦ 
τριγώνου. 

2) Τὸ τῆμα ΖΘ ἐλαττοῦται ἐφ᾽ ὅσον ἡ εὐθεῖα ΖΑ πλησιάζῃ 
πρὸς τὴν ΧΥ͂, 

Οταν τὸ σημεῖον Γ πέσῃ ἐπὶ τῆς εὐθείας, τότε 


Διὰ θέσεις τῆς ΑΓ κάτω τῆς ΧΥ (Σχ. 351), θὰ Κρεπεὶ γὰ ϑεωρῶ- 
μὲν τὴν ἀπόστασιν ΓΕ ὡς ἀρνητικὸν μῆκος (δ 436, 3η περ|σις). Τότε 


2Θ- ΕΞ τε ι 
καὶ ἡ διαφορὰ αὕτη μηδενίζεται ὅταν τὸ σημεῖον Ζ φθάσῃ τὴν ΧΥ͂. 
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Παρατήρησις. Διὰ τὴν γεωμετρικὴν σπουδὴν τῶν μεταβολῶν τοῦ 
μήκους τῆς μέσης βάσεως ΖΘ, ἀρκεῖ νὰ θεωρήσωμεν τὰς σαν 
ρους θέσεις τῆς ΑΖ περὶ τὸ σημεῖον Α καὶ ἀπὸ τῆς θέσεως ΑΧΥ 
μέχρι τῆς καθέτου ἐπὶ τὴν ΧΥ͂. Ἢ εὐθεῖα ΖΘ, ἀρχικῶς μηδενικῆ, 
αὐξάνει συνεχῶς ἕως ὅτου γίνῃ ἴση πρὸς τὴν διάμεσον ΑΖ. 

᾿Απὸ ἀναλυτικῆς ἀπόψεως, εὐκόλως ἀναγνωρίζομεν ὅτι αἱ με- 
ταβολαὶ τοῦ ἰδίου μήκους ΖΘ ἐξαρτῶνται ἀπὸ ἐκείνων τοῦ ἡμι- 
τόνου τῆς γωνίας ΥΑΖ. Ἔστω α ἡ γωνία αὐτὴ καὶ μ τὸ μῆκος 
τῆς διαμέσου ΑΖ. 

Θὰ ἔχωμεν: ΖΘεΞμημα. Ὅταν ἡ γωνία α εἶναι 0, τὸ αὐτὸ 
συμβαίνει καὶ διὰ τὸ μῆκος ΖΘ’ ὕστερον τὸ μῆκος τοῦτο αὐξάνει, 
διὰ νὰ καταστῇ ἴσον πρὸς μ, διὰ α -Ξ 909. ᾿Ακολούθως ἐλαττοῦται 
διὰ συνεχιζομένην αὔξησιν τῆς γωνίας. Διὰ α -Ξ 1809, τὸ μῆκος ΖΘ 
μηδενίζεται ἐκ νέου, διὰ α Ὁ 1809 ἡ τιμὴ τοῦ ΖΘ καθίσταται ἀρ- 
νητικὴ καὶ ἴση πρὸς --α διὰ α -- 2709. Κατόπιν, διατηρουμένη πάν- 
τοτε ἀρνητική, ἐλαττοῦται κατ᾽ ἀπόλυτον τιμὴν καὶ ἐπαναμηδενί- 


ζεται διὰ α -- 3609. 
Πρόβλημα 88 


δ88. ᾿Απὸ τῶν κορυφῶν ἑνὸς τετραγώνου καὶ ἀκολουθοῦντες τὴν πε- 
οίμετρον αὐτοῦ καθ᾽ ὡρισμένην φοράν, λαμβάνο- 
μὲν ἐφ᾽ ἑκάστης πλευρᾶς ὠρισμένον μῆκος. ΝὰὶἩἪ ΛῈΣ Β 
εὑρεθῇ τὸ ἐλάχιστον τετράγωνον ἐκ τῶν ἐχόντων - 
κορυφὰς τὰ πέρατα τῶν μηκῶν τούτων. 


Ἕστω ΑΕ --ΒΖΞΕΓΘ - ΔΗ. 

1) Θὰ πρέπει πρῶτον νὰ δείξωμεν ὅτι τὸ 
σχῆμα εἶναι τετράγωνον (8 506). 

2) ᾿᾽Επειδὴ ΑΕ -ἰ ΑἩ -- ΑΔ -Ξ- ποσότης στα- 
θερά, τὸ ἐλάχιστον τῆς ὑποτεινούσης ΕΗ 
λαμβάνεται διὰ πλευρὰς τῆς ὀρθῆς γωνίας 
ἴσας πρὸς ἀλλήλας (8 551). 

Εἶναι δηλ. τὸ ἐλάχιστον τετράγωνον ΠᾺΛ 
ἐκεῖνο μὲ κορυφὰς τὰ μέσα τῶν πλευρῶν 
τοῦ ἀρχικοῦ τετραγώνου. 


Πρόβλημα 89 


δ89. Νὰ σπουδασθοῦν αἱ μεταβολαὶ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν ἀποστά- 
σεων ἀπὸ δύο δοϑέντων σημείων τῶν σημείων 
δοϑείσης εὐθείας. 


1) Τὰ δοϑένια σημεῖα εὑρίσκονται ἑκατέρωϑεν 
τῆς εὐθείας. 

α) Ἐὰν ἡ εὐθεῖα τέμνῃ τὴν ΑΒ, τὸ ση- 
μεῖον τομῆς Ο εἶναι τὸ τοῦ μικροτέρου ἀθροί- 
σματος’ ἐπειδὴ 


ΑΒ «ΑΛΈ ΛΒ. 


β) Τὸ ἄθροισμα αὐξάνει, ὅταν τὸ κινητὸν 
σημεῖον ἀπομακρύνεται τῆς ΑΒ. Πράγματι, ἡ 
τεθλασμέόνη περιβαλλομένη γραμμὴ ΑΛΈΈΛΒ 
εἶναι μικροτέρα τῆς περιβαλλούσης ΑΜ -Ἐ ΒΜ. 

γΥ) Τὸ ἄθροιομα τείνει εἰς ἄπειρον ὅταν ἂκ, 55. 
τὸ σημεῖον Μ ἀπομακρύνεται εἰς ἄπειρον 
κατὰ τὴν μίαν ἢ τὴν ἄλλην διεύθυνσιν ἐπὶ τῆς ΧΥ͂. 
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Σύνοψις. Τὸ ἄθροισμα μεταβάλλεται ἀπὸ ΑΒ ἕως -΄͵ὴ. 
Διὰ δοθὲν θροισμα 2α Ὁ ΑΒ, ὑπάρχουν δύο σημεῖα Μ καὶ Ν 
«ἧς εὐθείας καὶ δύο μόνον, διά τὰ ὁποῖα: 


ΑΜΞΈΜΒ- ΑΝ- ΝΒ -- 2α, 


2) Τὰ δοδέντα σημεῖα εὑρίσκονται πρὸς 
τὸ αὐτὸ μέρος τῆς εὐθείας. 

Διὰ νὰ ἀναγάγωμεν τὴν περίπτωσιν 
ταύτην εἰς τὴν προηγουμένην, ἀρκεῖ 
νὰ ὁρίσωμεν τὸ σημεῖον Γ, συμμε- 
τρικὸν τοῦ Α πρὸς τὴν ΧΎ. ᾿Επειδὴ 
τότε ΑΝ ΒΝ ΞΓΝ-Έ ΒΝ. 

Σχ. 350. Ἑ πομένως, τὸ ἐλάχιστον τοῦ 
ἀθροίσματος παρέχεται ὑπὸ τῆς εὐ- 
θείας ΒΛΓ καὶ τὸ ἄθροισμα μεταβάλλεται ἀπὸ ΒΓ μέχρις ὦ. 


δ90. Σημείωσις. ᾿Εκ τῆς προηγουμένης σπουδῆς, δυνάμεθα νὰ 
ΟΥαΥαναμεν πολλὰς συνεπείας ἀναφερομένας εἰς τὴν ἔλλειψιν. 
(Ὁ. π9 . 

Γνωρίζομεν, ὅτι ἡ καμπύλη αὕτη εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων, 
τῶν ὁποίων τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο δοθέντων ση- 
μείων, Α, Β, εἶναι σταθερόν. ᾿Εὰν λοιπὸν Ζ2α εἶναι τὸ ἄθροισμα 
τῶν ἑστιακῶν ἀκτίνων ΑΜ, ΒΜ, δυνάμεθα νὰ συμπεράνωμεν ὅτι: 

1) Τὸ ἄθροισμα 2α πρέπει νὰ εἶνᾶι μεγαλύτερον τῆς ἑστιακῆς 
ἀποστάσεως ΑΒ. 

2) Πᾶσα εὐθεῖα, διερχομένη μεταξὺ τῶν ἑστιῶν Α, Β, τέμνει τὴν 
καμπύλην κατὰ δύο σημεῖα (σχ. 353). 

3) Πᾶσα εὐθεῖα, μὴ διερχομένη μεταξὺ τῶν ἑστιῶν (σχ. 354), 
τέμνει τὴν ἔλλειψιν κατὰ δύο σημεῖα, ὅταν 2α εἶναι μεγαλύτερον 
τῆς εὐθείας ΒΓ, τῆς συνδεούσης μίαν τῶν ἑστιῶν πρὸς τὸ συμμε- 
τρικὸν πρὸς τὴν εὐθεῖαν τῆς ἑτέρας ἑστίας. 

4) ᾿Εὰν 2α « ΒΓ, ἡ εὐθεῖα δὲν συναντᾶ τὴν καμπύλην. 

5) Ἡ εὐθεῖα ἐφάπτεται τῆς καμπύλης ὅταν 2. --ΒΓ- ἐπειδὴ 
Ὧν τὴς δύο σημεῖα τομῆς Μ, Ν᾽ προσεγγίζουν ἀπείρως πρὸς 

λα. 

6) Ἢ ἔλλειψις εἶναι κυρτὴ καμπύλη, ἀφοῦ μία εὐθεῖα δὲν δύ- 
ναται νὰ ἔχῃ μετ᾽ αὐτῆς παρὰ δύο μόνον, τὸ πολύ, κοινὰ σημεῖα. 


πρόβλημα Θ0 


δ91. Νὰ σπουδασϑοῦν αἱ μεταβολαὶ τῆς διαφορᾶς τῶν προηγουμέ- 
νῶν ἀποστάσεων. 


(Μέϑοδοι, δᾷ 258 - 261). 


Παρατήρησις. “Ὅπως ἡ σπουδὴ τῶν μεταβολῶν τοῦ ἀθροίσματος 
τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο δοθέντων σημείων ἑνὸς κινητοῦ σημείου 
εὐθείας ΧΥ͂, μᾶς ὡδήγησεν εἰς ἰδιότητας τῆς ἐλλείψεως (8 590), 
οὕτω καὶ ἡ σπουδὴ τῶν μεταβολῶν τῆς διαφορᾶς τῶν ἰδίων ἀπο- 
στάσεων δύναται νὰ μᾶς γνωρίσῃ διαφόρους ἰδιότητας τῆς ὑπερ- 
βολῆς (ξ 260). Εἶναι ἐν τούτοις ἡ δευτέρα αὕτη σπουδὴ μακρο- 
τέρα καὶ μᾶλλον ἐπίπονος τῆς πρώτης. 


ΒΙΒΛΙΟΝ 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


᾿Αποστάσεις καὶ χορδαὶ 


692. Διὰ τὴν ἁπλουστέραν ἀπόδειξιν τῶν θεωρημάτων τοῦ κε- 
φαλαίου αὐτοῦ, χρήσιμον εἶναι ὅπως ἔχωμεν ὑπ᾽ ὄψιν τὰ ἐπό- 
μενα θεωρήματα. 


α) Ἢ ἐλαχίστη καὶ ἡ μεγίστη ἀπόστασις ἑνὸς σημείου ἀπὸ μιᾶς περιφε- 
οείας μετροῦνται ἐπὶ τῆς εὐθείας τῆς ἐνούσης τὸ σημεῖον μετὰ τοῦ κέντρον 
τῆς περιφερείας. 

βὴ) Ἢ ἐλαχίστη καὶ ἡ μεγίστη ἀπόστασις δύο σημείων κειμένων, ἄντι- 
στοίχως, ἐπὶ δύο περιφερειῶν, μετροῦνται ἐπὶ τῆς διακέντρου αὐτῶν. 

Ὑ) ᾿Εκ δύο ἀνίσων χορδῶν μιᾶς περιφερείας, μεγαλυτέρα εἶναι ἡ ὀλιγώ- 
τερον τοῦ" κέντρου ἀπέχουσα. 


Παρατήρησις. Διὰ τὴν ἀπόδειξιν τῶν θεωρημάτων τοῦ Κεφα- 
λαίου τούτου εἶναι ἐπαρκῆ τὰ θεωρήματα τ᾽ ἀναφερόμενα εἰς τὰς 
περιπτώσεις ἰσότητος τῶν τριγώνων. Ἔν τούτοις θὰ ὑποθέσωμεν 
γνωστὰ καὶ τὰ σχετιζόμενα πρὸς τὴν μέτρησιν τῶν ἐγγεγραμμέ- 
νῶν εἰς κύκλον γωνιῶν: ἐπειδὴ ἡ γνῶσις αὐτῶν μᾶς ὁδηγεῖ εἰς 
ἀποδείξεις πολὺ μᾶλλον ἁπλουστέρας ἀπὸ ἐκείνας, αἱ ὁποῖαι 
στηρίζονται μόνον ἐπὶ τῶν θεωρημάτων τῆς ἰσότητος δύο τρι- 
γώνων. 

Μία ἢ δύο ἀοκήσεις προὐποθέτουν τὴν γνῶσιν τοῦ ὁρισμοῦ τῆς 
ἐφαπτομένης μιᾶς καμπύλης. 


Θεώρημα 91 


593. Πᾶσα εὐδϑεῖα ΑΒ, διαιροῦσα περιφέρειαν εἰς δύο ἴσα τμή- 
ματα, ΑΜΒ καὶ ΑΝΒ, εἶναι διάμετρος αὐτῆς. 


Θεώρημα 92 
694. Τὸ μεγαλυτέρου μήκους εὐθύγραμμον τμῆμα, ἐκ τῶν ὁριζομέ- 
νων ὑπὸ σημείον Μ καὶ τῶν διαφόρων σημείων μιᾶς περιφερείας (0), 
εἶναι τὸ ΜΟΑ, διερχύμενον διὰ τοῦ κέντρου καὶ καταλῆγον εἰς τὴν πε- 
οριφέρειαν. 
Θεώρημα 98 
δ96. ᾿Εὰν δύο περιφέρειαι δὲν ἔχουν κοινὰ σημεῖα, ἣ μιχροτέρα 
ἀπόστασις δύο σημείων κειμένων, ἀντιστοίχως, ἐπ᾽ αὐτῶν μετρεῖται ἐπὶ 
τῆς διακέντρον. 
Θεώρημα 94 


696. Οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἣ σχετικὴ θέσις δύο περιφερειῶν (Α) 
καὶ (Β), ἡ μεγαλυτέρου μήκους τέμνουσα αὐτῶν διέρχεται διὰ τοῦ κέντρον. 
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Θεώρημα 98 


δ97. Δύο σημεῖα κείμενα ἐπὶ μιᾶς χορδῆς καὶ ἴσον ἀπέχοντα τοῦ 
μέσου αὐτῆς, ἴσον ἀπέχουν καὶ τῆς περιφερείας. 


Θεώρημα 98-- 


δ98. Δύο σημεῖα ἐπὶ μιᾶς ἐφαπτομένης καὶ 
εἰς ἴσας ἀποστάσει: ἀπὸ τοῦ σημείου ἐπαφῆς, 
ἴσον ἀπέχουν καὶ τῆς περιφερείας. 


Θεώρημα 96--1 
δ99. Τὰ σημεῖα τῆς μιᾶς ἐκ δύο ἐφαπτομέ- 


γῶν περιφερειῶν, τὰ ἴσον ἀπέχοντα τοῦ σημείου ἐπαφῆς, ἴσον ἀπέχουν 
ἀπὸ τῆς ἄλλης περιφερείας. 


Θεώρημα 96 


ΘΟ00. Δύο παράλληλοι χορδαί, ἀγόμεναι ἐκ τῶν ἄκρων μιᾶς διαμέ- 
τρου, εἶναι ἴσαι καὶ ἡ εὐθεῖα ἣ ἑνοῦσα τὰ ἄλλα ἄχρα των εἶναι ἐπίσης 
διάμετρος. 

1) Τοξ ΒΓ --τοξ ΑΔ, ὡς περιεχόμενα μεταξὺ τῶν ἴσων ἐγγε- 
γραμμένων γωνιῶν Α καὶ Β. ᾿Εἀν ἐξ ἑκά- 
στου τῶν τόξων τούτων ἀφαιρέσωμεν μίαν 
ἡμιπεριφέρειαν, λαμβάνομεν 


τοξ ΑΓ ---τοξ ΒΔ 
ἄρα: χορδὴ ΑΓ -- χορδὴ ΒΔ, 
2) Τὸ τοξ (ΒΓ- ΒΔ) εἶναι ἴσον πρὸς 
μίαν ἡμιπεριφέρειαν, ἀφοῦ ΒΔ -- ἌΓ, καὶ ἐπο- 
μένως ἡ ΓΔ εἶναι διάμετρος. 


"Άλλη ἀπόδειξις. ᾿Εὰν δὲν ἐπιθυμῶμεν νὰ χρησιμοποιήσωμεν τὴν 
ἔννοιαν τῶν τ ραν μένον γωνιῶν, ἃς ψίρωμεν τὴν κάθετον ΕΟΖ. 
Τὰ τρίγωνα ΑΟΕ, ΒΟΖ εἶναι ἴσα, ἐπειδὴ ἔχουν τὰς ὑποτεινοῦ- 
σας ἴσας καὶ μίαν ὀξεῖαν γωνίαν ἴσην ἑπομένως : ΟΕ ΞΞ- ΟΖ καὶ 


Ἂΐ --βὰ. Ἢ ἀπόδειξις τοῦ δευτέρου μέρους παραμένει ἡ ἰδία. 


Θεώρημᾳ Θθ6-- 1 


601. Διὰ τῶν ἄκρων χορδῆς κυκλικοῦ τμήματος καὶ ἐντὸς αὐτοῦ φέ- 

οομεν δύο χορδὰς ἴσον κεχλιμένας πρὸς τὴν χορδὴν τοῦ τμήματος. Δεί- 

ξατε ὅτι αἱ χορδαὶ αὗται εἶναι ἴσαι καὶ ὅτι ἣ χορδὴ 

Δ 8 τῶν ἄκρων των εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν χορδὴν 
«7 τοῦ τμήματος. 


Θεώρημα 97 
σὴς 602. Δύο χορδαὶ ἴσον κεχλιμέναι πρὸς τὴν διά- 
4“ Γ᾽ μεῖρον, ἥτις διέρχεται διὰ τοῦ σημείου τομῆς των, 
ς. 5 εἶναι ἴσαι. 


Σ:. 551, Ἔστωσαν ΟΜ, ΟΝ αἱ κάθετοι ἐπὶ τὰς χορ- 


δὰς ἐκ τοῦ κέντρου. 
Τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΟΜΕ, ΟΝΕ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα κοι- 
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ΥΝ τὴν ὑποτείνουσαν καὶ ἴσην μίαν ὀξεῖαν γωνίαν, τὴν ΜΕΟ -Ξ- 
ΝΕΟ: ἄρα ΟΜ --ΕΟΝ καὶ αἱ χορδαὶ ΑΒ, ΓΔ, ὡς ἴσον ἀπέχουσαι 
τοῦ κέντρου, εἶναι ἴσαι. 


Θεώρημα 97--] 


6038. δύο τέμνουσαι ἢ ἐφαπτόμεναι μιᾶς περιφερείας, μὴ τεμνόμεναι 
καὶ ὀρίζουσαι ἐπ’ αὐτῆς ἴσα τόξα, εἶναι παράλληλοι. 


Θεώρημα 98 


ΘΟ04. Δύο χορδαὶ ἑνὸς κύκλον, ἴσαι καὶ τεμνόμεναι, εἶναι αἱ διαγώ- 
σιοι ἑνὸς ἰσοσκελοῦς τραπεζίου. 


Θεώρημα 98-“-- 


ΘΟδ. Δύο χορδαὶ ἑνὸς κύκλου, ἴσαι καὶ μὴ τεμνόμεναι͵ εἶναι αἱ μὴ 
παράλληλοι πλευραὶ ἑνὸς ἰσοσχελοῦς καὶ ἐγγεγραμμένον εἰς τὴν περιφέ- 
ρειαν τραπεζίου. 


Θεώρημα 99 


ΘΟΘ. Δύο ἴσαι χορδαὶ μιᾶς περιφερείας καὶ τὰ τόξα ἅτινα αὖται 
ὑποτείνουν, ἀποχόπτουν ἴσα τμήματα ἐπὶ πάσης χορδῆς παραλλήλου προς 
τὴν εὐθεῖαν τὴν ἑνοῦσαν τὰ μέσα τῶν χορδῶν. 


Ἔστωσαν ΑΒ, ΓΔ αἱ ἴσαι χορδαί, Ο τὸ κέντρον τῆς περιφε- 
Ρείας καὶ Θ τὸ σημεῖον τομῆς τῆς διαμέτρου, 
τῆς καθέτου ἐπὶ τὰς ΑΓ, ΒΔ, καὶ τῆς παραλ- 
λήλοῃ ΗΛ πρὸς τὴν ἐνοῦσαν τὰ μέσα τῶν 
ΑΒ, ΓΔ. 

Τὸ τετράπλευρον ΑΒΓΔ εἶναι ἰσοσκελὲς 
τραπέζιον καὶ ἡ ἐκ τοῦ κέντρου κάθετος ἐπὶ 
τὰς τρεῖς παραλλήλους χορδὰς διαιρεῖ ἑκά- 
στην εἰς δύο μέρη ἴσα᾽ ἑπομένως, τὸ μέσον 
Θ τῆς χορδῆς ΗΛ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς ΕΖ. Σχ. 358. 

᾿Αφ᾽ ἑτέρου, τὰ δύο σχήματα ἘΖΔΓ καὶ 
ΕΖΒΑ εἶναι ἴσα καὶ ἐφαρμόσιμα’ ἄρα ΘΝ -- ΘΜ καὶ κατ᾽ ἀκο- 
λουθίαν ΜΗ ΞΞ ΝΛ. 


᾿ ἐξ, χρυ Ἔκ τῆς ἰσότητος τῶν χορδῶν ΑΔ, ΒΓ ἕπεται: 
[ΞΞ "'Λ. 


Θεώρημα 969-- 


607. "Ἐὰν μία χορδὴ στρέφεται περὶ σταϑερὸν σημεῖον καὶ ἐκ τῶν 
ἄκρων αὐτῆς φέρωμεν ἑκάστοτε χορδὰς παραλλήλους πρὸς δοϑεῖσαν 
διεύθυνσιν, ἡ εὐθεῖα ἣ ἑνοῦσα τὰ ἄκρα αὐτῶν διέρχεται διὰ σταϑεροῦ 
σημείου. (Εἰδικὴ περίπτωσις ἑνὸς προβλήματος τοῦ ῬΡοποεῖεῖ (Βλ. 8 1286). 

“Ἕστω ΑΒ ἡ μεταβλητὴ χορδὴ διὰ τοῦ σημείου Μ (Σχ. 358)" 
ἡ χορδὴ ΓΔ θὰ διέρχεται πάντοτε διὰ τοῦ σημείου Ν, συμμετρι- 
ποῦ τοῦ Μ πρὸς τὴν κάθετον ΕΟΖ. 


Θεώρημα 100 
Θ08. Ἑὶϊς δύο σημεῖα κείμενα ἐπὶ μιᾶς χορδῆς καὶ εἰς ἴσας ἀποστά- 


σεις ἀπὸ τοῦ μέσου αὐτῆς, ὑψοῦμεν καϑέτους ἐπὶ τὴν χορδήν, περατον- 
μένας εἰς τὸ αὐτὸ τόξον. Δείξατε ὅτι αἱ κάϑετοι αὗται εἶναι ἴσαι. 
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Παρατήρησις. Αἱ κάθετοι ΔΖ, ΕΘ ὀνομάζονται καὶ τεταγμέναι τῶν 
σημείων Ζ καὶ Θ, ἀναφορικῶς πρὸς τὸ τόξον 
ΑΖΘΒ καὶ τὴν χορδήν του. 


Θεώρημα 100-- 


609. ᾿Αναφορικῶς πρὸς τόξον καὶ τὴν χορ- 
δήν του, δύο ἴσαι τεταγμέναι αὐτοῦ ἴσον ἀπέχουν 
τοῦ μέσου τῆς χορδῆς. 


Θεώρημα 101 


610. "Ἐὰν αἱ τεταγμέναι ΔΖ χαὶ ΕΘ ἀπέχουν ἴσον ἀπὸ τοῦ σημείου 
ἐπαφῆς, εἶναι ἴσαι. 


Τὸ θεώρημα τοῦτο, ἀνάλογον πρὸς τὸ προη- 
γούμενον, ὑποθέτει τὴν γνῶσιν τῆς ἑπομένης θε- 
μελιώδους ἰδιότητος : Ἢ ἐφαπτομένη τῆς περιφε- 
ρείας εἶναι κάϑετος ἐπὶ τὴν ἀκιῖνα εἰς τὸ σημεῖον 
ἐπαφῆς. 


Παρατήρησις. Ἐἰὶἰς τὴν Τοπογραφίαν τὰ τμή- 
᾿ ματα ΔΖ καὶ ΕΘ ὀνομάζονται εἰδικῶς τεταγμέναι 
Σα, 00, ἐπὶ τὴν ἐφαπτομένην. (Βλ. Στοιχεῖα τοπογραφίας ὑπὸ 
Ἑὰπιοπὰ Οεδτιεὶ, σελὶς 323, η9 654), 


Θεώρημα 101--1 


611. Αἱ ἴσαι ἀποστάσεις ΓΔ, ΓῈ ὁρίζουν ἴσα τόξα ΓΖ, ΓΘ. 


᾿ΕἘπειδὴ ΓΕ -- ΓΔ, ἕπεται ΟΛ -- ΟΗ, ἄρα καὶ ΗΖ -- ΛΘ.᾿ῶστε: 
ΔΕ -- ΘΕ. 


Θεώρημα 102 


᾿ 612. ἪἫ μεγαλυτέρα ἢ ἡἣ μικροτέρα χορδή, τὰς ὁποίας δυνάμεϑα 
νὰ φέρωμεν διὰ δοϑέντος σημείου εἰς τὸ ἐσωτερικὸν ἑνὸς κύκλον, εἶναι 
κάϑετοι ἐπ’ ἀλλήλας καὶ ἡ μία τούτων εἶναι διάμετρος. 


Αἱ χορδαὶ αὐταὶ εἶναι ἡ διάμετρος καὶ ἡ κάθετος ἐπ᾽ αὐτὴν 
χορδὴ διὰ τοῦ δοθέντος σημείου. 


Παρατήρησις. ᾿Εὰν τὸ σημεῖον εὑρίσκεται ἐκτὸς τοῦ κύκλου, ὁρί- 
ζεται μόνον ἡ μεγαλυτέρα χορδή’ εἶναι ἡ 
διὰ τοῦ σημείου διάμετρος. 


Θεώρημα 1082-- 1 


613. Δύο χορδαὶ μιᾶς περιφερείας μὲ μήκη λ 
καὶ λ΄ εἶναι μεταβληταὶ κατὰ ϑέσιν. Δείξατε, ὅτι 
ἧ μεγαλυτέρα ἢ ἣ μικροτέρα ἀπόστασις τῶν μέ- 
σὼν των ἀντιστοιχοῦν εἰς παραλλήλους ϑέσεις 
τῶν χορδῶν. 


“Ἑστωσαν ΑΒ καὶ ΗΘ αἱ χορδαί, ΕΖ δὲ καὶ ΓΔ χορδαὶ ἴσαι 
πρὸς τὴν ΘΗ καὶ παράλληλοι πρὸς τὴν ΑΒ. 

ΜΝ εἶναι ἡ μικροτέρα ἀπόστασις. 

ΜᾺ εἶναι ἡ μεγαλυτέρα ἀπόστασις. 


281 


Θεώρημα 103 


614. "Ἐὰν δύο περιφέρειαι τέμνωνται καὶ ἐκ τῶν κέντρων αὐτῶν 
φέρωμεν καϑέτους ἐπὶ τυχοῦσαν τέμνουσαν, διερχομένην δι᾽ ἑνὸς τῶν 
σημείων τομῆς, ἥ μεταξὺ τῶν καϑέτων αὐτῶν ἀπόστασις εἶναι ἴση πρὸς 
τὸ ἡμιάϑροισμα ἢ τὴν ἡμιδιαφορὰν τῶν χορδῶν τῶν ὁριζομένων ὑπὸ 
ἑκάστης περιφερείας ἐπὶ τῆς τεμνούσης. 


1) Διὰ τὴν τέμνουσαν ἘΖ, διὰ τὴν ὁποίαν τὸ σημεῖον Α εὐὑρί- 
σκεται μεταξὺ τῶν Ε καὶ Ζ, ἔχομεν 


ἈΗ -Ξ - ΑΖ 

1 
ΑΘ -Ξ - ΑΕ 

ὥστε: : 
ΗΘ -Ξ- Ξ ΖΕ. 


2) Διὰ τὴν τέμνουσαν ΑΜΝ τὴν 
τοιαύτην, ὥστε τὸ σημεῖον Α νὰ εὑ- : 
ρίσκεται ἐπὶ τῆς προεκτάσεως τῆς ΜΝ, εὑρίσκομεν : 


1 
ΑΚ-Ξ - ΑΝ 
" 
ΑΛ Ξε -σ- ἀΜ. 


Ὅθεν: 
ΚΛ -Σ (ΑΝ -- ΑΜ) -ε- Σ ΜΝ, 


Παρατήρησις. Εἰς τὰς ἐφαρμογάς, ὡς μῆκος τεμνούσης διὰ τοῦ 
κοινοῦ σημείου δύο περιφερειῶν νοεῖται τὸ μῆκος ΕΖ ἢ ΜΝ, τὸ 
περιλαμβανόμενον μεταξὺ τῶν σημείων τομῆς τῶν διαφόρων τοῦ 
σημείου Α. 


Θεώρημα 109-- 


61δ. 'Εὰν δύο περιφέρειαι τέμνωνται, δύο παράλληλοι τέμνουσαι 
αὐτῶν, δι’ ἑκάστου τῶν σημείων τομῆς, εἶναι ἴσαι. 


Θεώρημα 104 


Θ16. "Ἐκ τῶν διαφόρων τεμνουσῶν δύο τεμνομένων περιφερειῶν, 
τῶν ἀγομένων δι᾽ ἑνὸς τῶν σημείων τομῆς, μεγαλντέρα εἶναι ἣ παράλ- 
ληλος πρὸς τὴν διάκχεντρον. 


᾿Επειδὴ ἡ τέμνουσα αὕτη εἶναι διπλασία τῆς ἀποστάσεως τῶν 
κέντρων. 


᾿Εφαπτομένη 


617. ὋὉρισμοί. 1) ᾿Εφαπτομένη μιᾶς καμπύλης εἶναι μία ἀπέρατος εὐ- 
ϑεῖα, ἔχουσα ἕν καὶ μόνον κοινὸν σημεῖον μετὰ τῆς καμπύλης. 

Ὃ ὁρισμὸς αὐτὸς ἐφαρμόζεται ἀκριβῶς διὰ τὴν ἐφαπτομέ- 
νὴν εἰς τὴν περιφέρειαν, εἰς τὴν ἔλλειψιν καὶ εἰς ἄλλας κυρτὰς 
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καὶ κλειστὰς καμπύλας, ἀλλ᾽ εἶναι ἀκατάλληλος διὰ τὴν ὑπερβο- 
λὴν ἢ τὴν παραβολήν. ᾿Επειδὴ δύναται μία εὐθεῖα νὰ ἔχῃ μετὰ 
μιᾶς ἐκ τῶν καμπύλων τούτων ἕν μόνον κοινὸν σημεῖον εἰς τὸ πε- 
περασμένον καὶ ἂν τούτοις νὰ μὴ εἶναι ἐφαπτομένη πρὸς αὐτήν. 

Διὰ τὸν λόγον αὐτὸν θὰ πρέπει νὰ καταφύγωμεν εἰς ἄλλους 
ὁρισμούς. 

2) Ἢ ἐφαπτομένη μιᾶς καμπύλης εἶναι τὸ ὅριον τῶν ϑέσεων μιᾶς με- 
ταβλητῆς τεμνούσης αὐτῆς, κινουμένης παραλλήλως πρὸς ἑαυτήν, ἕως ὅτον. 
τὰ δύο σημεῖα τομῆς σνυμπέσουν εἰς ἕν. 

Ὃ νέος οὗτος ὁρισμὸς ἰσχύει διὰ πάσας τὰς κυρτὰς καμπύ- 
λας’ εἶναι κατάλληλος λοιπὸν διὰ τὴν ὑπερβολήν, παραβολήν, κα- 
θὼς ἐπίσης καὶ διὰ τὴν ἔλλειψιν καὶ μᾶς ὁδηγεῖ μὲ πολὺ ἁπλοῦν 
τρόπον εἰς τὴν εὕρεσιν τῆς θεμελιώδους προτάσεως διὰ τὴν ἐφα- 
πτομένην μιᾶς περιφερείας : 

Ἢ ἐφαπτομένη μιᾶς περιφερείας εἶναι κάϑετος ἐπὶ τὴν ἀκτῖνα εἷς τὸ 
σημεῖον ἐπαφῆς. 

᾿Αντιστρόφως᾽ Πᾶσα εὐϑεῖα, κάϑετος ἐπὶ μίαν ἀκτῖνα εἰς τὸ ἄκρον αὖ- 
τῆς, εἶναι ἐφαπτομένη τῆς περιφερείας. 

ΠἊαρατήρησις. ᾽Ο δεύτερος ὁρισμὸς δὲν ἰσχύει διὰ πάντα τὰ ση- 
μεῖα μιᾶς καμπύλης μὲ πολλαπλᾶ σημεῖα καὶ τὰς ὁποίας καμπύ- 
λας τόσον συχνὰ ἀπαντῶμεν εἰς τὴν Παραστατικὴν Γεωμετρίαν. 
Εἶναι χρήσιμον λοιπὸν νὰ δώσωμεν ἕνα τρίτον ὀρισμὸν τῆς ἐφα- 
πτομένης, κατάλληλον διὰ πάσας τὰς περιπτώσεις: 


3) "Η ἐφαπτομένη μιᾶς καμπύλης εἶναι τὸ ὅριον ΜΊΤ (Σχ. 363) τῶν 
ϑέσεων μιᾶς μεταβλητῆς τεμνούσης ΜΜ΄, στροφομένης περὶ τὸ ἕν ἐκ τῶν 
σημείων τομῆς τῆς Μ μετὰ τῆς καμπύλης͵ καὶ κατὰ τρόπον, ὥστε τὸ δεύ- 
τερον σημεῖον τομῆς Μ' νὰ πλησιάζῃ συνεχῶς πρὸς τὸ πρῶτον. 


Μία εὐθεῖα δύναται νὰ τέμνῃ μίαν καμπύλην εἰς περισσότερα 
ἀπὸ δύο σημεῖα' εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν ὁ προηγούμενος ὁὀρι- 
σμὸς προὑὐποθέτει ὅτι τὰ σημεῖα Μ καὶ Μ΄ εἶναι σημεῖα διαδοχικὰ 
ἐπὶ τῆς καμπύλης κατὰ τὴν διαγραφήν τῆς ὑπὸ ἑνὸς κινητοῦ διά 
τινος συνεχοῦς κινήσεως. 


"Απόδειξις τοῦ ϑεωρήματος διὰ τὴν ἐφαπτομένην τῆς περιφερείας βάσϑε 
τοῦ τρίτου δρισμοῦ τῆς ἐφαπτομένης. 
"Ἔστω ΜΜ’ (σχ. 364) μία τυχοῦσα τέμνουσα τῆς περιφερείας 


Σχ. 368. Σ;. 38. 


καὶ ΟΡ ἡ ἐκ τοῦ κέντρου κάθετος ἐπ' αὐτήν’ ἡ εὐθεῖα ΟΡ θὰ 
διέρχεται διὰ τοῦ μέσου τῆς χορδῆς ΜΜ΄, ὁσονδήποτε πλησίον 
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καὶ ἂν εὑρίσκωνται τὰ σημεῖα Μ καὶ ΜΛ μεταξύ των. Και ἐπειδὴ 
ἡ ἰδιότης αὐτὴ θὰ διατηρηθῇ καὶ κατὰ τὴν ὁριακὴν θέσιν της, 
δηλ. ὅταν ἡ τε ρῦσα ΜΜ’' ἀποβῇ ἐφαπτομένη, ἕπεται ἀμέσως 
ὅτι ἡ κάθετος ΟΡ, διερχομένη πάντοτε διὰ τοῦ μέσου τῆς χορδῆς, 
ἀποβαίνει εἰς τὸ ὅριον ἡ ἀκτὶς ΟΜ εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς. Ενναι 
λοιπὸν ἡ ἐφαπτομένη κάθετος ἐπὶ τὴν ἀκτῖνα εἰς τὸ σημεῖον 
ἐπαφῆς. 

Σημείωσες. Ὅ τρίτος ὁρισμὸς ὀφείλεται εἰς τοὺς μεγάλους Γεω- 
μέτρας τοῦ ΧΝῚΙ αἰῶνος Βετιπαΐῖ, Ἡπυρεῖβ, Νενίοω, ᾿εὶαΐζ. 


Θ18. ᾿Βφαπτόμεναι κπαμστύλαι. Δύο καμπύλαι ἐφάπιονται ἀλλήλων εἷς 
τὸ σημεῖον Μ, ἐὰν ἔχουν τὴν αὐτὴν ἐφαπτομένην εἰς τὸ σημεῖον αὐτό. 

Ἔκ τοῦ γενικοῦ τούτου ὁρισμοῦ, πολὺ σπανίως διδομένου, ἔπε- 
ται ἀμέσως ὅτι αἱ ἀκτῖνες εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς δύο ἐφαπτο- 
μένων περιφερειῶν εὑρίσκονται ἐπὶ μιᾶς εὐθείας. ᾿Επειδὴ ἐκά- 
στη τούτων εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν κοινὴν ἐφαπτομένην καὶ εἰς τὸ 
αὐτὸ σημεῖον. 


Θ10. Τωνία εὐθείας καὶ καμπύλης. ᾿Ονομάζομεν γωνίαν μιᾶς 
εὐθείας ΑΒ καὶ τῆς καμπύλης ΓΑΒ (Σχ. 365), τὴν γωνίαν ΒΑΤ, 
σχηματιζομένην ὑπὸ τῆς 
εὐθείας ΑΒ καὶ τῆς ἐφα- Ν 5 
πτομένης ΑΤ τῆς καμπύλης Ϊ 7 
εἰς τὸ σημεῖον τῆς τομῆς “ῷ 
τῆς Α μετὰ τῆς εὐθείας. 

Ἢ γωνία ΑΒΤ εἶναι ἡ 
γωνία τῆς εὐθείας ΑΒ καὶ 
τῆς καμπύλης εἰς τὸ ση- 
μεῖον Β 

Ἔκ τῶν δύο παραπλη- 
ρωματικῶν γωνιῶν ΒΑΤ, 
ΔΑΤ, τῶν σχηματιζομένων 
εἰς τὸ σημεῖον Α ὑπὸ τῆς 
τεμνούσης ΑΒ καὶ τῆς ἐφα- Σχ. 365. Σχ. 366. 
πτομένης ΑΤ, ἐκλέγομεν 
διὰ γωνίαν τῆς εὐθείας καὶ τῆς καμπύλης τὴν μικροτέραν ἐξ αὐτῶν. 

Μία εὐθεῖα λέγεται κάϑετος ἐπὶ τὴν καμπύλην.--ἢ ὅτι τέμνει ὀρ- 
ϑογωνίως αὐτὴν--εἰς τὸ Α, ἐὰν εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ἐφαπτομένην 
τῆς καμπύλης εἰς τὸ σημεῖον αὐτό. 


Γωνία δύο καμπύλων. ᾿Ονομάζομεν γωνίαν εἰς τὸ Α δύο τεμνο- 
μένων καμπύλων ΑΒ, ΑΓ (Σχ. 366), τὴν ἱμικροτέραν) ἐκ τῶν γωνιῶν, 
ἃς σχηματίζουν εἰς τὸ σημεῖον. Α αἱ ἐφαπτόμεναι τῶν καμπύλων. 


620. ᾿Ορϑογώνιοι περιφέρειαι. Λέγομεν ὅτι μία περιφέρεια 
τέμνει ὀρϑογωνίως μίαν ἄλλην, ἐὰν αἱ ἐφαπτόμεναι εἰς τὰ σημεῖα 
τομῆς τῶν εἶναι κάθετοι ἐπ᾿ ἀλλήλας. Λ. χ. αἱ περιφέρεια μὲ κέν- 
τρα τὰ σημεῖα Μ καὶ Ο (Σχ. 366) εἶναι κάθετοι ἐπ’ ἀλλήλας 
(Βλ. ἐπίσης 8 627). 

Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, αἱ ἀκτῖνες εἰς τὰ σημεῖα τομῆς τῶν 
δύο περιφερειῶν εἶναι κάθετοι ἐπ᾽ ἀλλήλας. 


Θεώρημα 10δ 


621. Ἢ ἐφαπτομένη ΑΒ, ἡ ἀγομένη εἰς τὸ μέσον Μ τοῦ τόξου ΓΜΔ, 
εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ὑποτείνουσαν τὸ τόξον χορδήν. 
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Ἢ ἀκτὶς ΟΜ εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν 

ἐφαπτομένην, καϑὼς ἐπίσης καὶ ἐπὶ τὴν χορ- 
δὴν ΓΔ, ὡς διερχομένη διὰ τοῦ μέσου τοῦ 
τόξου ΓΜΔ. Ἑ πομένως, αἱ εὐθεῖαι ΑΒ καὶ 
ΓΔ εἶναι παράλληλοι, ὡς κάθετοι ἐπὶ τὴν 
αὐτὴν εὐθεῖαν. 


Θεώρημα 106 


622. "Ἐὰν δύο περιφέρειαι εἶναι ὁμόχεντροι : 
ὴ Ἢ γαλυτέρα περιφέρεια ἀποτέμνει ἴσας 
χορδὰς ἐπὶ τῶν ἐφαπτομένων τῆς μικχροτέρας. 

2) Τὰ μεταξὺ τῶν περιφερειῶν τμήματα ΘΜ, 
ΝΗ μιᾶς κοινῆς τεμνούσης αὐτῶν ΘΜΝῊ εἶναι ἴσα. 


Θεώρημα 107 


6238. "Ἐὰν ἐξ ἑνὸς σημείον φέρωμεν δύο ἐφα- 
πτομένας ἐπὶ μίαν περιφέρειαν: 1) Ἢ χορδὴ τῶν 
ἐπαφῶν εἶναι κάϑετος ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν τὴν συν- 
δέουσαν τὸ κέντρον μετὰ τοῦ σημείου τομῆς τῶν 
ἐφαπτομένων. 

Σχ. 368 ᾧ. Αἱ ἐφαπτόμεναι εἶναι ἴσον κεκλιμέναι πρὸς 
τὴν χορδὴν τῶν ἐπαφῶν. 

Παρατήρησις. Ἢ ουνήθης κατασκευὴ τῶν ἐφαπτομένων ἐπὶ μίαν 
περιφέρειαν ἐξ ἑνὸς σημείου Μ ἐκτὸς αὐτῆς κειμένου--διὰ τῆς 
περιφερείας μὲ διάμετρον ΟΑ (Σχ. 369)-- μολονότι πολὺ ἀπλῆ δὲν 


Δ 


Σχ. 399. 


δύναται, προφανῶς, νὰ χρησιμεύσῃ εἰς τὸ ἀνάλογον πρόβλημα 
διὰ τὴν σφαῖραν. Ἢ ἐπομένη κατασκευὴ εἶναι ἐφαρμόσιμος καὶ εἰς 
τὴν χάραξιν τόξων ἐφαπτομένων ἐπὶ τῆς ἐπιφανείας τῆς σφαίρας. 

Μὲ κέντρον τὸ σημεῖον Ο (Σχ. 370) καὶ ἀκτῖνα διπλασίαν τῆς 
ΟΡ γράφομεν περιφέρειαν ὁμόκεντρον τῆς δοθείσης. ᾿Ακολούθως, 
γράφομεν περιφέρειαν μὲ κέντρον Α καὶ ἀκτῖνα ΟΑ, τέμνουσαν 
τὴν πρώτην εἰς τὰ σημεῖα Ε καὶ Ζ' αἰ κάθετοι ἐπὶ τὰς ΟΕ καὶ 
ΟΖ εἰς τὰ μέσα αὐτῶν εἶναι αἱ ζητούμεναι ἐφαπτόμεναι. 


Θεώρημα 108 


624. "Ἐὰν δύο τόξα ΑΒ, ΑΓ, ἀνήκοντα εἰς περιφερείας τῆς αὐτῆς 
ἀκτῖνος. εἶναι ἐφαπτόμενα μιᾶς περιφερείας : 
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1) Η χορδὴ τῶν ἐπαφῶν εἶναι κάϑετος ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν τὴν συνδέου- 
σαν τὸ κέντρον τῆς περιφερείας μετὰ τοῦ σημείου τομῆς τῶν δύο τόξων. 
2) Τὰ τόξα εἶναι ἴσα καὶ ἴσον κεκλιμένα πρὸς τὴν χορδὴν τῶν ἐπαφῶν. 


Ἔστωσαν Ε, Ζ τὰ κέντρα τῶν περιφερειῶν εἰς ἃς ἀνήκουν τὰ 
ἐν λόγῳ τόξα, ἐφαπτόμενα τῆς 
περιφερείας (0). Β 

1) Ἢ διάκεντρος ΕΖ εἶναι κά- 
θετος ἐπὶ τὴν κοινὴν χορδὴν ΑΑ΄ 
καὶ αἱ ἀκτῖνες ΕΒ, ΖΓ ἴσαι καὶ Δ 
διέρχονται διὰ τοῦ κέντρου Ο. 
᾿Επειδὴ ΟΒ ΞΞΕΟΓ, αἱ πλάγιαι 
ΟΕ καὶ ΟΖ εἶναι ἴσαι, καθὼς Γ 
καὶ τὰ τμήματα ΡΕ καὶ ΡΖ. Εἴ- 
ναι λοιπὸν τὰ τρίγωνα ΖΟΕ, Σχ. ὅπ|. 
ΒΟΓΓ ἰσοσκελῆ, ἔχοντα τὰς γω- 
νίας εἰς τὴν κορυφὴν ἴσας, ὡς κατὰ κορυφήν’ καὶ ἐπειδὴ ἡ εὐθεῖα 
ΑΟΡ, κάθετος οὖσα ἐπὶ τὴν ΖΕ εἰς τὸν μέσον της Ρ, εἶναι διχο- 
τόμος τῶν δύο γωνιῶν ΒΟΓ καὶ ΖΟΕ, ἕπεται ὅτι εἶναι καὶ κά- 
θετος ἐπὶ τὴν χορδὴν τῶν ἐπαφῶν ΒΓ εἰς τὸ μέσον αὐτῆς. 

2) Ἢ γωνία τῆς εὐθ ας ΒΓ καὶ τῆς καμπύλης ΒΑ εἶναι ἡ γω- 
νία ΓΒΔ (8 619). ᾿Αλλ’ εἶναι ΟΒΓ -- ΓΒ, ἄρα καὶ ΓΒΔ -- ΒΓΔ, 
ὡς συμπληρώματα τῶν ἴσων αὐτῶν γωνιῶν. 


Θεώρημα 109. 
Θ2δ. Αἱ ἐξωτερικαὶ κοιναὶ ἐφαπτόμεναι, ΓΔ καὶ ΕΖ, δύο περιφε΄ 
ρειῶν (Α) καὶ (Β) τέμνονται ἐπὶ τῆς διακέντρου. Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ 
διὰ τὰς ἐσωτερικὰς κοινὰς ἐφαπτομένας, ΘΛ καὶ ΚΗ. 


ὃς 


Σχ, 8712. 


᾿Επειδὴ τὰ σημεῖα Α καὶ Β ἴσον ἀπέχουν τῶν ἐξωτερικῶν ἐφα- 
πτομένων, εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς διχοτόμου τῆς γωνίας τῶν δύο τού- 
των εὐθειῶν. ἼἬἬτοι ἡ διχοτόμος τῆς γωνίας [Ι΄ συμπίπτει πρὸς 
τὴν διάκεντρον τῶν περιφερειῶν. 

Τὰ αὐτὰ σημεῖα ἀνήκουν καὶ εἰς τὰς διχοτόμους τῶν κατὰ κο- 
ρυφὴν γωνιῶν, τῶν σχηματιζομένων εἰς τὸ | ὑπὸ τῶν ἐσωτερικῶν 
ἐφαπτομένων. ᾿Επειδὴ αἱ γωνίαι αὗται εἶναι ἴσαι καὶ τὰ ἡμίση 


ἌΝ 
αὐτῶν, ρ καὶ σ, θὰ εἶναι ἴσα’ ἀλλ᾽ εἶναι | - σ-ξ ὦ ΞΞ 2 ὀρθαί, 
΄Ν 
ἄρα καὶ 1 Ἐρ-Ἐ σ-Ξ 2 ὀρθαί, δηλ. αἱ δύο διχοτόμοι ΙΑ, [Β εὐρί- 
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σκονται ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας, τῆς διακέντρου τῶν δύο περιφε- 
ρειῶν. τοι τὸ κοινὸν σημεῖον ἱ τῶν ἐσωτερικῶν κοινῶν ἐφαπτο- 
μένων τῶν δύο περιφερειῶν εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς διακέντρου αὐτῶν. 


Θεώρημα 109-- 


626. Μὲ τὰ αὐτὰ δεδομένα ὡς καὶ προηγουμένως (8 625): 

1) Αἱ χορδαὶ τῶν ἐπαφῶν ΓΕ, ΘΚ, ΗΔ, 42 εἶναι παράλληλοι. 

2) Τὰ τμήματα ΓΖ, ΔΕ εἶναι ἴσα πρὸς ἄλληλα, καϑὼς καὶ τὰ ΘΗ͂ καὶ ΚΛ. 

15..Αἱι τέσσαρες αὖται βρρβαὶ εἶναι κάθετοι ἐπὶ τὴν διάκεντρον. 

2) ᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα ΑΒ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὰς χορδὰς ΓΕ καὶ 
ΔΖ εἰς τὰ μέσα αὐτῶν, τὸ σχῆμα ΓΔΖΕ εἶναι ἰσοσκελὲς τραπέζιον 
καὶ κατὰ συνέπειαν αἱ διαγώνιοι αὐτοῦ ΓΖ, ΔΕ εἶναι ἴσαι. 

Καὶ τὸ τραπέζιον ΘΚΛΗ εἶναι ἐπίσης ἰσοσκελές: ἄρα ΘΗ-ΞΚΛ. 


Παρατήρησις, Τὸ σημεῖον 1 εἶναι τὸ ἐσωτερικὸν κέντρον ὁμοιό- 
τητος καὶ τὸ [΄ τὸ ἐξωτερικὸν κέντρον ὁμοιότητος τῶν δύο περι- 
φερειῶν. 

Θεώρημα 109--Π 


627. "Ἐὰν φέρωμεν τὰς τρεῖς κοινὰς ἐφαπτομένας δύο κύκλων, (1) 
καὶ (Κ), ἐφαπτομένων ἀλλή- 
λων, ἢ ἐσωτερικὴ ἐφαπτομένη 
ΑΒ συναντᾶ τὰς δύο 

εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ τῶν 
σημείων ἐπαφῆς. 


Πράγματι, ἐπειδὴ αἱ ἐξ 
ἑνὸς σημείου ἀγόμεναι ἀἐφα- 
πτόμεναι ἐπὶ μίαν περιφέ- 
ρειαν εἶναι ἴσαι, θὰ ἔχω- 

ἐν Αγξξὲίαθ, ΑΘ-:-. ΑδΔ': 

ἔτοι τὸ σημεῖον Α εἶναι 
τὸ μέσον τῆς ΓΔ. 

᾿Αναλόγως, τὸ σημεῖον 

Β εἶναι τὸ μέσον τῆς ΕΖ. 

Παρατήρησις. Ἢ περιφέ- 
ρεια μὲ κέντρον Α καὶ 
ἀκτῖνα ΑΘ διέρχεται διὰ 
τῶν σημείων ἐπαφῆς Γ,Δ καὶ τέμνει . ὀρϑογωνίως τὰς δύο δοθείσας 
περιφερείας. ᾿Επειδή, ὡς γνωστὸν (8 620), δύο περιφέρειαι τέμνον- 
ται ὀρθογωνίως ἐὰν αἱ ἀκτῖνες εἰς τὰ σημεῖα τομῆς αὐτῶν εἶναι 
κάθετοι ἐπ’ ἀλλήλας. 

Ἢ εὐθεῖα ΑΒ, εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων ἐκ τῶν ὁποίων 
ἄγονται ἴσαι ἐφαπτόμεναι πρὸς τὰς δύο περιφερείας. 


Θεώρημα 108-- 111 


628. Τὸ σημεῖον ἐπαφῆς τῶν περιφερειῶν τῆς προηγουμένης ἀσκή- 
σεως (ὃ 627) καὶ τὰ σημεῖα ἐπαφῆς μιᾶς ἐξωτερικῆς ἐφαπτομένης, δοί- 
ζουν μίαν ᾿ψ πευϊφέρτιαν, ἐφαπτομένην τῆς ἀντιστοίχου πρὸς τὴν ἄλλην 
ἐξωτεριχὴν ἐφαπτομένην ἡμιπεριφερείας. 

Πράγματι, αἱ περιφέρειαι μὲ κέντρα Α καὶ Β καὶ ἀκτῖνας΄ 
ΑΘ -Ξ-. ΘΟ ἐφάπτονται: ἐπειδὴ αἱ ἡμιευθεῖαι ΑΘ καὶ ΘΒ ἀποτε- 
λοῦν μίαν εὐθεῖαγ. 


Σκ. 9513. 
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Θεώρημα 110 


629. Τὰ σημεῖα τομῆς τῶν ἐξωτερικῶν διχοτόμων ἑνὸς τριγώνον 
εἶναι κέντρα περιφερειῶν ἐφαπτομένων τῶν τριῶν πλευρῶν τοῦ τριγώ- 
νον. Αἱ περιφέρειαι αὗται ὀνομάζονται παρεγγεγραμμέναι εἰς τὸ 
τρίγωνον. 


Θεώρημα 110--1 


680. Αἱ διχοτόμοι τῶν ἐξωτερικῶν γωνιῶν ἑνὸς τριγώνου σχηματί- 
ζουν τρίγωνον, ἔχον ὕψη κείμενα ἐπὶ τῶν ἐσωτεριχῶν διχοτόμων τῶν 
γωνιῶν τοῦ τριγώνου. 

Πράγματι, αἱ διχοτόμοι τῶν ἐξωτερικῶν γωνιῶν τοῦ τριγώνου 
εἶναι κάθετοι ἐπὶ τὰς διχοτόμους τῶν ἐσωτερικῶν γωνιῶν καὶ ἐπὶ 
πλέον ἑκάστη ἐσωτερικὴ διχοτόμος διέρχεται διὰ τοῦ σημείου το- 
μῆς δύο ἐξωτερικῶν διχοτόμων. 


Θεώρημα 111 
6391. Αἱ περιφέρειαι μὲ κέντρα τὰς κορνφὰς τριγώνου ΑΒΓ καὶ 


διερχόμεναι διὰ τῶν σημείων ἐπαφῆς τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας 
μετὰ τῶν πλευρῶν, ἐφάπτονται ἀνὰ δύο. 


ἔχ. “3. 


᾿Επειδὴ αἱ ἐφαπτόμεναι μιᾶς περιφερείας, αἱ ἀγόμεναι ἐξ ἑνὸς 
σημείου ἐκτὸς αὐτῆς, εἶναι ἴσαι, θὰ ἔχωμεν : 


ΑΕΞΞΑΖ, Β2Ζ2--ΒΔ, ΓΔ-Ξ-ΓΕ, 


καὶ αἱ θεωρηθεῖσαι περιφέρειαι, ἔχουσαι ἂν κοινὸν σημεῖον ἐπὶ 
τῶν διακέντρων τῶν ἀνὰ δύο, ἐφάπτονται ἀλλήλων κατὰ ζεύγη. 


Θεώρημα 111-- 


652. Αἱ περιφέρειαι, αἱ . μὲ κέντρα τὰς χορνφὰς ἑνὸς 
τριγώνου ΑΒΓ καὶ διερχόμεναι διὰ τῶν σημείων ἐπαφῆς ἑκάστης τῶν 
εἰς τὸ τρίγωνον περιφερειῶν μετὰ τῶν πλευρῶν, 
πτονται ἀνὰ δύο. 
"Απόδειξις ἀνάλογος πρὸς τὴν τῆς προηγουμένης ἀσκήσεως. 
Ὑπάρχουν τρεῖς ὁμάδες τοιούτων περιφερειῶν, ἐκ τριῶν μελῶν 
ικάστη. 
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Θεώρημα 111-11 


Θ33. 1) Ἢ ἐγγεγραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον περιφέρεια καὶ ἑκάστη τῶν 
παρεγγεγραμμένων εἰς αὐτό, τέμνουν ὀρϑογωνίως τὴν ὁμάδα τῶν τριῶν, ἐφα- 
πτομένων ἀνὰ δύο, περιφερειῶν (τῆς προηγουμένης ἀσκήσεως), τὴν ἀντισιοι- 
χοῦσαν εἰς τὴν θεωρουμένην παρεγγεγραμμένην περιφέρειαν. 

Ἐπειδὴ ἡ ἀκτὶς 1Δ τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἶναι κάθε- 
τος ἐπὶ τὴν ἀκτῖνα ΔΓ τῆς περιφερείας μὲ κέντρον Γ, κλπ. (Σχ. 374). 


2) ᾿Εὰν τρεῖς περιφέρειαι ἐφάπτωνται ἀνὰ δύο, ἡ διὰ τῶν τριῶν ση- 
μείων ἐπαφῆς διερχομένη περιφέρεια τέμνει ὀρϑογωνίως αὐτάς. 


Μέτρησις τῶν γωνιῶν 


634. ΑἹ ἀποδείξεις τῶν προτάσεων διὰ τὰς ἐγγεγραμμένας εἰς 
κύκλον γωνίας εἶναι πολὺ ἀπλαῖ. Εἰς ταύτας δυνάμεθα νὰ προσ- 
θέσωμεν καὶ τὰς ἀκολούθους : 


Θεώρημα. "Ἢ ἐγγεγραμμένη γωνία ἔχει ὡς μέτρον τὸ ἥμισυ τοῦ τό- 
ἕου τοῦ περιεχομένον μεταξὺ τῶν πλευρῶν της. 
Α 


΄οἜ 

Ἔστω Α ἡ ἐγγεγραμμένη γωνία, τῆς ὁποίας 
μία πλευρά διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου. 

Φέρομεν τὴν διάμετρον ΔΟΕ, παράλληλον 
πρὸς τὴν ΑΓ. 

Αἱ γωνίαι Α καὶ Ο εἶναι ἴσαι ἕνεκα τῶν πα- 
ραλλήλων ΑΓ καὶ ΟΔ καὶ ἑπομένως ἔχουν τὸ 
αὐτὸ μέτρον. Τὸ μέτρον τῆς ἐπικέντρου γωνίας 

Σχ. 8315. εἰς τὸ Ο εἶναι τὸ τόξον ΒΔ -- τόξον ΑΕ -- τό- 
ξον ΔΓ, ἐπειδὴ τὰ δύο τελευταῖα τόξα εἶναι 
ἴσα, ὡς περιεχόμενα μεταξὺ παραλλήλων χορ- 

δῶν. Αρα τόξον ΒΔ -- τόξον ΔΓ καὶ συνεπῶς τὸ τόξον ΒΔ εἶναι 
τὸ ἥμισυ τοῦ τόξου ΒΓ. 

Ἤτοι, ἡ ἐγγεγραμμένη γωνία Α ἔχει ὡς μέτρον τὸ ἥμισυ τοῦ 
τόξου ΒΓ, τοῦ περιεχομένου μεταξὺ τῶν πλευρῶν της. 


Θεώρημα. Ἣ γωνία ἑνὸς κυκλικοῦ τμήματος (4) ἔχει ὡς μέτρον τὸ 
ἥμισν τοῦ τόξου αὐτοῦ. 


Ἔστω ΒΑΓ ἡ γωνία τοῦ κυκλικοῦ τμή- 
ματος ΑΜΒ καὶ ΒΔ χορδὴ τῆς περιφε- 
ρείας, παράλληλός πρὸς τὴν ἐφαπτομένην 
εἰς τὸ σημεῖον Α. Τὰ τόξα ΑΔ καὶ ἊἋΒ 
εἶναι ἴσα, ὡς περιεχόμενα μεταξὺ παραλ- 
λήλων, αἱ δὲ γωνίαι Α καὶ Β ἐπίσης ἴσαι, 
ὡς ἐντὸς ἐναλλάξ, Καὶ ἐπειδὴ ἡ γωνία Β 
ἔχει ὡς μέτρον τὸ ἥμισυ τοῦ τόξου ΑΔ, 
Σς. 815. ἕπεται ὅτι ἡ ἴση της Α μετρεῖται ὑπὸ τοῦ 
ἡμίσεος τοῦ τόξου ΑΒ. 


Ια] 


4). Σημιῖμετ. Ἡ γωνία ὁνὸς κπυκλικοῦ τμήματος εἶναι ἡ γωνία 
τῆς χορδῆς αὐτοῦ μετὰ τῆς ἐφαπτομένης εἰς τὸ ἄκλρον αὐτῆς. 


635. Θεώρημα. Ἢ γωνία δύο χορδῶν τεμνομένων ἑντὸς τῆς περι- 
φερείας ἔχει ὡς μέτρον τὸ ἡμιάϑροισμα τῶν τόξων, τῶν περιεχομένων 
μεταξὺ τῶν πλευρῶν αὐτῆς καὶ τῶν προεκτά- 
σεών των. 

Ἕστω ΒΟΓ μία τοιαύτη γωνία. 

Διὰ τοῦ σημείου Ε φέρομεν χορδὴν ΕΑ 
παράλληλον πρὸς τὴν ΓΔ: Τὰ τόξα ΑΓ καὶ 
ΔΕ εἶναι ἴσα, καθὼς καὶ αἱ γωνίαι Ο καὶ Ε, 
ἕνεκα τῶν ἈσραλλΆνΟν, 


Ἡ γωνία Ε ἔχει ὡς μέτρον : 
““-- ΕΣν 
ΒΓΑ ἢ ΒΓ ΤᾺ 
2 Σ΄ ΤΣ 
΄΄΄΄“ς- --» 
καὶ ἑπομένως τὸ μέτρον τῆς γωνίας Ο εἶναι: ΞΡ -Ὲ. 


6386. Θεώρημα. Ἢ γωνία δύο χορδῶν, τεμνομένων ἐκτὸς τῆς περι" 
φερείας, ἔχει ὡς μέτρον τὴν ἡμιδιαφορὰν τῶν τόξων τῶν περιεχομένων 
μεταξὺ τῶν πλευρῶν αὐτῆς. 


Ἔστω ΒΑΓ μία τοιαύτη γωνία καὶ ΖΘ παράλληλος χορδὴ 
πρὸς τὴν ΑΓ (σχ. 378). 


Ν ΄“. 
Ἔχομεν: τόξον ΓΘ-- τόξον ΔΖ, Α-ΞΖ 
-- ΄σ΄- 
καὶ ἐπειδὴ ἡ γωνία Ζ ἔχει ὡς μέτρον ΞΕ ἢ ἜΒΓΩ,, Ἐς ἔπε- 
΄΄“»-- ΄΄-- 
ται ὅτι τὸ μέτρον τῆς γωνίας Α εἶναι: ΞΙ, -Ε. 


696 α. Τὸ μέτρον μιᾶς «παρεγγεγραμμένης» γωνίας εἰς περιφέρειαν--- 
δηλ. τῆς γωνίας μὲ κορυφὴν ἐπὶ τῆς περιφερείας καὶ πλενρὰς μίαν χορ- 
δὴν καὶ τὴν προέκτασιν μιᾶς ἄλλης---ἰσοῦται πρὸς τὸ ἡμιάϑροισμα τῶν 
τόξων, ἅτινα δὲν περιέχονται μεταξὺ τῶν χορδῶν. 


Σχ. 90 
Πράγματι, ἡ γωνία ΒΑΓ (Σχ. 379) ἔχει ὡς μέτρον : 
1 σ-- 1 “σ--: 
5 ΑΜΒ -Ἡ 53 ΑΝΔ, 
Γεωμετρία 19 


290 


ἐπειδὴ εἶναι τὸ παραπλήρωμα τῆς γωνίας ΒΑΔ, ἐχούσης ὡς 


Δ 
5-' 
Ἡ γωνία αὕτη ἀπαντᾶται ἀρκετὰ συχνά" τὴν ὀνομάζομεν πα- 
δεγγεγραμμένην. Τὸ μέτρον της εἶναι τὸ ἡμιάϑροισμα τῶν τόξων ἅτινα 
περιέχονται μεταξὺ τῶν δύο χορδῶν, ἐκ τῶν ὁποίων ἡ μία εἶναι ἡ 
μία πλευρὰ τῆς γωνίας καὶ ἡ ἄλλη ἡ προέκτασις τῆς ἄλλης 
πλευρᾶς. 


686 β. Σημείωσις. Ἢ σπουδὴ τῶν γωνιῶν, τῶν ὁποίων ἡ κορυφὴ 

κεῖται ἐντὸς ἢ ἐκτὸς τῆς περιφερείας ὀφείλεται εἰς τὸν ΑἸΒαΖεπ, 

νωστὸν καὶ ἐκ τοῦ προβλήματος αὐτοῦ τοῦ κυκλεκοῦ σφαιριστηρίου 
Ἢ κυκλικοῦ κατόπτρου (δ 1545). 


μέτρον 


Θεώρημα 118 


657. Ἐὰν δύο περιφέρειαι ἐφάπτωνται εἰς Α, πᾶσα τέμνουσα 
αὐτῶν ΜΑΝ, διὰ τοῦ σημείου ἐπαφῆς, ὁρίζει ἐπὶ τῶν περιφερειῶν τόξα 
ΑΜ, ΑΝ, μετρούμενα διὰ τοῦ αὐτοῦ ἀριϑμοῦ μοιρῶν. 

Τοιαῦτα τόξα δύνανται νὰ ὀνομασθοῦν ὅμοια. 

᾿Άρκεῖ νὰ φέρωμεν τὴν κοινὴν ἐφαπτομένην εἰς τὸ σημεῖον 
ἐπαφῆς. 

Θεώρημα 118 


6088. Δύο τέμνουσαι διὰ τοῦ σημείου ἐπαφῆς δύο ἐφαπτομένων περι’ 
φερειῶν ὁρίζουν ἐπ᾿ αὐτῶν ἀπέναντι χορδὰς παραλλήλους. 


Θεώρημα 1183-- 


689. Αἱ ἐφαπτόμεναι εἰς τὰ ἄχρα μιᾶς τεμνούσης, ἀγομένης διὰ 
τοῦ σημείου ἐπαφῆς δύο ἐφαπτομένων περιφερειῶν, εἶναι παράλληλοι. 


Θεώρημα 114 


640. "Ἐὰν δύο περιφέρειαι τέμνωνται καὶ δι᾽ ἑνὸς τῶν σημείων το- 
μῆς φέρωμεν τὰς διαμέτρους, ἡ εὐθεῖα ἧ συνδέουσα τὰ ἄκρα αὐτῶν 
διέρχεται διὰ τοῦ ἑτέρον σημείον τομῆς καὶ εἶναι διπλασία τῆς δια- 
κόντρον. 


Θεώρημα 116 


641. "Ἐὰν δύο περιφέρειαι Α καὶ Β τέμνωνται καὶ δι᾽ ἑνὸς τῶν σημείων 
τομῆς Γ ϑεωρήσωμεν μεταβλητὴν 
τέμνουσαν αὐτῶν ἘΓΖ, τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν μέτρων εἰς μοίρας τῶν 
τόξων ΓΕ καὶ ΓΖ, κειμένων πρὸς 
τὸ αὐτὸ μέρος τῆς τεμνούσης, εἴ- 
ναι σταϑερόν. 


Ἢ γωνία μ τῶν ἐφαπτομέ- 
νῶν εἰς τὸ Γ εἶναι σταθερά’ 
ἄρα καὶ τὸ παραπλήρωμα αὐ- 


΄“΄΄- ας 
τῆς χα -Ἐ εἶναι σταθερόν. 
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Θεώρημα 116 


Θ4282. Αἱ εὐϑεῖαι αἴ συνδέουσαι ἕν τῶν κοινῶν σημείων δύο περιφε- 
ρδιῶν μετά τῶν ἄχρων μιᾶς μεταβλητῆς τεμνούσης, διερχομένης διὰ τοῦ 
ἑτέρου κοινοῦ σημείον, σχηματίζουν σταϑερὰν γωνίαν. 


᾿Επειδὴ ἡ γωνία αὐτὴ εἶναι τὸ παραπλήρωμα τῆς γωνίας τῶν 
δύο περιφερειῶν. 


θ48 α. Σημείωσις. Τὸ θεώρημα ὀφείλεται εἰς τὸν Μοεοδι5, Στα- 
τική, σελ. 118. (Ριαπίγιδίγίοε τοῦ Παϊίτοερ ΒᾺ]Ν σ. 53). 


Θεώρημα 117 


648. Ἐὰν δύο περιφέρειαι τέμνωνται καὶ δι’ ἑνὸς τῶν χοινῶν ση- 
μείων αὐτῶν φέρωμεν μεταβλητὴν τέμνουσαν, ἡ γωνία τῶν ἐφαπτομένων 
εἰς τὰ ἄκρα αὐτῆς μένει σταϑερά. 


Θεώρημα 118 


Θ44. "Ἐὰν δύο περιφέρειαι τέμνωνται καὶ διὰ τοῦ ἑνὸς τῶν σημείων 
τομῆς φέρωμεν δύο τεμνούσας αὐτῶν, αἱ χορδαίΐ, αἱ δριζόμεναι ἐπὶ τῶν 
περιφερειῶν ὑπὸ τῶν ἄκρων τῶν τεμνουσῶν, σχηματίζουν, προεκχτεινόμε- 
ναι, γωνίαν σταϑεράν. 

Θεώρημα 119 


Θ4δ. Δύο περιφέρειαι ἐφάπτονται ἐσωτεριχῶς εἰς Α καὶ διὰ τοῦ 
ἄκρου Β τῆς διακέντρον ΑΒ φέρομεν χορδὴν ΒΓΔ, ἐφαπτομένην εἰς Γ 
τῆς ἐσωτερικῆς περιφερείας, Δείξατε ὅτι ἣ ΑἸ εἶναι διχοτόμος τῆς γω- 
νίας ΒΑΔ. 


]η ᾿Απόδειξις. Φέρομεν τὴν ἐφαπτομένην ΑΕ καὶ τὴν εὐθεῖαν 


ΓΖ. 
᾿Επειδὴ αἱ ἐφαπτόμεναι ΑΕ καὶ ΓΕ εἶναι ἴσαι, θὰ ἔχωμεν: 
γωνία ΕΑΓ -Ξ ΕΓΑ’ 


ἀλλὰ ΤῈ Ζ 
΄ἉςἘ 
βὰν -- ΔΘ ΤΑΣ 
Α Β 
΄κ... ΄'. 
εἴὰ -- δ 82 
ἑπομένως Δ2-- 82 Σχ. 3281. 


΄΄ ΄ὃ᾿ς 
ἄρα καὶ ΔΑΓ-ΞΓΑΒ. Ἤτοι ἡ ΑΓ εἶναι διχοτόμος τῆς ΒΑΔ. 
ἴΆλλαι ἀποδείξεις. 2) Φέρομεν τὴν χακτῖνα ως ίσχ. 381)" ἐκ τοῦ 


ἰσοσκελοῦς τριγώνου ΑΜΓ, ἕπεται γᾶμ --: ΑΓΜ καὶ, ἐπειδὴ ἡ ΜΓ 
εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ἐφαπτομένην ΒΓ, ἡ ΜΓ θὰ εἶναι παράλληλος 


πρὸς τὴν ΑΔ. “ὥστε ΑΓΜ -- ΓΆΔ, ὡς ἐντὸς ἐναλλάξ γωνίαι, 


΄'Το5ς- 
καὶ κατὰ συνέπειαν ΓΑΔ -Ξ ΓΆΜ. 
3) ΘΗ εἶναι παράλληλος πρὸς ΒΔ (Σχ. 382), ἕνεκα τῶν ὀρθῶν 
δ τὰν τ εἰς τὰ Θ καὶ Δ, καὶ ἑπομένως Γ εἶναι τὸ μέσον τοῦ τό- 
ξου ΘΗ. 
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4) Αἱ γωνίαι εἰς τὸ Α ἔχουν ὡς συμπληρῶώμστα τὰς γωνίας 
ΑΓΔ καὶ ΑΗΓ, ἐχούσας τὰ αὐτὰ μέτρα. 


Σχ. 332 Σχ. 382. 


5, Ἐπειδὴ τὸ τρίγωνον ΕΑΓ εἶναι ἰσοσκελὲς (ΣΧ. 383), θὰ 
ἔχωμεν: 


ἀ-ν-- τῇ. 

Ἑπομένως : τιν 
καὶ 
Θεώρημα 110--Ἰ 


Θ46. Ἢ ἐσωτερικὴ διχοτόμος τῆς γωνίας ἑνὸς τριγώνου εἶναι και 
διχοτόμος τῆς γωνίας τῆς διαμέτρου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας 
καὶ τοῦ ὕψους τοῦ τριγώνου, τῶν ἀγομέ- 
νων ἐκ τῆς χορυφῆς τῆς ϑεωρουμένης 
γωνίας, 


Ἑστω ΑΒΓ τὸ τρίγωνον, ΓΟΔ ἡ ἐκ 
τοῦ Γ διάμετρος τῆς περιγεγραμμένης 
εἰς αὐτὸ περιφερείας, ΓΔ ἡ διά ετρος 
ἐκ τοῦ Γ καὶ ΓΗΛ τὸ ἐπὶ τὴν ΑΒ ὕψος 
τοῦ τριγώνου. Ἡ συνδέουσα εὐθεῖα τὴν 
ΚΡΡΟΘῚν Γ μὲ τὸ μέσον Θ τοῦ τόξυ 

εἶναι ἡ διχοτόμος ἧἣς γωνίας Γ. 

᾿Επειδὴ ἡ γωνία ΓΛΔ εἶναι ὀρθή, 
ΕΣ... 384. καθὼς καὶ ἡ ΓΗΑ, αἱ εὐθεῖαι ΑΒ καὶ 
ΔΑ εἶναι παράλληλοι καὶ ἑπομένως : 


“-ο 


ΕΗ 
ἸΛῈ -ξ ΑΔ κλπ. 


Παρατηρήσεις. 1) Ἡ γνωστὴ πρότασις: Ἢ διχοτόμος τῆς ὀρϑῆς γω- 
γνίας ἑνὸς τριγώνου εἶναι καὶ διχοτόμος τῆς γωνίας τοῦ ὕψους καὶ τῆς 
διαμέσου, τῶν ἀγομένων ἐκ τῆς αὐτῆς κορυφῆς (ὃ 500), εἶναι εἰδικὴ 
περίπτωσις τοῦ ἀνωτέρω θεωρήματος. ᾿Επειδή, ἐπὶ τοῦ προκειμέ- 
νου, ἡ διάμεσος εἶναι ἡ ἀκτὶς τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. 

2) Δυνάμεθα νὰ δώσωμεν καὶ δευτέραν ἀπόδειξιν τῆς ἰδίας 

ροτάσεως, ὡς ἐν 8 664. 
3) Αἴ εὐθεῖαι ΓΊ] καὶ ΓΔ, σχηματίζο! σαι ἴσας γωνίας πρὸς τὴν 
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εἰχότομαν τῆς γωνίας Γ, ὀνομάζονται ἰσογώνιοι εὐθεῖαι (858 1108 
καὶ 2307). 

4) Ἡ ἐξωτερικὴ διχοτόμος σχηματίζει ἴσας ἐπίσης γωνίας μετὰ 
τῆς διαμέτρου καὶ τοῦ ὕψους. 


Θεώρημα 120 


647. "Ἐὰν ἕν παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ, ἀμεταβλήτου μεγέϑους, κι- 
νῆται ἐν τῷ ἐπιπέδῳ του κατὰ τρόπον, ὥστε δύο προσχείμεναι πλευραί 
τον ΑΒ, ΑΔ νὰ διέρχωνται διὰ δύο σταϑερῶν σημείων, ἧἣ διαγώνιος 
ΑΓ διέρχεται ἐπίσης διὰ σταϑεροῦ σημείου. 

(Μέϑοδοι, 8. 14)}. 

Θεώρημα 120-- 


Θ48. Αἱ προβολαὶ Α, Β, Γ' ἑνὸς τυχόντος σημείον Μ ἐπὶ τριῶν εὖ- 
ϑειῶν διερχομένων διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείον καὶ σχηματιζουσῶν πρὸς ἀλ- 
λήλας γωνίας α, β,γ (κατὰ τὸ σχῆμα) 
μὲ ἄϑροισμα α-Ἐ β-|- γΞεῶ ὀρϑ., 
εἶναι αἱ χορνφαὶ ἑνὸς τριγώνου 
ΑΒΓ μὲ γωνίας ἴσας ἀντιστοίχως 
πρὸς τὰς α, β, "ὦ 

Ἔστω Ο τὸ κοινὸν σημεῖον 
τῶν εὐθειῶν’ ἐὰν μὲ διάμετρον 
ΟΜ γράψωμεν περιφέρειαν, τὰ 
σημεῖα Α Β, Γ θὰ εὑρίσκωνται 
ἐπ᾽ αὐτῆς καὶ θὰ ἔχωμεν 


΄ς- ΄σι΄ ΄- ΄οςος ΄- 
ΑΞ: ΓΜΒ:-ΓΏΒετα, Β--β, Γ-Ξγ. 


ΠΑαρατηρήσεις. Ἔκ τοῦ Βέωρις 
ἵπτος τούτου ἕπονται πολλαὶ περιπτώσεις ὁμοιότητος τριγώνων. 

τω: 

1) Αἱ προβολαὶ τοῦ ὀρθοκέντρου ἑνὸς τριγώνου ἐπὶ τῶν καθέ- 
τῶν εἰς τὰ μέσα τῶν πλευρῶν αὑτοῦ, ὁρίζουν τρίγωνον ὅμοιον πρὸς 
τὸ ἀρχικόν. 

2) Αἱ προβολαὶ τοῦ κέντρου τῆς περιγεγραμμένης εἰς τρίγωνον 
περιφερείας ἐπὶ τῶν ΤΡΙΟΥ ὑψῶν αὐτοῦ, ὀρίζουν τρίγωνον ὅμοιον 
ἐπίσης πρὸς τὸ ἀρχικόν. 

3) Δυνάμεθα νὰ συσχετίσωμεν τὸ θεώρημα τῆς 8 648 πρὸς τὸ 
τῆς 8 2287. 


Σ.). 38). 


Σχήματα ἐγγεγοαμμένα εἰς κύκλον 


649. Διὰ τὴν λύσιν τῶν ἀσκήσεων τῶν σχετικῶν πρὸς γωνίας, 
τρίγωνα καὶ τετράπλευρα ἐγγεγραμμένα εἰς κύκλον, μᾶς εἶναι 
ἀναγκαία ἡ χρῆσις τῶν ἑπομένων, κυρίως, θεωρημάτων: 

Ἢ ἐγγεγραμμένη γωνία ἔχει ὡς μέερον τὸ ἥμισυ τοῦ τόξου τοῦ περιεχο- 
μένον μεταξὺ τῶν πλευρῶν της. 

Εἰς ἴσα τόξα ἢ εἰς ἐσας χορδὰς ἀντιστοιχοῦν ἴσαι ἐπίκεντροι γωνίαι. 

Διὰ συνδυασμοῦ τῶν δύο αὐτῶν θεωρημάτων λαμβάνομεν τό, 
συχνῆς ἐφαρμογῆς, ἀκόλουθον θεώρημα : 

Εἰς ἴσα τόξα ἢ χορδὰς ἀντιστοιχοῦν ἴσαι ἐπίκεντροε γωνίαι καὶ ἄντι- 
σερόφως. 


294 


Διὰ τὰς ἀσκήσεις τὰς σχετικὰς πρὸς τὸ τετράπλευρον, βοηθού- 
μεθα ὑπὸ τῶν ἑξῆς δύο βασικῶν θεωρημάτων : 

Εἰς ἕν ἐγγεγραμμένον εἰς κύκλον καὶ κυρτὸν τετράπλευρον, αἱ ἀπέναντι 
γωνίαι εἶναι παραπληρωματικαὶ καὶ ἀντιστρόφως, ἕν κυρτὸν τετράπλευρον 
εἶναι ἐγγράψιμον εἰς κύκλον, ἐὰν αἱ ἀπέναντι γωνίαι του εἶναι παραπλη- 
ρωματικαί. 

Ἐυνάμεθα νὰ προσοθέσωμεν καὶ τὰ ἀκόλουθα δύο θεωρήματα 
(8. 658): 

Εἰς ἔν μὴ κυρτὸν ἐγγεγραμμένον τετράπλευρον, αἱ ἀπέναντι γωνίαι του 
εἶναι ἴσαε καὶ ἀντιστρόφως, ἕν μὴ κυρτὸν τετράπλευρον εἶναι ἐγγράψιμον 
ἐὰν αἱ ἀπέναντι γωνίαι του εἶναι ἴσαι. 

Παρατηρητέον, ὅτι δύο ἀντικείμεναι πλευραὶ ἑνὸς κυρτοῦ τε- 
τραπλεύρου καὶ αἱ διαγώνιοι αὐτοῦ ἀποτελοῦν ἕν μὴ κυρτὸν τε- 
τράπλευρον, διὰ τὸ ὁποῖον ἰσχύουν τὰ ἀνωτέρω δύο θεωρήματα. 


Θεώρημα 121 


660. Εἰς ἴσα τόξα ἢ χορδὰς ἀντιστοιχοῦν ἐγγεγραμμέναι γωνίαι ἴσαι" 
καὶ ἀντιστρόφως. 
Θεώρημα 121-- 


΄ς 

660 α. "Ἔστω ΑΟΒ -Ξ- θφ μία ἐπίκεντρος γωνία καὶ Μ ἡ κορυφὴ μιᾶς 
ἄλλης γωνίας ἴσης πρὸς : τὴν φ. 

Ἰὸ ὑποτεῖνον τόξον ΑΒ τὴν γωνίαν φ ἰσοῦται πρὸς 

΄.΄χς 

1) Τὸ ἥμισυ τοῦ ὑποτείνοντος τόξου τὴν γωνίαν Μ, ἐὰν ἡ κορυφὴ Μὶ 
εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς περιφερείας. 

2) Τὸ ἥμισυ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν τόξων τῶν περιεχομένων μεταξὺ τῶν 
πλευρῶν τῆς γωνίας, ἐὰν ἡ κορυφὴ Δ εὑρίσκεται ἐντὸς τῆς περιφερείας. 

3) Τὸ ἥμισυ τῆς διαφορᾶς τῶν τόξων τῶν περιεχομένων μεταξὺ τῶν 
πλευρῶν, τῆς γωνίας, ἐὰν ἡ κορυφὴ Α εὑρίσκεται ἐκτὸς τῆς περιφερείας" 
καὶ ἀντιστρόφως. 

Θεώρημα 121--Π1 


661. Τῶν τριγώνων ΑΒΓ τῶν ἐγγεγραμμένων εἰς περιφέρειαν (0) καὶ 
ἐχόντων σταϑερὰν τὴν γωνίαν Α, ἣ πλευρὰ ΒΓ ἐφά- 
πτεται σταϑερᾶς καὶ ὁμοκέντρου πρὸς τὴν (Ο)} περι- 
φερείας. 


Ἔστω Α ἡ σταθερὰ γωνία’ τὸ μέτρον της 


ἰσοῦται πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ τόξου ΒΓ. ᾿Εὰν λοι- 
΄ΟὋ 
πὸν Α"-- Α, 
΄““ις ΄“-πΟ' 
θὰ εἶναι καὶ ΒΓ--θ΄:Γ΄ 


καὶ ἑπομένως ΒΓ-ΕΒ΄΄. 
Καὶ ἐπειδὴ ἴσαι χορδαὶ ἀπέχουν ἴσον τοῦ κέντρου, αἱ χορδαὶ ΒΓ, 
ΒΊΓ' θὰ ἐφάπτωνται μιᾶς περιφερείας ὁμοκέντρου τῆς (Ο). 
Θεώρημα 121--111 


662. Τῶν τριγώνων ΑΒΓ, τῶν περιγεγραμμένων εἰς περιφέρειαν (Ο) 
καὶ ἐχόντων σταϑερὰν τὴν γωνίαν Α, ἣ πλευρὰ ΒΓ ἐφάπτεται σταϑερᾶς 
καὶ ὁμοκέντρου πρὸς τὴν (Ο) περιφερείας. 


295 


᾿ΕἘπειδὴ ἡ ἀπόστασις ΑΟ θὰ εἶναι σταθερά, ὡς ὑποτείνουσα 
ἑνὸς ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΟΤ (ὅπου Τ τὸ σημεῖον ἐπαφῆς τῆς 
πλευρᾶς ΑΒ καὶ τῆς περιφερείας (Ο), προφανῶς σταθεροῦ. 


Θεώρημα 1233 
668. Ἑὶς περιφέρειαν, μία ἐπίκεντρος γωνία φ ἰσοῦται πρὸς μίαν 
ἄλλην ἐγγεγραμένην ὠ. Δείξατε, ὅτι ἐὰν ἐκάστη γωνία ἰσοῦται πρὸς ὅς 
μιᾶς ὀρϑῆς, αἱ ἀντίστοιχοι χορδαὶ αὐτῶν εἶναι ἴσαι. 
Ἔστω γωνία ΑΟΒ -Ξ ΔΓΕ-Ξε -Ξ- τ ὀρθῆς" θὰ δείξωμεν ὅτι 


3 

ΔΕ -Ξ ΑΒ. 
Πράγματι, πᾶσαι αἱ γωνίαι περὶ τὸ Ο (Σχ. 387) ἔχουν ἄϑροι- 
σμα 4 ὀρθάς, καὶ ἐπειδὴ ἡ γωνία 4 ὀρθῶν 


εἶναι τριπλασία, τῆς γωνίας ΒᾺ ὀρθῆς, ἔπε- 
ται ὅτι περὶ τὸ σημεῖον Ο δυνάμεθα νὰ σχη- 
ματίσωμεν τρεῖς γωνίας ἴσας πρὸς τ ὀρθῆς 


καὶ Εξ γωνίας ἴσας πρὸς -ὃ- ὀρθῆς. 


[} 
ὅχ. 3831. 


"Ας ὑποθέσωμεν ὅτι γων. ΑΟΒ -Ξ Ξ ὀρθῆς 
καὶ γωνία Αο9---ἢ ὀρθῆς. Εἰς τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΟΘ, 
ἐπειδὴ ἡ γωνία εἰς τὸ Ο ἰσοῦται πρὸς ξ. ὀρθῆς, τὸ ἄθροισμα τῶν 


δύο ἄλλων γωνιῶν ἰσοῦται πρὸς Ξ ὀρθῆς καὶ ἑπομένως ἑκάστη 


πρὸς τ. ὀρθῆς. "Ἤτοι τὸ τρίγωνον τοῦτο εἶναι ἰσόπλευρον, καὶ 
ΑΘΞ- ΑΟ-Ξ-ΟΘ. Ἐξ ἄλλου, ἡ ἐγγεγραμμένη γωνία ΑΘΒ ἰσοῦ- 
τα πρὸς Ε ὀρθῆς καὶ πρὸς τὴν γωνίαν ΑΟΒ -Ξ ΔΓΕ. Ἑπομένως : 
ΑΒ -- ΔΕ. 
Θεώρημα 132--1 
664. ᾽Εὰν ἐκάστη τῶν ἴσων γωνιῶν τῆς προηγουμένης ἀσκήσεως εἴ- 
ναι μιχροτέρα τῶν Ξ- ὀρϑῆς, ἢ χορδὴ τῆς ἐπικέντρου φ εἶναι μικρο- 
τέρα τῆς χορδῆς τῆς ἐγγεγραμμένης ὦ ἀλλὰ μεγαλυτέρα τοῦ ἡμίσεος 
αὐτῆς. 
"Ἔστω ἡ γωνία ΑΓΒ « φ ὀρθῆς καὶ ΓΟΘ ἡ διχοτόμος τῆς 
(Σχ. 387). Ἔχομεν 
τὰς, “Ὁ “» 
ΑΟΘ -- ΘΟΒ Ξ5αΓβΒ. 
᾿Αλλ’ εἰς τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΘΒ εἶναι 


ΑΘ ΚΑΒ καὶ ἐπομένως ΑΘ» "5 ; 


ΣΖημείωσις. ᾿Εὰν ἡ τιμὴ ἑκάστης γωνίας εἶναι μεγαλυτέρα τῶν 
- ὀρθῆς, ἡ χορδὴ τῆς ἐπικέντρου φ εἶναι μεγαλυτέρα τῆς ἐγγε- 


γραμμένης ὦ ἀλλὰ μικροτέρα τοῦ διπλασίου τῆς χορδῆς αὐτῆς, 
ν τιμὴ τῆς ἐπικέντρου δὲν ὑπερβαίνῃ τὰς 15152΄40΄΄. ᾿Εὰν 
Φ -Ξ- 15192.40', ἡ χορδὴ τῆς Φ εἶναι διπλασία τῆς χορδῆς τῆς ὠ΄" 
διὰ Φ᾽» 15102΄40΄ ἡ χορδὴ τῆς φΦ εἶναι μεγαλυτέρα τοῦ διπλασίου 
τῆς χορδῆς τῆς ὠ. Ἰέλος, διὰ φ -- 1800, ἡ πρώτη χορδὴ εἶναι ἴση 
πρὸς τὴν διάμετρον καὶ ἡ δευτέρα μηδενίζεται. 


Θεώρημα 1283 


Θδδ. Πᾶν ἐγγεγραμμένον εἰς κύκλον παραλληλόγγραμμον εἶναι ὀρ- 
ϑογώνιον καὶ αἱ διαγώνιοί του εἶναι διάμετροι. 

᾿Επειδὴ ΑΔ-ΞΒΓ, ὡς ἀν- 
τικείμεναι πλευραὶ παραλ- 
ληλογράμμου, θὰ εἶναι καὶ 
ΑΔ -δῦ τον καὶ ἀναλό- 
γως ΑΒ-Ἐ ΓΔ -Ξμ. Καὶ ἐ- 
πειδή, ἀκόμη, ὡς ἐκ τοῦ 
σχήματος φαίνεται ἀμέσως, 
ἑκάστη τῶν γωνιῶν Α, Β, 
Γ, Δ τοῦ παραλληλογράμ- 
μου ἔχει μέτρον ἴσον πρὸς 


- (μ -Ἐ ν), ἕπεται ὅτι ἐκά- 


στὴ τῶν γωνιῶν αὐτῶν εἴ- 
Τῇ ίας Α οὔ ἐ ἑ ἧς μήρι θῆς, ἡ δὴ ΒΔ 
ς γωνίας οὔσης ἐγγεγραμμένης καὶ ὀρθῆς, ἡ χορ 
εἶναι διάμετρος" τὸ αὐτὸ ἰσχύει καὶ διὰ τὴν χορδὴν ΑΓ. 


Θεώρημα 188--1 


666. Τέσσαρες ἐφαπτόμεναι μιᾶς περιφερείας, παράλληλοι ἀνὰ δύο, 
σχηματίζουν ἕνα περιγεγραμμένον εἷς τὴν περιφέρειαν ρόμβον'᾽ τὸ τε- 
τράπλευρον μὲ κορνφὰς τὰ σημεῖα ἐπαφῶν εἶναι ὀρϑογώνιον. 


Θεώρημα 1398-- 11 


667. Αἱ χορδαί, αἱ κάϑετοι ἐπὶ τυχοῦσαν χορδὴν εἰς τὰ ἄκρα αὐτῆς 
εἶναι ἀπέναντι πλευραὶ ἑνὸς ὀρδογωνίου ἐγγεγραμμένου εἰς τὴν περι- 


φέρειαν. 
Θεώρημα 139--111 


ἂ {7 668. Αἱ ἀπέναντι γωνίαι ἑνός, μὴ κυρτοῦ καὶ 
ἐγγεγραμμένου εἰς κύκλον, τετραπλεύρου εἶναι ἴσαι. 


Ἕν μὴ κυρτὸν τετράπλευρον εἶναι ἐγγράψιμον 
εἰς κύκλον, ἐὰν αἱ ἀπέναντι γωνίαι του εἶναι ἴσαι. 
Τ "Ἔστω ΑΒΓΔ ἕν μὴ κυρτὸν καὶ ἐγγεγραμμέ- 
γον τετράπλευρον. Πρὸς καθορισμὸν τῆς ἐννοίας 
«ἀπέναντι γωνίαι» παρατηροῦμεν, ὅτι κατὰ τὴν 
διαγραφὴν τῆς περιμέτρου τοῦ τετραπλεύρου 


κατά τινα φοράν, αἱ κορυφαὶ Α καὶ Γ συναντῶνται ὡς πρώτη καὶ 
τρίτη, αἱ δὰ Β καὶ Δ ὡς δευτέρα καὶ τετάρτη. Αἱ Α, ΓΡ ἢΒ,Δ 


Σχ. 359. 


297 


κορυφαὶ εἶναι ἀπέναντι κορυφαὶ τοῦ τετραπλεύρου καὶ αἱ ἀντίστοι- 
χοι γωνίαι, ἀπέναντι γωνίαι αὐτοῦ. 


΄Ν ΄“΄Ο 
1) ΑΙ-ξςιΓ, ὡς μετρούμεναι ὑπὸ τοῦ ἡμίσεος τοῦ τόξου ΒΔ. 


΄ὍΝ ΄ς- 
2) ᾿Ἐὰν Α Ξ-Γ, τὰ σημεῖα Α καὶ Γ εὑρίσκονται ἐπὶ τόξου κύ- 
κλου διερχομένου διὰ τῶν Β καὶ Δ καὶ δεχομένου γωνίαν ἴσην 


΄ς 
πρὸς Α. Ἤτοι τὰ τέσσαρα σημεῖα Α, Β, Γ, Δ εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς 
αὐτῆς περιφερείας. 

Θεώρημα 134 


669. Αἱ περιφέρειαι αἱ διερχόμεναι διὰ τῶν κορυφῶν Α καὶ Β ἑνὸς 
τριγώνον, τέμνουν τὰς πλευρὰς τῆς τρίτης γωνίας κατὰ χορδὰς πα- 
ραλλήλους. 

Τὰ τετράπλευρα ΑΔΕΒ, ΑΜΝΒ εἶναι ἐγγράψιμα (8 649) καὶ 

΄χ᾽ς ΄ῪἉΜ- 
ἑπομένως Ἐ-ΞΕΝ, ἀφοῦ ἡ πρώτη τῶν γω- 
νιῶν αὐτῶν εἶναι τὸ παραπλήρωμα τῆς 
ΒΑΔ καὶ ἡ ϑευτέρα ἴση πρὸς ΒΑΜ. Ἤτοι 
αἱ ΕΔ καὶ ΝΜ χορδαὶ εἶναι παράλληλοι. 


ΜΠαρατηρήσεις. 1. Αἱ ἀπέναντι πλευραὶ 
ἑνὸς ἐγγραψίμου τετραπλεύρου εἶναι ἀντι- 
παράλληλοι εὐθεῖαι (5 471). 

Πράγματι, ἐπειδὴ αἱ ἀπέναντι γωνίαι 
εἶναι παραπληρωματικαί, αἱ γωνίαι ΓΔΕ 
καὶ ΑΒΓ εἶναι ἴσαι, καθὼς καὶ αἱ ΒΑΓ 
καὶ ΔΕΓ. 

2) Ἢ ἐφαπτομένη ΓΤ εἶναι παράλλη- 
λος πρὸς τὴν ΔΕ’ ἄρα: Ἢ ἐφαπτομένη ΓΤ Σχ. 300 
εἶναι ἀντιπαράλληλος πρὸς τὴν χορδὴν ΑΒ. ᾿ 

3) Αἱ τομαὶ τῶν ΓΑ καὶ ΓΒ ὑπὸ τῶν διὰ τῆς ΑΒ περιφερειῶν, 
ὁρίζουν χορδὰς ΜΝ παραλλήλους πρὸς τὴν ΔΕ καὶ ἑπομένως 
ἀντιπαραλλήλους τῆς ΑΒ πρὸς τὰς πλευρὰς τῆς γωνίας Γ. 


Θεώρημα 1256 


660. Μὲ βάσιν δοϑὲν τμῆμα ΑΒ, κατασχευάζομεν τρίγωνα ΑΒΓ! 
ἔχοντα σταϑερὰν τὴν γωνίαν Γ. Δείξατε ὅτι αἱ εὐϑεῖαι ΔῈ, αἱ συνδέον" 
σαι τοὺς πόδας τῶν ὑψῶν ΑΔ, ΒΕ ἐπὶ τὰς 
πλευρὰς ΒΓ καὶ ΑΓ', ἔχουν σταϑερὸν μῆκος. 


᾿Επειδὴ ἡ γωνία Γ᾽ εἶναι σταθερά, ἡ 
κορυφή τῆς θὰ εὑρίσκεται ἐπὶ ἀῆθα ΠΡ ΑΝ. 
τόξου δεχομένου γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν 
σταθερὰν τιμὴν τῆς Γ. 

Ἢ περιφέρεια μὲ βιαμεῖρον ΑΒ διέρ- 
χεται διὰ τῶν ποδῶν Δ, τῶν ὑψῶν, 
οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ θέσις τῆς κορυ- 
φῆς Γ ἐπὶ τοῦ τόξου τούτου. ᾿Αλλ’ ἡ γω- 
νία Γ, τῶν τεμνουσῶν ΓΕΑ καὶ ΓΔΒ τὴν 
περιφέρειαν ΑΕΔΒ, ἔχει ὡς μέτρον: 


΄--ΞἬ -΄-» 
“ ΑΖΒ -- ΔΕ 
ΕΞΞΞΞΞΞΞ  ισενς 
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ἡ δὲ γωνία Γ εἶναι σταθερὰ ὡς καὶ ἡ ἡμιπεριφέρεια ΑΖΒ' Ἄρα 
ΔῈ -- σταθ., ὡς χορδὴ τόξου σταθεροῦ μεγέθους. 


661. Παρατηρήσεις. 1) Ἔστω ] τὸ μέσον τῆς χορδῆς" ἐπειδή, εἰς 
ἑκάστην θέσιν τῆς κορυφῆς Γ, ἡ χορδὴ ΔΕ ἐφάπτεται τῆς περιφε- 
ρείας μὲ κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα ΟἹ, συμπεραίνομεν : “Ἢ περιφέρεια 
(Ο, Οὐ) εἶναι ἡ περιβάλλουσα τῶν εὐθειῶν ΔῈ (8 119). 

2) Ἢ εὐθεῖα ΔΈ, ἡ συνδέουσα τοὺς πόδας τῶν ὑψῶν, εἶναι ἀνειπαράλ- 
ληλος πρὸς τὴν πλευρὰν ΑΒ, ἐκ τῶν ἄκρων τῆς ὁποίας ἄγονται τὰ ὕψη. 

Πράγματι, τὸ τετράπλευρον ΑΒΔΕ εἶναι ἐγγράψιμον (8 659) 
καὶ ἡ γωνία ΓΔΕ, παραπληρωματικὴ τῆς ΕΔΒ, εἶναι ἴση τῆς 
ΕΑΒ, παραπληρώματος τῆς ΕΔΒ. 


Θεώρημα 126 


662. Τὰ ὕψη ἑνὸς τριγώνου κεῖνται ἐπὶ τῶν διχοτόμων τῶν γωνιῶν 
τοῦ τριγώνον τοῦ ἔχοντος κορυφὰς 
Α τοὺς πόδας τῶν εὐθειῶν αὐτῶν. 


Μιοολονότι ἡ πρότασις αὕτη 
ἀπεδείχθη εἰς τὰς Μεϑόδους 
(8 292, ι), παραθέτομεν ἐν- 
ταῦθα καὶ μίαν ἄλλην ἀπόδει- 
ξιν : Εἰς τὰ ἐγγράψιμα τετρά- 
πλευρα ΒΔΗΖ, ΔΓΕῊ ἔχομεν: 

αΞτεα΄, β--β΄. 

᾿Αλλ᾽ εἶναι α΄ -- β΄, ἐπειδὴ 
αἱ πλευραὶ τῶν γωνιῶν αὐτῶν 
εἶναι κάθετοι ἐπ᾽ ἀλλλήλας" 
ἄρα: 

α -Ξβ. 

Παρατήρησις. Πρβλ. θεωρή- 

ματα (8 1136) καὶ (8 1138). 


Θεώρημα τοῦ Ναφεῖ 127 


663. Αἱ ἀκτῖνες περιφερείας εἷς τὰς κορυφὰς ἐγγεγραμμένον εἰς 
αὐτὴν τριγώνου, εἶναι χάϑετοι ἐπὶ τὰς εὐϑείας, αἵτινες συνδέουν ἀνὰ 
δύο τοὺς πόδας τῶν ὑψῶν τοῦ τριγώνου. 

Α΄ ᾿Απόδειξις (Μέϑοδοι, 8 292 θ). 

Β’ ᾿Απόδειξις (Ἤσπεεὶ, Ν, Α., 1860, σελ. 438): ᾽Εκ τοῦ ἰσοσκε- 
λοῦς τριγώνου ΑΟΒ, λαμβάνομεν α ΞΞ 900 -- Γ, Τὰ ὕψη τοῦ ΑΒΓ 
εἶναι διχοτόμοι τῶν γωνιῶν τοῦ ΔΕΖ' ἑπομένως ὃ - 909 -- (ε -Ἐ ζ) 
καὶ ἐπειδὴ ἡ γωνία (ε -ἰ- 7) εἶναι! παραπληρωματικὴ τῆς ΕΗΖ, τῆς 

΄“΄ς 


ὁποίας, πάλιν, παραπλήρωμα εἶναι ἡ Γ, ἔπεται: ε-Ἐζ- Γ, α -- ὃ. 
᾿Αλλὰ ἡ ΑΔ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ΔΙ ἄρα καὶ ἡ ΑΟ εἶναι 
κάθετος ἐπὶ τὴν ΔΖ. 
Γ΄ ᾿Απόδειξις. Τὸ ἐγγράψιμον τετράπλευρον ΓΖΔΒ (Σχ. 394) 
δίδει: 


Γ--Δ. 
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““Ν σ΄ Ὁ- σι. 
καὶ ἐὰν ΑΤ ἡ ἐφαπτομένη εἰς τὸ Α: Α --Γ, Α-- ἃ. Ἑπομένως, ἡ 
ΖΔ, παράλληλος οὖσα πρὸς τὴν ΑΤ, εἶναι καὶ κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΟ. 


Σχ. 304. 


ΘΘ4. Παρατήρησις. 1) ᾿Η διχοτόμος μιᾶς γωνίας τριγώνου διαιρεῖ εἷς 
δύο μέρη ἴσα τὴν γωνίαν τῆς ἀκιεῖνος τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας καὶ 
τοῦ ὕψους, τῶν ἀγομένων ἐκ τῆς κορυφῆς τῆς ϑεωρουμένης γωνίας. 


΄ὡς- ΄Π ΄ς-ς 
Πράγματι, ἐπειδὴ (Σχ. 393) ΑΟΒ -Ξ- 2Γ, θὰ εἶναι α-ΞΞ909--Γ’ ἀφ᾽ 


΄Ξ. ΄ς- ἌΝ 
ἑτέρου ΓΒΖ --- 909 --Γ. Ὥστε: α -- ΓΒΖ, δηλ. ἡ διχοτόμος τῆς γω- 
νίας Β εἶναι καὶ διχοτόμος τῆς γωνίας ΟΒΖ (πρβλ. 8 646). 
2) Τὸ ϑεώρημα τοῦ Ναρεὶ εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις ἑνὸς γενικωτέ- 
ρου θεωρήματος. 


86864α. πὸ εὐ ύ  πρϑοον Τὸ σημεῖον τομῆς τῶν ὑψῶν ἑνὸς τριγώνου 
ὠνομάσθη ὀρϑόκενερον αὐτοῦ ὑπὸ τοῦ Μ. Βεβαηΐ, συγγραφέως δια- 
φόρων ἐκτιμωμένων μαθηματικῶν συγγραμμάτων. Τὸν ὅρον τοῦ- 
τον ἐχρησιμοποίησε εἰς τὸ ἔργον τοὺ : σεοπιέέγιοαὶ Οοηῖοδ, 1869. 

Εἰς τὴν Γαλλίαν, ὁ Μ. Μοτεὶ εἰσήγαγεν τὸν ὄρον αὐτὸν (ομν- 
παὶ ἀὲ Μαιϊ. ἐἰόννιενιίαίγεδ, 1879 σελ. 178 καὶ 1890 σελ. 106), κατὰ 
τὴν ἀπόδοσιν ἑνὸς ἔργου τοῦ (κᾳηιε6 Βοοίδι, μέλους τῆς ᾿Αγγλικῆς 
Βασιλικῆς 'Εταιρείας τοῦ Λονδίνου. 

Εἰς τὴν Νεωτέραν Γεωμδετρίαν τοῦ Τριγώνου, τὸ σημεῖον τομῆς τῶν 
ὑψῶν ἑνὸς τριγώνου συμβολίζεται διὰ τοῦ γράμματος Η. 

Οἱ ὡς ἄνω συγγραφεῖς ὠνόμασαν ὀρϑοκεντρικὸν τὸ τρίγωνον 
ΔΕΖ. Σήμερον ἐπεκράτησεν νὰ λέγεται ὀρϑικὸν (ἐνίοτε καὶ ποδικόν)͵ 


Θεώρημα 137--1 


Θ6δ. Τὰ σημεῖα τομῆς τῶν ὑψῶν ἑνὸς τριγώνου χαὶ τῆς περιγεγραμ- 
μένης εἰς αὐτὸ περιφερείας, ὁρίζουν μετὰ τῶν χορυφῶν τοῦ τριγώνου ἕξ 
τόξα ἐπ᾽ αὐτῆς ἴσα ἀνὰ δύο. 

Ἢ ἀπόστασις τοῦ ὀρϑοκέντρου ἀπὸ μιᾶς πλευρᾶς, ἰσοῦται πρὸς τὴν 
ἀπόστασιν τοῦ ποδὸς ἐπ᾽ αὐτῆς τοῦ ἀντιστοίχου ὕψους ἀπὸ τῆς τομῆς 
τοῦ ὕψους αὐτοῦ μετὰ τῆς περιφερείας. 


(Μέθοδοι, ὃ 292 β καὶ γ). 
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Θ66. Παρατήρησις. ᾽Εκ τοῦ θεωρήματος αὐτοῦ ἕπεται ἀμέσως ἡ 
κατασκευὴ τριγώνου ΑΒΓ ἐκ τῶν σημείων 
Λ, Μ,Ν κατὰ τὰ ὁποῖα τὰ ὕψη του συ- 
ναντοῦν τὴν περιγεγραμμένην περιφέρειαν. 
᾿Επειδὴ αἱ διχοτόμοι ΛΑ, ΜΒ, Ν᾽ τοῦ 
ΛΜΝ εἶναι τὰ ὕψη τοῦ ζητουμένου τρι- 
γώνου. 
Θεώρημα 128 


667. Ἢ περιγεγραμμένη περιφέρεια εἰς 
τρίγωνον, εἶναι ἴση πρὸς ἑκάστην ἐκ τῶν ὁρι- 
ζομένων ὑπὸ τοῦ ὀρϑοκέντρον καὶ δύο κορυ- 
φῶν ((ατποί). 


(Μέθοδοι, καὶ 292 γ). 


Σημείωσις. Πρὸς συμπλήρωσιν διαφόρων στοιχειωδῶν ϑερΒπίαι 
τῶν διὰ τὸ τρίγωνον καὶ ἰδιαιτέρως τῶν ἀσκήσεων 646, 662 - 667, 
701, 737, δύναταί τις νὰ ἀνατρέξῃ εἰς μίαν πολὺ ἐνδιαφέρουσαν 
μελέτην τοῦ 1. Μεπίϊοη (Ν. Α. 1850, σελ. 324 καὶ 401). 


Θεώρημα τοῦ Ῥοϊϊοεί 129 


668. "Ἑστω ὀρϑογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ ἐγγεγραμμένον εἰς περιφέ- 
ρειαν. Προεχτείνομεν τὰς πλευρὰς ΑΒ, ΑΓ τῆς ὀρϑῆς γωνίας καὶ φέρο- 
μεν ἐφαπτομένας πρὸς ἕκαστον τῶν 
τόξων ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ, κατὰ τρόπον 
ὥστε τὸ σημεῖον ἐπαφῆς νὰ εἶναι τὸ 
μέσον ἑκάστοτε τοῦ τμήματος τοῦ 
ἀποκοπτομένου ἐπὶ τῆς ἐφαπτομένης 
ὑπὸ τῶν εὐϑειῶν ΑΒ καὶ ΑΓ᾽. Νά 
δειχϑῇ ὅτι τὰ τρία σημεῖα ἐπαφῆς 
εἶναι κορυφαὶ ἑνὸς ἰσοπλεύρου τρι- 
γώνον. (Ν, Α. 1857, σ. 126, πο 367). 

Ἔστωσαν ΕΖ, ΗΛ, ΜΝ αἱ 
ἐφαπτόμεναι, τοιαῦται ὥστε: 
ΔΕΞ-ΔΖ, ΘΗξξθλ, ΟΜμξ-ϑονΝ. 

᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι τὸ τόξον ΔΑΘ -- τόξον ΔΒΟ -Ξ τρίτον 
τῆς περιφερείας. 

“Ας συνδέσωμεν τὸ σημεῖον Α μετὰ τοῦ Δ. Εἰς τὸ ὀρθογώνιον 
τρίγωνον ΕΑΖ, ἡ διάμεσος ΑΔ ἰσοῦται πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς ὑποτει- 


΄ς΄, “. 
νούσης ΕΖ. ΓΑρα ΑΔ - ΔΕ -- ΔΖ καὶ ΔΑΖ--ΔΖΑ. 
᾿Αλλ’ εἶναι 


“᾿ς ΖΒ. 
ΔΑΖ:- 
'καὶ τς 
ο|.ΑΔ--ΔΒ 
Ζ᾽ ΞΞ 2 ν 
'ἙἝπομένως τὸ τόξον ΔΒ ἰσοῦται πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ τόξου ΑΔ ἢ 
κὰ--.2 ΑΔΒ. 
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᾿Επίσης ΑΘ -- τ ἄϑυ, 


καὶ κατ’ ἀκολουθίαν Αὰ Ἔ ΑὉ-- δᾶϑ -- Ξ. ἡμιπεριφερείας ΒΑΓ. 


Εἶναι λοιπὸν τὸ τόξον ΔΑΘ τὸ τρίτον τῆς περιφερείας καὶ ἡ 
χορδὴ ΔΘ ἰσοῦται πρὸς τὴν πλευρὰν τοῦ ἐγγεγραμμένου ἰσοπλεύ- 
ρου τριγώνου. 

᾿Αναλόγως, εὑρίσκομεν 


“ΝἍ “Ὡ2“ά 

ΜΑΟΞΞΑΜΟ 
ἑπομένως δὸ -- ᾿ ατὸ 
καὶ ἐπειδὴ δὰ -- - ΑΔ, 


ἕπεται: Ο68ΒΔ-- ΣΦ ΔΆΓΟ ἢ ΟΒΔ-- :: περιφερείας. 


6689. Παρατήρησις. Ἢ κατασκευὴ τῶν ἐφαπτομένων ὡς ἡ ΕΖ 
κλπ., ἀπαιτεῖ τὴν τριχοτόμησιν τοῦ τόξου ΑΔΒ' συνεπῶς δὲν δύ- 
νατοαι αὕτη νὰ ἐπιτευχθῇ διὰ τῆς χρήσεως τοῦ διαβήτου μόνον 
καὶ τοῦ κανόνος. Εἶναι ἐν τούτοις τὸ ἀνωτέρω θεώρημα ἀξιοση- 

είωτον καὶ θὰ τὸ χρησιμοποιήσωμεν εἰς τὸ ΙΝ Βιβλίον ἐπὶ ἑνὸς 
Ἑτη ματος μεγίστου (8 1719). 


Θεώρημα 129--1 


670. "Ἐὰν δύο τῶν γωνιῶν ἑνὸς τετραπλεύρου εἶναι ὀρϑαί, αἱ προ- 
βολαὶ τῶν ἀπέναντι πλευρῶν ἐπὶ τῆς διαγωνίου τῶν ὀρϑῶν γωνιῶν 
εἶναι ἴσαι. 


(Βλ. 8 136). Ἔχομεν ΒΖ -- ΕΔ (Σχ. 397). 
Θεώρημα 129 -- 11 


671. Αἱ προβολαὶ των ἄχρων διαμέτρου ἐπὶ 
χορδὴν ἴσον ἀπέχουν τοῦ μέσου τῆς χορδῆς 


Πρόκειται περὶ ἄλλης διατυπώσεως 
τοῦ προηγουμένου ϑεωρήματος. Θὰ ἔχω- 
μεν ΠΕ -:ΞΗΖ. 


Θεώρημα 129 -- 111 


Θ72. "Ἐὰν αἱ προβολαὶ τῶν ἄχρων μιᾶς 
διαγωνίον ἑνὺς ἐγγραψίμον τετραπλεύρον ἐπὶ 5" 
τὴν ἄλλην διαγώνιον αὐτοῦ ἴσον ἀπέχουν ἀπὸ Στ. 597. 
τοῦ μέσον τῆς δευτέρας διαγωνίον, ἣ πρώτη 
εἶναι διάμετρος τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας (Ν.Α. 1852, σελ. 156). 


Θεώρημα 1380 


6758, Εῤς κύκλον δίδονται χορδὴ ΑΒ καὶ διάμετρος ΓΔ κάϑετος ἐπ᾿ 
αὐτήν. Συνδέομεν ἕν τυχὸν σημεῖον Ο τῆς περιφερείας μετὰ τῶν ἄχρων 
τῶν εὐθειῶν αὐτῶν καὶ προβάλλομεν τὰς χορδὰς ΟΓΙΓΣ, ΟΔ ἐπὶ τὴν ΟΑ. 
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Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν προβολῶν εἶναι ἴσον πρὸς ΟΑ καὶ ἡ δια- 
φορά των ἴση πρὸς ΟΒ ((ταπὰ ςοποουτθ, τοῦ 1847 ἐπὶ τῶν Στοιχειω- 
δῶν Μαϑηματικῶν). 


“Ἔστωσαν ΟΜ, ΟΝ αἱ προβολαὶ τῶν εὐθειῶν ΟΓ καὶ ΟΔ. 

1) ᾽Ας προβάλωμεν τὸ κέντρον Θ τῆς 
περιφερείας ἐπὶ τὴν χορδὴν ΟΑ. ᾿Επειδὴ 
τὰ ἴσα τμήματα ΓΘ, ΔΘ ἔχουν ἴσας προ- 
βολὰς ΜΗ, ΝΉ καὶ τὸ σημεῖον Η εἶναι 
τὸ μέσον τῆς χορδῆς ΟΑ, θὰ ἔχωμεν 
ΟΜ -Ξ ΝΑ καὶ κατὰ συνέπειαν 

ΟΜ-ΈΟΝ -ΕΟΑ. 

2) Προεκτείνομεν τὴν ΓΜ μέχρι τῆς πε- 
ριφερείας εἰς τὸ Λ καὶ συνδέομεν τὸ οη- 
μεῖον αὐτὸ μετὰ τοῦ Δ. Ἕνεκα τῶν ἴσων 
μηκῶν ΟΜ, ΟΝ, ἡ χορδὴ ΛΔ εἶναι ἴση 
καὶ παράλληλος πρὸς τὴν ΜΝ’ ἐπὶ πλέον 


΄΄΄.. ΄-.- ΄“. 
ΟΛ-- ΑΔ-- ΔΒ. 
-ς» ἔμ" 


Ὅθεν Β-- ΛΔ καὶ ΟΒ-ΞΛΔ- ΕΦἩΜΝ. 


Θεώρημα 181 


674. Ἑϊς πᾶν ἐγγράψιμον τετράπλευρον, αἱ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν 
τῶν ἀπέναντι πλευρῶν εἶναι παράλ- 
ληλοι πρὸς τὰς διχοτόμους τῶν γω- 
νιῶν, ἃς σχηματίζουν αἱ διαγώνιοι. 


Διὰ τοῦ σημείου τομῆς Ο τῶν 
διαγωνίων φέρομεν τὰς παραλ- 
λήλους Π, ΜΝ πρὸς τὰς διχοτό- 
ες ΕΗ, ΖΛ τῶν γωνιῶν εἰς τὰ 

καὶ Ζ. Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι 
αἱ Π καὶ ΜΝ εἶναι αἱ διχοτόμοι 
τῶν γωνιῶν εἰς τὸ Ο. 


Πράγματι, 
1 ΄΄.- “΄χ 
αΞΞ --- (ΔΗ -- ΑΘ) 
2 
καὶ 
ΘΙ -Ξ ΗΙ΄. 
Ἑπομένως 
5 1 ΄σ΄ος Ἄν Γω».: ΄κ᾿..- 1 τας, σετ.-Ἄ 
α-ε -(Δἢ Ὁ ΗΠ -- Αθ -- Θὴ --- (δ -- Ἀἴ). 
᾿Επίσης 
β-- .-; (“ἢ -- ὅ6) -- τὴ - ἢν.-- ὁ -- δὴ --- (ἢ -- Βὴ) 
᾿Επειδὴ α Ξ-Ξ β, λαμβάνομεν 
΄οι σ΄... ας ΄΄“-ν γ͵΄τ.Ἔ ΄«- ας σ΄... 
Δ]"-- Α1-- ΤΙ --ΒῚ ἢ δὶ 8ὶ -- ΤΊ] - Ἀ] 
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Τὸ πρῶτον μέλος τῆς τελευταίας σχέσεως μετρεῖ τὸ διπλάσιον 
τῆς γωνίας δ καὶ τὸ δεύτερον μέλος μετρεῖ τὸ διπλάσιον τῆς γω- 
νίας γ. “ὥστε γ -Ξ- δ. 

᾿Αναλόγως ἀποδεικνύομεν καὶ ὅτι ἡ ΜΝ διχοτομεῖ τὴν γω- 
γίαν ΒΟΓ. 


Παρατήρησις. Τὸ προηγούμενον θεώρημα εἶναι τὸ ἀντίστροφον 
εἰδικῆς περιπτώσεως μιᾶς προτάσεως, σχετικῆς πρὸς δύο κωνικὰς 
τομὰς τεμνομένας κατὰ τέσσαρα ὁμοκυκλικὰ σημεῖα ( 2104 αἡ. 


Θεώρημα 132 


67δ. Αἴ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν τῶν ἀπέναντι πλευρῶν ἑνὸς ἐγγραψί" 
μου τετραπλεύρου τέμνουν, τὰς πλευ- 
οἀς αὐτοῦ κατὰ τὰς κορυφὰς ρόμ- 
βου ἐγγεγραμμένον εἰς τὸ τετρά- 
πλευρον. 
"Εστωσαν ΕΗ. ΖΚ αἱ διχοτό- 
Ἴὰ τῶν γωνιῶν εἰς τὰ Ε καὶ Ζ 
ρὸς ἀπόδειξιν τῆς προτάσεως, 
ἀρκεῖ νὰ ἀποδειχθῇ ὅτι αἱ διαγώ- 
νιοι ΘΗ, Ιί τέμνονται ὀρθογω- 
νίως καὶ εἰς τὰ μέσα αὐτῶν ἢ 
ὅτι τὸ τρίγωνον ΖΘΗ εἶναι ἰσο- 
σκελές. ἢρὸς τοῦτο παρατηροῦ- 
εν ὅτι τὰ τρίγωνα ΔΕῊ καὶ 
ΕΘ ἔχουν τὰς γωνίας ΓΕΘ καὶ 
ΒΕΘ ἴσας, καθὼς καὶ τὰς γωνίας ΕΔΗ καὶ ΘΒΕ, ὡς ἐχούσας τὸ 


΄΄νἷἋ ὙνἊ-Ὠ ΄σ.- -- 
αὐτὸ παραπλήρωμα ΑΒΓ. Ἑπομένως ΔΗΕ --  ΒΘΕ -ΞΓΘΗ καὶ τὸ 
τρίγωνον ΖΘΗ εἶναι ἰσοσκελές, μὲ ὕψος ΖΟ κάθετον εἰς τὸ μέ- 
σον τῆς βάσεώς του ΘΗ. 
᾿Αναλόγως ἀποδεικνύομεν ὅτι ἡ εὐθεῖα ΕΟ εἶναι κάθετος εἰς 
τὸ μέσον τῆς [[ί καί, ἑπομένως, ὅτι τὸ τετράπλευρον ΙΘΚΗ εἶναι 


ρόμβος. 
Θεώρημα 192-- 


676. Ἑὶς πᾶν τετράπλευρον ἐγ- 
γράψιμον εἰς κύκλον, αἱ ἐκ τῶν μέ- 
ὅὄων τῶν πλευρῶν κάϑετοι ἐπὶ τὰς 
ἀπέναντι πλευρὰς διέρχονται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείον. 


"Ἔστω Ο τὸ κέντρον τῆς περ᾽- 
νῆς περιφερείας (συμπῖπτον πρὸς 
τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν καθέτων 
εἰς τὰ μέσα τῶν πλευρῶν τοῦ τε- 
τραπλεύρου), Ε, Ζ, Θ, ἢ τὰ μέσα 
τῶν πλευρῶν καὶ Μ τὸ σημεῖον 
τομῆς τῶν ΕΘ καὶ ΖΗ. 

᾿Εὰν προεκτείνωμεν τὸ τμῆμα 
ΟΜ κατὰ μῆκος ΜΗ ἴσον πρὸς 
αὐτό, παρατηροῦμεν ὅτι σχηματίζεται τὸ τετράπλευρον ΕΝΘΟ, 
προφανῶς παραλληλόγραμμον. Εἶναι λοιπὸν ἡ εὐθεῖα ΕΝ], πα- 
ράλληλος πρὸς τὴν ΘΟ καὶ κάθετος ἐπὶ τὴν πλευρὰν ΓΔ᾽ καὶ ἐπειδὴ 
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τὴν ἰδιότητα αὐτὴν θὰ τὴν ἔχουν, κατ᾽ ἀναλογίαν ἀποδείξεως, καὶ 
αἱ ΘΝ, ΖΝ, ΗΝ ἐν σχέσει πρὸς τὰς πλευρὰς ΑΒ, ΑΔ, ΒΓ ἀντι- 
στοίχως, ἔπεται ὅτι τὸ σημεῖον Ν εἶναι κοινὸν οἡμεῖον τῶν τεσ- 
σάρων θεωρηθεισῶν καθέτων. 


Παρατήρησις. Αἱ ἐκ τοῦ μέσου ἑκάστης διαγωνίου κάθετοι ἐπὶ 
τὴν ἄλλην, τέμνονται ἐπίοης εἰς τὸ σημεῖον Ν' ἐπειδη αἱ κάθετοι 
εἰς τὰ μέσα τῶν διαγωνίων ΑΓ καὶ ΒΔ διέρχονται δ' τοῦ Ο. 


676 α. Σημεέωσις. 1) Τὸ σημεῖον Ν, συμμετρικὸν τοῦ κέντρου 
Ο πρὸς τὸ σημεῖον τομῆς τῶν διαμέσοων τοῦ τετραπλεύρου, εἶναι 
τὸ σημεῖον ὅπερ ἐθεώρησαν εἰς τὴν πρότασιν (8 1277 β) οἱ Μαίμοῖ 
καὶ Ὀεϊευξ. 

2) Ὁ 8. Καηίογ ἐγενίκευσε ὡς ἀκολούθως τὸ προηγούμενον 
θεώρημα: 


Θεώρημα. Δοϑέντων ν σημείων ἐπὶ μιᾶς περιφερείας, αἱ κάϑετοι ἐκ 
τοῦ κέντρου βάρους ν -- 3 τυχόντων ἐξ αὐτῶν ἐπὶ τῆς χορδῆς τῶν ὑπο- 
νωϑν ἡ διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείον. (ΜαιπεΞ,5, 1906, σελ. 

. 9 14). 


Θεώγημα 132--Ἰ 


677. Διὰ τῆς κορυφῆς Α δοϑείσης γωνίας ΖΑΘ καὶ διὰ σταϑεροῦ 
σημείον Β ἐπὶ τῆς διχοτόμου τῆς γωνίας αὐτῆς, φέρομεν τυχοῦσαν περι- 
φέρειαν, τέμνουσαν τὰς πλευρὰς τῆς γω- 
νίας εἷς Γ καὶ Δ. Δείξατε ὅτι τὸ ἄθϑροι- 
σμα τῶν τμημάτων ΑΓ καὶ ΑΔ εἶναι στα- 
ϑερόν. 


Ἐὰν ἡ ΑΒ ἀποβῇ διάμετρος τῆς 
μεταβλητῆς περιφερείας, θὰ ἔχωμεν 
ΑΖ -ΞΑΘ, καὶ ἑπομένως τὸ σταθερὸν 
ἄθροισμα πρέπει νὰ εἶναι τό 2ΑΖ. ᾿Αρ- 
κεῖ λοιπὸν νὰ ἀποδειχθῇ ὅτι συμβαίνει 
πάντοτε ΑΓ - ΑΔ --2ΑΖ. 

Ἂν λάβωμεν ἐπὶ τῆς ΑΔ τμῆμα 
ΔῈ ΞΕ ΑΓ, εἶναι φανερὸν ὅτι ἡ ἀπόδει- 
ξις τῆς προτάσεως ἀνάγεται εἰς τὴν 
ἀλήθεια. τῆς σχέσεως ΖΕ -Ξ ΖΔ. 

Ἔκ τοῦ ἐγγεγραμμένου τετραπλεύρου ΒΓΑΔ ἔχομεν 


αξξγ. β-- δ 


καὶ ἐπειδὴ α -Ξβ, ἕπεται γ -Ξ- δ, ἢ ὅτι τό τρίγωνον ΓΒΔ εἶναι ἰσο- 
οκελές᾽ ἀφ᾽ ἑτέρου, τὸ τρίγωνον ΕΒΓ εἶναι προφανῶς καὶ αὐτὸ 
ἰσοσκελές. Ἑπομένως : 


ΒΔ-- ΒΓ --ΞΒΕ, 


δηλ. τὸ τρίγωνον ΔΒΕ εἶναι ἰσοσκελές. Καὶ ἐπειδὴ ἡ γωνία ΒΖΑ, 
ὡς βαίνουσα ἐπὶ ἡμιπεριφερείας, εἶναι ὀρθή, ἔπεται ΖΕ -- ΖΔ. 


678. Παρατήρησις. Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα δύναται νὰ διατυπωθῇ 
καὶ ὡς ἑξῆς. ᾿δὰν μεταβλητὸν τρίγωνον ΓΑΔ ἔχῃ μίαν γωνίαν Α στα- 
ϑερὰν κατὰ ϑέσιν καὶ μέγεϑος καὶ τὸ ἀϑροισμα τῶν πλευρῶν ΑΓ καὶ ΑΔ 
ἐπίσης σταϑερόν, τότε ἡ περιγεγραμμένη περιφέρεια εἰς τὸ τρίγωνον διέρχε- 
ται διὰ σταϑεροῦ σημείου Β, κειμένου ἔπὶ τῆς διχοτόμου τῆς γωνίας Δ. 


